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Введение. В настоящей работе рассматривается численное решение двух модельных
задач, описывающих ползучесть и длительную прочность конструкций из упрочняющих-
ся материалов при одноосном растяжении в случае постоянных напряжений и температур

вплоть до начала разрушения. В первой задаче исследуется растяжение прутков с фик-
сированным радиусом из стали марки Ст.45 [1], применяемой в авиации, а во второй —
растяжение прямоугольных образцов из титанового сплава марки 3В [2], используемого в
ракетно-космической технике.Поведение данных конструкций описывается системой обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) кинетической теории ползучести с одним
скалярным параметром поврежденности [3]. В случае постоянных напряжений рассмат-
риваемую систему ОДУ можно проинтегрировать аналитически. Однако аналитическое
решение подобных задач может быть очень трудоемким или вообще невозможным. Числен-
ное решение осложнено тем, что в начальный момент времени и при разрушении правые
части уравнений стремятся к бесконечности. Данная особенность устраняется с помощью
метода продолжения решения по параметру и наилучшей параметризации, в рамках кото-
рого получены численные решения, хорошо согласующиеся с результатами эксперимента
и аналитическими решениями для обеих задач. Показаны преимущества данного подхода
по сравнению с решением исходной задачи неявным методом Эйлера. Актуальность рас-
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сматриваемых задач обусловлена тем, что большинство современных конструкционных
материалов при умеренных температурно-силовых режимах имеют явно выраженную на-
чальную стадию, на которой интенсивность процесса ползучести монотонно уменьшается
(стадия упрочнения) до минимального значения (установившаяся стадия), и неучет ста-
дии упрочнения при моделировании процесса ползучести и длительной прочности может

привести к существенным погрешностям [4].
1. Определяющие уравнения. Для описания поведения металлов в условиях пол-

зучести вплоть до разрушения используем уравнения энергетического варианта теории

ползучести в виде системы трех ОДУ [2, 4–7]

dA

dt
= f(σ, T )Ψ(ω, T ),

dω

dt
= ϕ(σ, T )Ω(ω, T ),

dε

dt
=

1

σ

dA

dt
, (1)

где A — удельная энергия рассеяния; ω — скалярный параметр поврежденности; ε —
деформация ползучести; σ — действующее напряжение; t — время; T — температура;
функциональные зависимости, входящие в правые части, определяются по результатам
эксперимента.

В работе [8] предложен вариант системы (1), включающий соотношения

dA

dt
= f(σ, T )Ψ(ω, T ),

dω

dt
= ϕ(σ, T )Ψ(ω, T ),

dε
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=

1

σ

dA
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. (2)

Согласно [1] функцию Ψ(ω, T ) можно выбрать в виде

Ψ(ω, T ) = ω−α(1− ωα+1)−m, (3)

где α, m — параметры модели, в общем случае зависящие от температуры T .
Подставляя соотношение (3) в систему (2), получаем

dA

dt
=
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ωα(1− ωα+1)m
,
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=

ϕ(σ, T )
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,
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1

σ
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dt
. (4)

Для системы ОДУ (4) выбираются однородные начальные условия

t = 0: A(0) = 0, ω(0) = 0, ε(0) = 0. (5)

Задачу (4), (5) можно разрешить относительно A(t), ω(t), ε(t) [9]:
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; (6)
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Полагая параметр поврежденности ω(t) в момент разрушения t∗ равным единице, по-
лучаем выражение для определения длительной прочности конструкции

(α + 1)(m + 1)

t∗∫
0

ϕ(σ, T ) dt = 1. (9)

Применим приведенные уравнения для расчета ползучести и длительной прочности

конструкций из стали марки Ст.45 и анизотропного титанового сплава марки 3В.
2. Растяжение образцов из стали марки Ст.45. Для задачи об одноосном рас-

тяжении прутков диаметром d = 42 мм из стали марки Ст.45, широко используемой в
авиации (например, для создания деталей трубопроводной арматуры после закалки и от-
пуска), при постоянной температуре T = 850 ◦C выберем функции f(σ), ϕ(σ) [1]:

f(σ) = BAσn, ϕ(σ) = Bωσk,

где BA, Bω, n, k — характеристики ползучести материала.
При постоянных напряжении σ = σ0 = const и температуре задачу (4), (5) представим

в виде системы ОДУ

dA

dt
=

BAσn
0

ωα(1− ωα+1)m
,

dω

dt
=

Bωσk
0

ωα(1− ωα+1)m
(10)

с начальными условиями

t = 0: A(0) = 0, ω(0) = 0 (11)

и уравнения для определения деформации ползучести

ε(t) = A(t)/σ0. (12)

Используя соотношения (5)–(9), аналитическое решение задачи (10), (11) и выражение
для длительной прочности рассматриваемой конструкции запишем в виде

ω(t) =
(
1− (1− (α + 1)(m + 1)Bωσk

0 t)1/(m+1)
)1/(α+1)

; (13)

A(t) =
BAσn

0

Bωσk
0

(
1− (1− (α + 1)(m + 1)Bωσk

0 t)1/(m+1)
)1/(α+1)

; (14)

ε(t) =
BAσn−1

0

Bωσk
0

(
1− (1− (α + 1)(m + 1)Bωσk

0 t)1/(m+1)
)1/(α+1)

; (15)

t∗ = [(m + 1)(α + 1)Bωσk
0 ]−1. (16)

Однако, в случае если напряжение зависит от времени, деформации ползучести и дру-
гих параметров, получить аналитическое решение может быть затруднительно или невоз-
можно, тогда задача решается с использованием численных или численно-аналитических
методов.

Отметим следующую особенность: получение численного решения системы уравне-
ний (10) с начальными условиями (11) с помощью традиционных явных методов инте-
грирования задачи Коши осложнено тем, что в начальный момент времени правые части
уравнений системы (10) стремятся к бесконечности. Это имеет место и в случае, когда
параметр поврежденности ω → 1.

Устраним данную особенность, параметризуя систему уравнений (10) с использова-
нием метода продолжения решения по наилучшему параметру [10]. Для этого будем пола-
гать, что неизвестные A, ω и независимая переменная t являются функциями некоторого
параметра λ:

A = A(λ), ω = ω(λ), t = t(λ). (17)
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Согласно [10], для того чтобы задачу Коши для нормальной системы ОДУ преобра-
зовать в рамках метода продолжения решения по параметру к наилучшему аргументу,
необходимо и достаточно в качестве λ выбрать длину дуги интегральной кривой этой

задачи:

dλ2 = (dA)2 + (dω)2 + (dt)2. (18)

С учетом соотношений (17), (18) для параметра λ получаем систему трех ОДУ первого
порядка

dA

dλ
=

BAσn
0

R(ω)
,

dω

dλ
=

Bωσk
0

R(ω)
,

dt

dλ
=

ωα(1− ωα+1)m

R(ω)
, (19)

где R(ω) =
√

ω2α(1− ωα+1)2m + B2
Aσ2n

0 + B2
ωσ2k

0 .

Отсчитывая аргумент λ от начальной точки задачи (10), (11), условия (11) для систе-
мы (19) запишем в виде

λ = 0: ω(0) = 0, A(0) = 0, t(0) = 0. (20)

Нетрудно показать, что правые части уравнений системы (19) не стремятся к беско-
нечности, более того, по модулю не превышают единицы. Задачу (19), (20) можно решить
любым методом численного интегрирования систем ОДУ.

Помимо аналитического решения (13)–(15) были получены приближенные решения

параметризованной и непараметризованной задач с использованием различных численных

методов решения задачи Коши для систем ОДУ.

Поскольку получить численное решение непараметризованной задачи (10), (11) с по-
мощью явных численных методов интегрирования затруднительно, для решения данной
задачи был выбран неявный метод Эйлера с переменным шагом интегрирования (полу-
чаемые системы нелинейных уравнений решаются методом простой итерации). Прибли-
женное решение параметризованной задачи (19), (20) получено явным методом Эйлера и
методом Рунге — Кутты четвертого порядка точности с переменным шагом интегриро-
вания.

Смена шага выполняется в соответствии с принципом Рунге — Ромберга — Ричард-
сона с постоянными ε1 = 10−4, ε2 = 5 · 10−5, определяющими точность численного ре-
шения [11]. Данные методы были реализованы в вычислительной среде Matlab R2012b.
Расчет проводился на персональном компьютере Intel Core i5 — 2410M (CPU 2,30 ГГц;
4,00 ГБ ОЗУ; видеокарта NVIDIA GeForce GT540M 2 ГБ; 64-разрядная операционная си-
стема Windows 7 Домашняя базовая Service Pack 1).

Характеристики ползучести для систем уравнений (10), (19) определены по данным
работы [1]: BA = 9,967·10−20 МПа−n· с−1, Bω = 9,689·10−17 МПа−k· с−1, α = 0,849, n = 9,1,
k = 6,97, m = 2,83.

В табл. 1 приведены значения параметров процесса ползучести при растяжении об-
разцов из стали марки Ст.45 (t∗ — длительная прочность конструкции; τ̄∗ — время в нор-
мированных координатах ω−τ̄ при разрушении, где τ̄ = t/t∗; ε∗ — деформация ползучести

в момент разрушения; ω∗ — параметр поврежденности в момент разрушения; A∗ — удель-
ная энергия рассеяния в момент разрушения; tn — время счета; 1–5 — способы решения:
1 — явный метод Эйлера, 2 — метод Рунге — Кутты четвертого порядка точности, 3 —
неявный метод Эйлера, 4 — аналитическое решение, 5 — эксперимент).
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Та бли ц а 1

Значения параметров процесса ползучести

при растяжении образцов из стали марки Ст.45

σ0,
МПа

Способ

решения
t∗, ч τ̄∗ ε∗ ω∗ A∗,

МДж/м3
tn, с

1 7,000 4940 1,000 00 0,057 157 0,999 97 2,000 495 0,922
2 7,000 4000 0,999 99 0,057 157 0,999 97 2,000 495 0,342

35 3 6,999 0700 0,999 80 0,057 156 0,999 96 2,000 460 1,258
4 7,000 4920 1,000 00 0,057 159 1,000 00 2,000 555 —
5 6,706 1220 1,000 00 0,051 606 1,000 00 1,806 210 —

1 2,760 0999 1,000 00 0,066 467 0,999 99 2,658 680 1,006
2 2,760 0610 0,999 99 0,066 453 0,999 78 2,658 120 0,361

40 3 2,756 9340 0,998 90 0,066 467 0,999 98 2,658 680 1,375
4 2,760 0998 1,000 00 0,066 477 1,000 00 2,658 724 —
5 2,979 5920 1,000 00 0,061 554 1,000 00 2,462 160 —

1 1,214 4838 1,000 00 0,075 927 0,999 96 3,416 715 0,947
2 1,214 4660 0,999 99 0,075 909 0,999 72 3,415 905 0,355

45 3 1,208 1190 0,994 76 0,075 926 0,999 94 3,416 670 1,313
4 1,214 4836 1,000 00 0,075 928 1,000 00 3,416 868 —
5 1,224 4900 1,000 00 0,063 327 1,000 00 2,849 715 —

Таб ли ц а 2

Абсолютная погрешность расчета параметров процесса ползучести

при растяжении образцов из стали марки Ст.45

σ0,
МПа

Метод

решения
∆εav · 106 ∆εmax ∆ωav · 104 ∆ωmax ∆Aav · 104 ∆Amax

1 6,813 0,0005 1,192 0,0090 2,385 0,013
35 2 39,370 0,0020 6,888 0,0290 13,780 0,040

3 158,900 0,0030 27,780 0,0600 55,620 0,121

1 8,056 0,0006 1,212 0,0090 3,222 0,016
40 2 44,310 0,0020 6,667 0,0293 17,720 0,048

3 452,800 0,0060 68,100 0,0960 197,000 0,256

1 9,661 0,0007 1,272 0,0090 4,347 0,016
45 2 53,790 0,0023 7,085 0,0300 24,210 0,055

3 1339,000 0,0110 176,300 0,1460 580,800 0,500

На рис. 1 приведены зависимости удельной энергии рассеяния, параметра поврежден-
ности и деформации ползучести от времени при различных значениях начального напря-
жения.

На рис. 2 представлена “единая” кривая в нормированных координатах ω−τ̄ . Экспери-
ментальные значения деформации ползучести взяты из работы [1], данные для удельной
энергии рассеяния и параметра поврежденности определены по формулам

A = σε, ω =
σ

A∗
ε, A∗ = σε∗. (21)

Видно, что аналитическое и численные решения, полученные с помощью метода Рунге —
Кутты и неявного метода Эйлера, практически совпадают.

В табл. 2 приведены значения абсолютной погрешности, в качестве осредненного зна-
чения абсолютной погрешности принимается ее среднее арифметическое значение [12]
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Рис. 1. Зависимости удельной энергии

рассеяния (а), параметра поврежденно-
сти (б) и деформации ползучести (в)
от времени для стали марки Ст.45 при
T = 850 ◦C и различных значениях на-
чального напряжения:
линии — численные и аналитические ре-
шения, точки — эксперимент, звездочка —
момент разрушения в эксперименте; 1 —
σ0 = 45 МПа, 2 — σ0 = 40 МПа, 3 —
σ0 = 35 МПа
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Рис. 2. “Единые” кривые в нормированных координатах ω−τ̄ :
а — сталь марки Ст.45 при T = 850 ◦C (1 — σ0 = 45 МПа, 2 — σ0 = 40 МПа, 3 —
σ0 = 35 МПа), б — титановый сплав марки 3В при T = 20 ◦C (1 — σ0 = 638 МПа, 2 —
σ0 = 618 МПа, 3 — σ0 = 603 МПа)
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Та бли ц а 3

Значения параметров процесса ползучести

при растяжении продольных образцов из титанового сплава марки 3В

σ0,
МПа

Способ

решения
t∗, ч τ̄∗ ε∗ ω∗ A∗,

МДж/м3
tn, с

1 4292,339 904 1 0,109 805 0,999 990 66,212 491 6,035
2 4292,339 898 1 0,109 805 0,999 992 66,212 592 1,855

603 3 4292,339 905 1 0,109 806 0,999 996 66,212 861 8,374
4 4292,339 898 1 0,109 806 1,000 000 66,213 152 —
5 3452,067 894 1 0,090 521 1,000 000 54,583 964 —

1 1202,064 758 1 0,107 140 0,999 990 66,212 482 5,825
2 1202,064 757 1 0,107 130 0,999 901 66,206 599 1,414

618 3 1202,064 758 1 0,107 141 0,999 999 66,213 069 8,161
4 1202,064 757 1 0,107 141 1,000 000 66,213 152 —
5 1247,814 487 1 0,094 732 1,000 000 58,544 629 —

1 230,897 758 1 0,103 782 0,999 993 66,212 712 6,107
2 230,897 758 1 0,103 776 0,999 940 66,209 399 1,994

638 3 230,897 758 1 0,103 782 0,999 992 66,212 643 8,606
4 230,897 758 1 0,103 782 1,000 000 66,213 152 —
5 249,880 096 1 0,102 457 1,000 000 65,367 625 —

(∆Aav, ∆ωav, ∆εav, ∆Amax, ∆ωmax, ∆εmax — среднее арифметическое абсолютной погреш-
ности и максимальная абсолютная погрешность расчетных значений удельной энергии

рассеяния, параметра поврежденности и деформации ползучести соответственно).
3. Растяжение образцов из титанового сплава марки 3В. К системе диффе-

ренциальных уравнений вида (4) сводится задача расчета ползучести и длительной проч-
ности прямоугольных образцов из анизотропного титанового сплава марки 3В, применя-
емого в авиации, ракетостроении и космической технике (изготовление обшивки, деталей
крепления, силового набора, деталей шасси, различных агрегатов), при растяжении.

Рассматривается задача об одноосном растяжении образцов из прямоугольных плит,
вырезанных в направлении прокатки листа (продольные образцы), толщиной 20 мм при
постоянной температуре T = 20 ◦C и напряжении σ = σ0 = const. Задача сводится к систе-
ме ОДУ (10) с начальными условиями (11) и уравнением для деформации ползучести (12).
Как и в первой задаче, аналитическое решение принимает вид соотношений (13)–(15),
параметризованная задача имеет вид (19), (20). Характеристики ползучести при растя-
жении образцов из данного материала следующие [2]: BA = 1,46 · 10−151 МПа−n+1 · с−1,
Bω = 2,205 · 10−153 МПа−k · с−1, α = 2,5, n = 51,8, k = 51,8, m = 7.

При численном решении непараметризованной и параметризованной задач использо-
вались методы и компьютер, описанные выше.

Значения параметров процесса ползучести при растяженни образцов из титанового

сплава марки 3B приведены в табл. 3.
На рис. 3 приведены зависимости удельной энергии рассеяния, параметра поврежден-

ности и деформации ползучести от времени при различных значениях начального напря-
жения. Для удельной энергии рассеяния использовались данные, полученные для рассмат-
риваемой задачи Б. В. Горевым после обработки результатов экспериментов, проведенных
О. В. Сосниным [4], при σ0 = 638, 618, 603МПа [2]. Результаты эксперимента для деформа-
ции ползучести и параметра поврежденности пересчитаны по формулам (21). Полученные
численные решения также практически совпадают с аналитическим решением исходной

задачи (13)–(15).
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Рис. 3. Зависимости удельной энергии

рассеяния (а), параметра поврежденно-
сти (б) и деформации ползучести (в)
от времени для титанового сплава мар-
ки 3В при T = 20 ◦C и различных зна-
чениях начального напряжения:
линии — численные и аналитические ре-
шения, точки — эксперимент, звездочка —
момент разрушения в эксперименте; 1 —
σ0 = 638 МПа, 2 — σ0 = 618 МПа, 3 —
σ0 = 603 МПа

В табл. 4 приведены характеристики абсолютной погрешности. Для данной задачи
среднее арифметическое значение абсолютной погрешности не позволяет адекватно оце-
нить среднюю абсолютную погрешность используемых методов решения, поэтому для этой
цели применяется медиана, т. е. величина, делящая значения абсолютной погрешности на
две равные части [12]. В табл. 4 ∆εm, ∆ωm, ∆Am — медиана абсолютной погрешности рас-
четных значений деформации ползучести, параметра поврежденности и удельной энергии
рассеяния соответственно.

Заключение. Получение численного решения рассматриваемых задач, описываемых
системой дифференциальных уравнений кинетической теории ползучести с однородными

начальными условиями, затруднительно при использовании традиционных явных мето-
дов интегрирования задачи Коши вследствие наличия особенностей в начальный момент

времени и при разрушении. В работе предложен подход к решению данной проблемы,
основанный на применении к исходной задаче метода продолжения решения по параметру

и наилучшей параметризации. Преобразованная задача не имеет особенностей и может
быть решена любым численным методом интегрирования систем ОДУ.
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Абсолютная погрешность расчета параметров процесса ползучести

при растяжении продольных образцов из титанового сплава марки 3В

σ0,
МПа

Метод

решения
∆εm · 107 ∆εmax ∆ωm · 106 ∆ωmax ∆Am · 104 ∆Amax

1 5,983 0,003 5,449 0,023 3,608 1,518
603 2 5 · 10−7 9 · 10−4 5 · 10−7 0,008 3 · 10−7 0,539

3 5,875 0,003 5,449 0,023 3,543 1,521

1 5,865 0,002 5,474 0,021 3,625 1,382
618 2 4 · 10−7 8 · 10−4 4 · 10−7 0,008 2 · 10−7 0,518

3 5,761 0,002 5,475 0,021 3,560 1,383

1 5,632 0,002 5,427 0,021 3,593 1,393
638 2 2 · 10−7 8 · 10−4 2 · 10−7 0,008 2 · 10−7 0,501

3 5,560 0,001 5,456 0,014 3,547 0,914

Полученная параметризованная задача решалась численно с использованием явных

методов Эйлера и Рунге—Кутты, непараметризованная задача— неявным методом Эйле-
ра. Сравнение результатов решений этих задач с аналитическими и экспериментальными
данными выявило следующие преимущества предложенного подхода.

Численные решения хорошо согласуются с аналитическими и экспериментальными

данными для обеих задач.
Для параметризованных задач время счета меньше в 1,5–4 раза в зависимости от

порядка точности используемого метода.
Абсолютные погрешности численных решений задачи о растяжении образцов из спла-

ва марки 3В при использовании явного и неявного методов Эйлера различаются незначи-
тельно, а для численных решений параметризованной задачи о растяжении образцов из
стали марки Ст.45 абсолютная погрешность в несколько раз меньше по сравнению с непа-
раметризованной.

Следует отметить, что использование неявных методов решения задачи Коши при-
водит к необходимости численного решения систем нелинейных уравнений. Это обуслов-
лено выбором начального приближения, проблемами сходимости итерационных процессов
и сложностью реализации приближенных методов решения (приведение рассматриваемой
задачи к специальному виду, аппроксимация производных и т. д.). В данной работе при
использовании неявного метода Эйлера системы нелинейных уравнений решаются с по-
мощью простых итераций, однако могут потребоваться более трудоемкие методы, требу-
ющие вычисления производных, например метод Ньютона, что может привести к значи-
тельному усложнению процесса решения. Сказанное выше подтверждает преимущество,
которое дает метод продолжения решения по параметру, позволяя применять явные ме-
тоды интегрирования систем ОДУ при решении рассматриваемых задач.
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