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Получено решение задачи определения условий гидродинамической устойчивости при наличии
обдува поверхности газификации топлива газовыми продуктами горения. Обдувающий поток
имеет малый градиент вдоль направления движения. Анализ найденного дисперсионного урав-
нения показывает развитие гидродинамической неустойчивости с колебаниями. Коэффициенты
переноса «собственной» турбулентности представлены в виде суммы двух слагаемых: первое из
них отвечает за перенос при отсутствии обдува, второе является добавкой к нему, учитываю-
щей усиление транспортных процессов при обдуве. Их зависимость от начальной температуры
горения твердого топлива предсказывает ослабление отрицательного эрозионного эффекта в
соответствии с экспериментальными данными. Учет времени релаксации процесса испарения
оказывает стабилизирующее влияние. В пределе сильного проявления релаксации это приводит
к колебательной устойчивости (при отсутствии обдува), когда возмущения не растут и не за-
тухают. Но сколь угодно слабый обдув приводит к неустойчивости.
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ВВЕДЕНИЕ

Для объяснения отрицательного эрозион-
ного эффекта Вилюнова — Дворяшина [1, 2]
к настоящему времени предложены различные
гипотезы и механизмы [1, 3–10]. Их краткий
анализ в [11] выделяет два механизма [8, 9] как
наиболее обоснованных. В первом (механизм
Гусаченко— Зарко) предполагается существо-
вание «собственной» турбулентности вблизи
зоны газификации твердого топлива [8]. Вза-
имодействие такой турбулентности с обдува-
ющим потоком продуктов горения приводит
(на нисходящем участке зависимости скорости
горения от скорости обдува) к уничтожению
«собственной» турбулентности, уменьшая теп-
ловой поток из газовой фазы к поверхности га-
зификации. «Собственная» турбулентность ис-
чезает с ростом скорости обдува. При дальней-
шем усилении обдува формируется пристеноч-
ная турбулентность и коэффициенты переноса
снова растут.

c© Сабденов К. О., Ерзада М., 2017.

Во втором механизме [9] причиной сниже-
ния скорости горения является переход части
внутренней энергии продуктов горения в кине-
тическую энергию движения. Это неизбежное
явление в ракетных двигателях, и его легко
объяснить, используя закон сохранения энер-
гии. Тогда температура пламени в газовой фа-
зе снижается, что приводит к уменьшению ско-
рости горения.

Одно из необходимых условий реализации
указанных механизмов одинаково [12]: зона хи-
мических реакций в газовой фазе должна нахо-
диться внутри вязкого подслоя турбулентного
пограничного слоя, возникающего при движе-
нии газовых продуктов горения в канале топ-
ливного заряда. В математической форме это
условие означает, что число Булгакова — Ли-
панова Θ меньше 1 или число Вилюнова Vi
меньше критического значения Vi∗ [11, 12].

В механизме Гусаченко — Зарко возник-
новение «собственной» турбулентности может
быть вызвано различными причинами, напри-
мер тепловой неустойчивостью в твердой или
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жидкой фазе зоны газификации [8], гидродина-
мической неустойчивостью вблизи зоны гази-
фикации [13], неустойчивостью Зельдовича —
Новожилова [4] и, возможно, диффузионно-
тепловой неустойчивостью [14, 15].

Гидродинамическая неустойчивость воз-

никает преимущественно при ε =
∂u

∂p
> 0, где

u — скорость горения, p — давление. Произ-
водная вычисляется при постоянной темпера-
туре поверхности газификации твердой фазы
топлива (Ts). Гидродинамическая неустойчи-
вость может возникнуть и при ε < 0, но не при
всех числах Рейнольдса [13].

Развитие гидродинамической неустойчи-
вости обеспечивается поступающей из зоны га-
зификации энергией. После потери устойчиво-
сти возможны два сценария развития гидро-
динамического течения вблизи зоны газифика-
ции. Первый из них, согласно эксперименталь-
ным наблюдениям [16–21], это возникновение
ячеистых и более сложных пространственных
структур, вызванных совместным действием
диссипативных и нелинейных процессов. Та-
кие структуры могут существовать длитель-
ное время, но могут оказаться и неустойчивы-
ми. Тогда эволюция гидродинамического тече-
ния пойдет по второму сценарию и возникнет
турбулентное движение — «собственная» тур-
булентность [8].

В то же время необходимо различать «соб-
ственную» турбулентность и классическую [22,
23]. Источник энергии для поддержания клас-
сической турбулентности находится в макро-
скопических масштабах, и имеется широкий
интервал пространства и времени для фор-
мирования различных масштабов турбулент-
ности. Этого нет у «собственной» турбулент-
ности, которая может существовать в относи-
тельно узких пространственно-временных мас-
штабах [13] и для которой велика роль силы
вязкого трения.

Для расчета скорости горения при отрица-
тельном эрозионном эффекте необходимо знать
основные характеристики «собственной» тур-
булентности — ее характерное время и мас-
штаб. Это позволит оценить коэффициенты пе-
реноса — турбулентной вязкости, диффузии и
температуропроводности.

В качестве характерного времени «соб-
ственной» турбулентности можно принять об-
ратную величину частоты развития гидроди-
намических возмущений. Такая частота нахо-

дится при анализе поведения малых гидроди-
намических возмущений, возникающих при по-
тере устойчивости стационарного режима го-
рения. Здесь необходимо различать случаи, ко-
гда поверхность газификации обдувается газо-
выми продуктами горения и когда такого об-
дува нет. В каждом случае «собственная» тур-
булентность характеризуется различными ко-
эффициентами переноса.

ПРОБЛЕМА ВЫСОКИХ ЧАСТОТ
И УЧЕТ МАЛОИНЕРЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ

Используем следующую модель (Беляев—
Зельдович) горения твердых ракетных топлив
[8, 24]: при стационарном горении твердая фа-
за превращается в слой жидкости толщиной h,
затем жидкость превращается в газ, далее газ
сгорает в зоне пламени на расстоянии xb от по-
верхности газификации. Жидкая фаза харак-
теризуется вязкостью ν, плотностью ρ1 и ско-
ростью v1. Скорость горения u равна скорости
жидкости (u = v1). Соответственно ρ2 и v2 —
плотность и скорость газа. Основное движение
происходит в направлении координаты x. Мо-
дель Беляева — Зельдовича сильно идеализи-
рована, но она относительно проста. Получен-
ные на ее основе результаты имеют самостоя-
тельный теоретический и практический инте-
рес.

В окрестности зоны газификации твердого
ракетного топлива производные стационарных

распределений скорости и плотности
∂v2
∂x

и
∂ρ2
∂x

являются малыми величинами.Поэтому можно
принять v2 ≈ const и ρ2 ≈ const. Эти прибли-
женные равенства справедливы для возмуще-
ний с волновыми числами k ∼ 1/h � 1/xb [13].

Рассмотрим результаты анализа гидроди-
намической неустойчивости в отсутствие обду-
ва поверхности топлива [13]. Обозначим через
n отношение плотностей жидкой и газовой фаз:
ρ1/ρ2 = v2/v1 = n � 1, безразмерный пара-
метр Λ = ερ1v1 значительно меньше 1 и в обыч-
ных условиях камер сгорания ракетных двига-
телей nΛ � 1. Полученное [13] дисперсионное
уравнение относительно безразмерной частоты
ω = Ω/(kv1), где Ω — размерная частота, мож-
но записать в упрощенной форме:

ω2 − 1 + Re

Λ
ω + n = 0, Re =

v1
kν
, (1)

где Re — число Рейнольдса. Наибольшая ча-
стота роста возмущений равна
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ωmax =
1

2

(
1 + Re

Λ
+

√
(1 + Re)2

Λ2
− 4n

)
≈

≈ 1 + Re

Λ
.

Соответственно максимальная размерная ча-
стота Ωmax = kv1(1 + Re)/Λ. Малое значение
Λ ≈ 10−7 приводит к очень большой частоте
ωmax, особенно для возмущений с большими
волновыми числами k. Такие значения k наибо-
лее интересны при исследовании свойств «соб-
ственной» турбулентности, так как она форми-
руется преимущественно из мелкомасштабно-
го движения жидкости и газа. Появление боль-
ших частот указывает на необходимость уче-
та времени релаксации в процессе газификации
топлива, или его инерционности. Такая про-
блема хорошо известна из феноменологической
теории нестационарного горения Зельдовича—
Новожилова [4], где с целью корректного описа-
ния быстропротекающих процессов модерниза-
цию теории проводили в несколько этапов [25,
26]. При учете малоинерционных процессов в
развитии гидродинамической неустойчивости
можно использовать простые и приближенные
методы из теории Зельдовича — Новожилова,
где сложные явления характеризуются ограни-
ченным набором времен релаксации.

В исследовании [13] скорость горения опре-
деляли по уравнению Герца— Кнудсена, спра-
ведливому для испарения жидкости, где отсут-
ствуют химические реакции. В частности, воз-
мущения скорости горения u′ и давления p′ свя-
заны через коэффициент ε:

u′ = εp′. (2)

Уравнение Герца — Кнудсена получено для
стационарных процессов [27] и в случае быст-
рого изменения давления неприменимо: оно не
учитывает время релаксации испарения.

Связь вида (2) существует и для реальных
твердых топлив, для каждого из них определя-
ется свой коэффициент ε. Для учета инерцион-
ности процесса газификации введем параметр
χ, он в неявной форме содержит время релакса-
ции. Если p′ — действительное значение возму-
щения давления в момент времени t, то этому
соответствует скорость горения

u′ = εp′ − χ
∂p′
∂t
, (3)

где производная определена на поверхности га-
зификации топлива. Параметр χ имеет такой

же смысл, как в методах [25, 26]: с его помо-
щью в простой форме приближенно учитыва-
ется необходимость некоторого времени для от-
клика скорости горения на изменение давления.
Формальное определение параметра χ:

χ =
∂u

∂(∂p/∂t)
.

Использование уравнения (3) не решает
полностью проблему появления высоких ча-
стот, обращение Ωmax = ∞ в пределе Λ = 0
возникло вследствие противоречия в исходной
постановке задачи [13], где температура в зоне
газификации полагалась постоянной. Неустой-
чивость развивается за счет энергии, посту-
пающей из зоны газификации топлива. Отбор
энергии из этой зоны должен снижать темпера-
туру в зоне газификации. В пределе Λ → ∞ от-
бираемая на развитие неустойчивого движения
энергия тоже неограниченно растет и учет пе-
ременности температуры становится все более
необходимым. Но привлечение уравнения энер-
гии для описания зоны газификации и ближай-
шей к ней области чрезмерно усложнит зада-
чу, в этой зоне протекают очень сложные фи-
зические и химические процессы и они до сих
пор детально не изучены.Поэтому ниже анализ
развития неустойчивости проводится в при-
ближении постоянной температуры зоны гази-
фикации, но с привлечением (3).

ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ
ПРИ ОБДУВЕ ПОВЕРХНОСТИ ГАЗИФИКАЦИИ.

ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

При наличии обдува исследование гидро-
динамической неустойчивости проводится для
возмущений с непрерывным спектром волно-
вых чисел k. Возмущение (деформацию) ζ по-
верхности жидкой пленки (см. рисунок) пред-
ставляется в виде

ζ = D exp(Ωt+ iky) = Dψ, (4)

ψ = exp(Ωt+ iky),

где D = const, i = (−1)1/2, t — время, y —
координата вдоль поверхности горения.

В области 1 (−h < x < 0, см. рисунок)
стационарный режим горения характеризуется
скоростями жидкости v01x = v1 = u, v01y = 0 и
давлением p1 = p0 — const. При возникновении
возмущений они получают дополнительные со-
ставляющие v′1x, v′1y и p′1.
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Область вблизи зоны газификации при нали-
чии гидродинамических возмущений

В области 1 используем уравнения На-
вье — Стокса

∂v′1x
∂t

+ v1
∂v′1x
∂x

=

= − 1

ρ1

∂p′1
∂x

+ ν

(
∂2v′1x
∂x2

+
∂2v′1x
∂y2

)
,

(5)∂v′1y
∂t

+ v1
∂v′1y
∂x

=

= − 1

ρ1

∂p′1
∂y

+ ν

(
∂2v′1y
∂x2

+
∂2v′1y
∂y2

)
.

Поскольку здесь рассматриваются только гид-
родинамические возмущения, то плотность и
температура газа и жидкости постоянные. То-
гда справедливо уравнение неразрывности

∂v′1x
∂x

+
∂v′1y
∂y

= 0. (6)

Решения уравнений (5), (6) имеют вид:

p′1 =

= A1ρ1ψ

(
Ω

k
+ v1

)
[exp(−2kh− kx)− exp(kx)],

v′1x =

=

[
exp(kx) +

Ω + kv1
Ω− kv1

exp(−2kh − kx)

]
ψA1 +

+ C1ψ exp(α1x) + C2ψ exp(α2x),

v′1y = (7)

=

[
exp(kx)− Ω+ kv1

Ω− kv1
exp(−2kh − kx)

]
iψA1+

+ C1
iα1
k
ψ exp(α1x) + C2

iα2
k
ψ exp(α2x),

α1,2 =
v1 ±

√
v21 + 4ν(Ω + νk2)

2ν
;

A1, A2, C1, C2 = const.

Числовому параметру α1 соответствует
положительный знак перед радикалом, пара-
метру α2 — отрицательный знак. Скорости
v′1x, v′1y и давление p′1 удовлетворяют условиям
на твердой поверхности топлива x = −h:

v′1x = v′1y = 0, p′1 = 0.

Рассмотрим область 2 (см. рисунок). Па-
раметры стационарного режима горения в га-
зовой фазе будем обозначать верхним индек-
сом 0. Соответственно в занятой газом обла-
сти 2 при стационарном режиме v02x = v2 =

ρ1v1/ρ2, v
0
2y = ax, a = const, давление p02(y)

представляется линейной функцией координа-
ты y.

Принятый вид скоростей v02x, v
0
2y справед-

лив вблизи зоны газификации. Движение тон-
кого слоя жидкости вдоль поверхности газифи-
кации не учитывается, поэтому на поверхности
жидкости (x = 0) v02y = 0.

Константа a связана с градиентом давле-

ния
∂p02
∂y

= const вдоль канала топливного за-

ряда. Для нахождения этой связи рассмотрим
уравнение Эйлера для стационарного горения

v02x
∂v02y
∂x

= − 1

ρ2

∂p02
∂y

.

Используя приведенные выше скорости, нахо-
дим

a = − 1

ρ2v2

∂p02
∂y

=
∂v02y
∂x

.

Обозначим возмущения скорости газа v′2x,
v′2y и давления p′2. Силы вязкого трения в га-
зе можно не учитывать. На динамику жидко-
сти в пленке газ не оказывает существенного
влияния [28], отношение силы трения в газе к
силе трения в жидкости имеют порядок вели-
чины μ2/(νρ1) ≈ 10−3, где μ2 — динамическая
вязкость газа. Поэтому в области 2 (x > 0) ис-
пользуем уравнения Эйлера
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∂v′2x
∂t

+ v2
∂v′2x
∂x

+ ax
∂v′2x
∂y

= − 1

ρ2

∂p′2
∂x

,

(8)
∂v′2y
∂t

+ v2
∂v′2y
∂x

+ av′2x + ax
∂v′2y
∂y

= − 1

ρ2

∂p′2
∂y

и уравнение неразрывности

∂v′2x
∂x

+
∂v′2y
∂y

= 0. (9)

Давление p′2 и скорости v′2x, v′2y ищем в виде

p′2 = ρ2A
∗
2(x)ψ,

(10)
v′2x = B∗

2(x)ψ, v′2y = C∗
2 (x)ψ.

Возмущения давления и скорости должны
затухать на бесконечности (x→ ∞):

p′2 → 0, v′2x → 0, v′2y → 0. (11)

Подставив их в уравнения (8), (9), получим

ΩB∗
2 + v2

dB∗
2

dx
+ axikB∗

2 = −dA
∗
2

dx
,

ΩC∗
2 + v2

dC∗
2

dx
+ aB∗

2 + axikC∗
2 = −ikA∗

2, (12)

C∗
2 =

i

k

dB∗
2

dx
.

Эти три уравнения сводятся к одному уравне-
нию для новой функции H:

v2
dH

dx
= −(Ω + ikax)H, H =

d2B∗
2

dx2
− k2B∗

2 .

Отсюда следует, что для нахождения B∗
2 необ-

ходимо найти решение уравнения

d2B∗
2

dx2
− k2B∗

2= const · exp
(
−Ωx

v2
− i

kax2

2v2

)
. (13)

Использование уравнения (13) приводит к
чрезмерно сложным математическим выраже-
ниям, и они трудно поддаются анализу. Если
канал топливного заряда ракетного двигателя
достаточно длинный, то в нем реализуется от-
носительно слабый градиент давления и тогда
kax2/v2 � 1. В этом случае можно использо-
вать разложение в ряд Тейлора правой части
уравнения (13):

d2B∗
2

dx2
−k2B∗

2 ≈ const · exp
(
−Ωx

v2

)(
1− i

kax2

2v2

)
.

После нахождения общего решения этого урав-
нения найденную функцию B∗

2(x) подставим во
вторую формулу из (10) для определения скоро-
сти v′2x. Отвечающее второму условию из (11)
решение имеет вид

v′2x = Bψ exp(−kx)+C(1+g(x)) exp

(
−Ωx

v2

)
ψ,

g(x) = ib− 4iΩ2

kav2
b2 − 2iΩb

v2
x− ika

2v2
x2, (14)

b =
akv2

Ω2 − k2v22
, B, C = const.

Используя третье уравнение из системы (12),
находим скорость v′2y:

v′2y = −iBψ exp(−kx)−

− C

(
iΩ

kv2
(1 + g(x)) − i

k

dg

dx

)
exp

(
− Ωx

v2

)
ψ. (15)

Для нахождения давления p′2 сначала об-
ратимся к третьему уравнению в системе (12).
При вычислении A∗

2 отбрасываем квадратич-
ные по a члены. После несложных расчетов по-
лучаем

dC∗
2

dx
= ikB exp(−kx) +

+
i

k

(
d2g

dx2
− 2Ω

v2

dg

dx
+

Ω2

v22
g +

Ω2

v22

)
C exp

(
−Ωx

v2

)
,

A∗
2 ≈

(
Ω

k
− v2

)
B exp(−kx) + ia

k
(1 + kx)×

×B exp(−kx) + ia

k

(
1 +

Ωx

v2

)
C exp

(
−Ωx

v2

)
−

− v2
k2

(
d2g

dx2
− Ω

v2

dg

dx

)
C exp

(
−Ωx

v2

)
.

Используя найденное представление для A∗
2(x)

в первом уравнении (10), находим давле-
ние p′2:

p′2 = Bρ2

(
Ω

k
− v2

)
ψ exp(−kx) +

+
ia

k
(1 + kx)ψBρ2 exp(−kx)−

− 2ikav22
Ω2 − k2v22

Cρ2ψ exp

(
− Ωx

v2

)
. (16)
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Сформулируем условия на границе раздела
жидкой и газовой фаз (x ≈ 0). Зависимость
скорости испарения от кривизны поверхности
жидкости и действие сил поверхностного на-
тяжения слабо влияют на условия возникнове-
ния и развития гидродинамической неустойчи-
вости [13]. Эти два фактора здесь во внимание
не принимаются. Условия из [13, 29, 30] необ-
ходимо изменить с учетом уравнения (3) для
возмущения скорости горения. Поэтому на гра-
нице x ≈ 0 должны выполняться условия:

v′1y + v1
∂ζ

∂y
= v′2y + v2

∂ζ

∂y
,

v′1x =
∂ζ

∂t
+ εp′2 + χ

∂p′2
∂t

,

v′2x =
∂ζ

∂t
+ n

(
εp′2 + χ

∂p′2
∂t

)
, (17)

p′1 − p′2 = 2νρ1
∂v′1x
∂x

+

+ 2ρ1v1(n− 1)

(
εp′2 + χ

∂p′2
∂t

)
.

Отношение толщины жидкой пленки h к
ширине зоны горения xb порядка 0.1÷ 0.01
[8, 13, 31]. Поэтому ниже принимаем h/xb � 1.
Использование этого неравенства и отбрасыва-
ние малых величин порядка h2 и выше позво-
ляют записать приближенные значения скоро-

стей v′1x, v′1y , производной
∂v′1x
∂x

и давления p′1
на границе раздела сред [13]:

v′1x|x=0 ≈ 0, v′1y |x=0 ≈ −i2h
νk

(Ω + kv1)ψA1,

∂v′1x
∂x

∣∣∣∣
x=0

≈ −2h

ν
(Ω + kv1)ψA1,

p′1|x=0 ≈ −2A1ρ1h(Ω + kv1)ψ.

Эти равенства, формула для деформации по-
верхности жидкой пленки (4), уравнения для
скоростей и давления из (14)–(16) используют-
ся в граничных условиях (17). В результате по-
лучаем алгебраические уравнения относитель-
но неизвестных A = 2h(Ω + kv1)A1, B, C, D:

− 1

νk
A+B +

Ω

kv2
C − kv1(n− 1)D −

− 1

k

(
g′0 −

Ω

v2
g0

)
C = 0,

ΩD + εχρ2

[(
Ω

k
− v2

)
B +

ia

k
B −

− 2iak

Ω2/v22 − k2
C

]
= 0,

(18)

B +C(1 + g0) = ΩD + εχnρ2

[(
Ω

k
− v2

)
B +

+
ia

k
B − 2iak

Ω2/v22 − k2
C

]
,

nA− [1 + 2εχρ1v1(n− 1)]

[(
Ω

k
− v2

)
B +

+
ia

k
B − 2iak

Ω2/v22 − k2
C

]
= 0,

где εχ = ε − χΩ; символами g0, g
′
0 обозначены

значения g(x) и
dg(x)

dx
в точке x = 0.

Для существования нетривиального реше-
ния системы (18) его определитель должен
быть равен нулю. Выполнение этого условия
дает дисперсионное уравнение относительно
безразмерной частоты ω = Ω/(kv1). Не приво-
дя детали вычисления определителя, предста-
вим лишь результат:[
1− Λχ

n− 1

n
(ω − n)− iΛχωa

n− 1

n

]
×

×
(
ω2

n
− δ2

)
− (1 + δ1)ω −

−
[
Λχ

n− 1

n
− Re

1 + 2Λχ(n− 1)

n
ω

]
×

× (ω − n+ iωa)(1 + δ1) = 0, (19)

ωa =
a

kv1
, Λχ = εχρ1v1,

δ1 = g0 + Λχ
n− 1

n

2iωan
2

ω2 − n2
,

g0 = ib

(
1− 4ω2

nωa
b

)
, b = ωa

n

ω2 − n2
,

δ2 =
ω

k

(
g′0 −

kv1
v2

ωg0

)
+
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+
2iωan

2

ω2 − n2

[
Λχ

n− 1

n
− Re

1 + 2Λχ(n− 1)

n
ω

]
.

После несложных преобразований в δ2 запи-
шем

ω

k

(
g′0 −

kv1
v2

ωg0

)
=
iω2

n

ω2 − 3n2

ω2 − n2
b.

ОЦЕНКА ТУРБУЛЕНТНЫХ
КОЭФФИЦИЕНТОВ ПЕРЕНОСА

Уравнение (19) получено в приближении
слабого градиента давления вдоль поверхности
газификации, он представлен в виде безразмер-
ной частоты ωa. Поэтому уравнение (19) имеет
смысл только для малых частот ωa и его можно
упростить. Для упрощения будем учитывать
неравенство n� 1, а также рассматривать от-
носительно высокие частоты ω ≈ ωmax ∼ 1/Λχ.
Тогда ω � n и можно принять следующие при-
ближенные представления:

b ≈ ωa
n

ω2
,
ω

k

(
g′0 −

Ω

v2
g0

)
≈ iωa,

g0 ≈ −3iωa
n

ω2
, δ1 ≈ g0 ≈ −3iωan

ω2
,

Λχ
n− 1

n
− Re

1 + 2Λχ(n− 1)

n
ω ≈

≈ Λχ − Re
ω

n
≈ −Re

ω

n
, δ2 ≈ iωa − Re

2iωan

ω
.

Уравнение (19) содержит относительно
малые величины порядка ωa � ω. С учетом
приведенных равенств дальнейшая оценка чле-
нов уравнения (19) показывает, что наиболее
существенен комплекс

−iΛχωa
n− 1

n

ω2

n
≈ −iΛχωa

ω2

n
.

Он образуется при раскрытии первых двух ско-
бок в начале уравнения (19). По сравнению с
ним все остальные члены с частотой ωa прене-
брежимо малы. Поэтому уравнение (19) можно
записать в виде

ω2−Re + 1

Λχ
ω+n− n

Λχ(ω − n)
iΛχωa

ω2

n
Re
ω

n
≈

≈ ω2 − Re + 1

Λ
ω + n− iωaRe

ω

(ω − n)

ω2

n
≈ 0.

Отсюда, полагая ω/(ω−n) ≈ 1, получаем упро-
щенное уравнение

ω2
(
1− i

ωaRe

n

)
− Re + 1

Λχ
ω + n ≈ 0, (20)

Λχ = Λ− kχρ1v
2
1ω.

В случае отсутствия обдува (ωa = 0) и инерци-
онности испарения (χ = 0) из (20) следует из-
вестное уравнение (1). Если в (20) χ = 0 (Λχ =
Λ) и ωa �= 0, то получим новую приближенную
оценку наибольшей частоты ωmax:

ωmax ≈ Re + 1

Λ

(
1 + i

ωaRe

n

)
.

Здесь комплексная часть указывает на обяза-
тельное колебательное движение газа и жид-
кости при наличии обдува поверхности топ-
лива продуктами горения. Критерием приме-
нимости этой формулы является неравенство
ωa � n/Re. Его можно записать в виде усло-
вия на градиент скорости обдувающего потока
и на градиент давления вдоль канала топлив-
ного заряда:

∂v02y
∂x

� nνk2, −∂p
0

∂y
� ρ2v2nνk

2.

В уравнении для максимальной частоты в
размерном виде

Ωmax ≈ Re + 1

Λ
kv1 + i

Re(Re + 1)

nΛ

∂v02y
∂x

(21)

присутствуют характерные времена t1 и t2:

t1 =
Λ

(Re + 1)kv1
, t2 =

nΛ

Re(Re + 1)

(
∂v02y
∂x

)−1

.

Если Λ > 0, то время t1 характеризует экс-
поненциальный рост возмущений в отсутствие
обдува. При наличии обдува возникает допол-
нительная характеристика t2, ее обратная ве-
личина определяет частоту колебаний возму-
щений. В общем случае амплитуда возмуще-
ний Ap растет по закону

Ap = A0 exp
t

t1
cos

(
t

t2
+ ϕ0

)
, A0, ϕ0 = const.
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Наиболее быстро растут мелкомасштабные
возмущения с большими волновыми числами,
но они меньше проявляют колебательные свой-
ства по сравнению с крупномасштабными воз-
мущениями.

Точное определение турбулентных коэф-
фициентов переноса — очень сложная задача,
к настоящему времени она не решена и суще-
ствуют только рекомендации частного харак-
тера. По всей видимости, когда возмущения не
слишком велики, коэффициенты переноса мо-
гут быть выражены через характерные вре-
мена, найденные в линейной теории устойчи-
вости пламени [32]. Транспортные характери-
стики турбулентности определяются наиболее
быстро растущими возмущениями.

В условиях без обдува (v02y = 0) возму-
щения растут экспоненциально без колебаний.
Можно ожидать, что вблизи поверхности топ-
лива появится ячеистая или другая структура
пламени. Горение вблизи поверхности газифи-
кации имеет много сходства с горением переме-
шанных газов над проницаемой пористой пла-
стиной, где наблюдается образование ячеистых
структур [16], которые могут быть статичны-
ми или находиться в непрерывном движении и
сопровождаться исчезновением старых и воз-
никновением новых ячеек [33–35].

Возникновение структурного пламени
можно рассматривать как промежуточный
этап при образовании «собственной» турбу-
лентности. Вместе с тем структурное пламя
частично сохраняет свойства начального
ламинарного пламени и частично обладает
свойствами турбулентного пламени. Поэто-
му структурное пламя можно приближенно
представлять одномерным фронтом горения и
характеризовать коэффициентами переноса,
как и турбулентное пламя.

Теоретический расчет скорости движения
ячеистого пламени [35] указывает на ее обрат-
ную пропорциональность характерному време-
ни роста возмущений t∗, найденному в тео-
рии гидродинамической неустойчивости пла-
мени Ландау— Дарье [29, 30] (время t∗ в рабо-
те [35] является линейной частью характерного
времени в теории Ландау — Дарье, разложен-
ного по малой величине коэффициента расши-
рения газа).

Отсюда можно заключить, что зависи-
мость скорости структурного и слабого турбу-
лентного пламен (а также коэффициентов пе-
реноса в них) от характерного времени роста

возмущений имеет надежное обоснование.
Для оценки коэффициентов переноса «соб-

ственной» турбулентности рассмотрим внача-
ле случай отсутствия обдува. При такой турбу-
лентности хаотичные пульсации скорости v′t2
порядка величины самой скорости v2 в газовой
фазе: v′t2 ≈ v2. В произвольной точке простран-
ства изменение скорости происходит за время
t1, при этом формируется масштаб турбулент-
ности l∗ ≈ t1v

′
t2 ≈ t1v2. Тогда (первый) ко-

эффициент турбулентной «вязкости» νt1 будет
порядка величины

νt1 ≈ l∗v′t1 ≈ t1v
2
2 =

Λ

(Re∗ + 1)k∗v1
v22 = l1v2,

(22)

l1 = Λn/(Re∗ + 1)k∗, Re∗ = v1/k∗ν,

где k∗ — эффективное волновое число.
При наличии обдува (v02y �= 0) происходит

качественное изменение «собственной» турбу-
лентности, появляется новое характерное вре-
мя t2 и возмущения растут с колебаниями. Ка-
чественно меняется также и пространственное
распределение возмущений. Это видно из урав-
нения (13), где правая часть в случае Ω = Ωmax
содержит быстро осциллирующую функцию

const · exp
(
− (Re + 1)v1kx

Λv2
−

− i
Re(Re + 1)

nΛv2

∂v02y
∂x

x− i
kax2

2v2

)
.

Тогда пространственно-временное поведение
возмущений становится сложным, на перво-
начальное движение с масштабом l∗ накла-
дываются дополнительные турбулентные дви-
жения с характерной скоростью v′t2 = l∗/t2.
Сильное изменение физической картины раз-
вития неустойчивости позволяет считать пара-
метр t2 дополнительной характеристикой «соб-
ственной» турбулентности, соответственно к
начальной турбулентной «вязкости» νt1 добав-
ляется вязкость

νt2 ∼ l∗v′t2 =
l2∗
t2

=
Re∗

Re∗ + 1

Λn

k2∗

∂v02y
∂x

= l22
∂v02y
∂x

,

(23)

l2 =

√
Re∗

Re∗ + 1

Λn

k2∗
.
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Уравнения (22) и (23) получены грубым при-
ближенным способом. Обоснованием их пра-
вильности на качественном уровне служит об-
ращение νt1 и νt2 в нуль при отсутствии горе-
ния (v1 = 0). «Вязкость» νt2 тоже равна нулю в
условиях без обдува (v02y = 0), т. е. предельные
условия выполняются и представления (22) и
(23) непротиворечивы.

КАЧЕСТВЕННЫЙ АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Определение коэффициента «вязкости» νt2
по уравнению (22) подобно определению турбу-
лентного коэффициента переноса в полуэмпи-
рической теории Прандтля [22, 36].

Есть принципиальное отличие уравнения
(20) от уравнения Прандтля

νP = l2P
∂v02y
∂x

,

где νP, lP — вязкость и путь смешения по
Прандтлю. По мере приближения к твердой по-
верхности путь смешения lP (следовательно, и
νP) становится очень малым [36–38] и на самой
поверхности (x = 0) обращается в нуль:

lP ≈ q
v∗
2ν2

x2, q = 4.23 · 10−3,

где ν2 — кинематическая вязкость газа, мас-
штаб скорости v∗ определен через касательное
напряжение на поверхности раздела сред τs: v∗
= (τs/ρ2)

1/2.
Отношение турбулентной вязкости

Прандтля к вязкости «собственной» турбу-
лентности равно

νP
νt2

=

(
lP
l2

)2

.

Проведем оценку отношения lP/l2. В усло-
виях камер сгорания ракетных двигателей при-
мем k∗ ≈ 2π/h ≈ 106 м−1, ν ≈ 10−6 м2/с,
ν2 ≈ 10−5 м2/с, v1 ≈ 10−2 м/с, v∗ ≈ 10 м/с,
n ≈ 103, nΛ ≈ 10−4 [13, 24, 31]. Отсюда нахо-
дим Re∗ ≈ 10−2 и l2 ≈ 10−9 м.

Для пути смешения Прандтля получаем
lP ≈ 2 · 103x2. На расстояниях x ≈ l2 он ра-
вен lP ≈ 2 · 10−11 м. Таким образом, lP/l2 ≈
2 · 10−2 � 1 и νP/νt2 � 1.

По мере удаления от поверхности газифи-
кации путь смешения Прандтля lP быстро рас-
тет. Равенство νP ≈ νt2 (или lP ≈ l2) достига-
ется на расстоянии x ≈ 10−5 м. Для многих

топлив ширина зоны горения в газовой фазе
составляет около 10−5 м [4, 31] и меньше при
большом давлении. Из приведенных числовых
оценок следует, что ведущая роль турбулент-
ной «вязкости» νt2 проявляется только на уда-
лении до десятка микрометров от поверхности
газификации. В остальной области преимуще-
ство имеет «вязкость» Прандтля от внешней
турбулентности, вызванной обдувающим пото-
ком.

Вязкость «собственной» турбулентности
νt1, оцененная с использованием приведенных
выше числовых значений k∗, Λ, v1, n и Re∗, ока-
залась очень низкой: νt1 ≈ 10−7 м2/с. Это обу-
словлено малостью параметра Λ ≈ 10−7 [13].
Но формы «вязкости» (22) и (23) имеют при-
ближенный характер, при более детальном ис-
следовании значения νt1 и νt2 могут оказаться
большими.

При очень быстрых процессах необходи-
мо учитывать инерционность испарения жид-
кости и протекания химической реакции в
зоне газификации. Они характеризуются сво-
ими временами релаксации и могут внести су-
щественный вклад в полученные выше резуль-
таты.

В пределе очень сильного влияния инер-
ционности газификации Λχ ≈ −kχρ1v21ω или
отсутствия частной зависимости скорости го-
рения от давления (ε = Λ = 0) из (20) для ча-
стоты получаем

ω2 =

= −
(
Re + 1

kχρ1v
2
1

+ n

)(
1 + i

ωaRe

n

)(
1 +

ω2aRe
2

n2

)−1

,

или в случае малых градиентов ωa � 1

ω ≈

≈ ±ωaRe
2n

√
Re + 1

kχρ1v
2
1

+ n+ i

√
Re + 1

kχρ1v
2
1

+ n. (24)

Одна из частот имеет положительную действи-
тельную часть. Таким образом, учет времени
релаксации газификации не приводит к гид-
родинамической устойчивости, в лучшем слу-
чае это может вызвать дополнительные коле-
бательные движения газа вблизи зоны газифи-
кации и возмущения не будут расти и затухать
во времени. Но любой слабый градиент давле-
ния вдоль поверхности газификации (ωa �= 0)
приводит к развитию неустойчивости.
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Выполним еще несколько численных оце-

нок. Производную
∂v02y
∂x

можно оценить по при-

веденной выше формуле

∂v02y
∂x

= − 1

ρ2v2

∂p02
∂y

.

Результаты [39] моделирования газодина-
мических процессов в ракетном двигателе дли-
ной 0.6 м показывают снижение давления вдоль
топливного заряда на 10÷ 30 % при среднем
давлении ≈5 · 106 Па. Поэтому можно получить
приближенное значение градиента давления:
∂p02
∂y

≈ −1.7 · 106 Па/м.
При плотности топлива ρ1 ≈ 1 600 кг/м3

и скорости горения v1 ≈ 10−2 м/с [39] имеем
ρ2v2 = ρ1v1 ≈ 16 кг/(м2 · с). Далее находим
∂v02y
∂x

= a ≈ 1.1 · 105 с−1. Тогда

ωa =
1

kv1

∂v02y
∂x

≈ 1

k∗v1
∂v02y
∂x

≈ 22.

Таким образом, использованные выше
предположения ωa � n/Re и ωa � ω оправ-
даны. На расстоянии x порядка толщины жид-
кого слоя h при скорости v2 ≈ 10 м/с комплекс
k∗ax2/v2 ≈ k∗ah2/v2 примерно равен 1.4 · 10−2.
Поэтому выполненное выше разложение в ряд
Тейлора экспоненты в уравнении (10) для B∗

2
не приводит к большим ошибкам, отбрасывае-
мые члены в экспоненте порядка (k∗ah2/v2)2 ≈
10−4.

Рассмотрим возможное поведение скоро-
сти горения при обдуве со скоростью v02y. На-
чальная температура горения топлива T0 =
const. Условие наблюдения отрицательного
эрозионного эффекта сформулировано в [9]: зо-
на химической реакции в газовой фазе долж-
на находиться внутри вязкого подслоя. Обдув
приводит в действие два конкурирующих про-
цесса [13]:
1) увеличиваются затраты на развитие «соб-
ственной» турбулентности, на что указывает
появление «вязкости» νt2;
2) одновременно увеличивается суммарный ко-
эффициент переноса (в данном случае темпера-
туропроводности) νt = νt1+νt2, и в результате
растет поток тепла к поверхности топлива из
газовой фазы.

Первый процесс способствует снижению
температуры в зоне газификации, второй— по-
вышению. Но рост потока тепла к поверхно-
сти топлива — лишь следствие увеличения νt
(происходит благодаря переходу части тепло-
вой энергии в зоне газификации в механиче-
скую энергию турбулентного движения). По-
этому снижение температуры в зоне газифи-
кации является более вероятным. В этом слу-
чае будет наблюдаться отрицательный эрози-
онный эффект — снижение скорости горения
при обдуве.

Теперь рассмотрим изменение T0 при по-
стоянной скорости v02y. Поскольку скорость го-
рения v1 = u содержится в определении па-
раметра Λ ∼ v21 = u2, вязкости νt1 ∼ v31 =

u3 и νt2 ∼ v21 = u2 зависят от начальной
температуры горения топлива T0. Зависимость
νt1(T0) сильнее, чем νt2(T0, v

0
2y), но обе вязко-

сти уменьшаются со снижением температуры
T0. Это приводит к снижению теплового по-
тока из газовой фазы к поверхности газифика-
ции, следовательно, снижается и скорость горе-
ния. (Но уточним: увеличивая скорость обдува
v02y, можно снова повысить турбулентную вяз-

кость νt2(T0, v
0
2y) так, чтобы получить преж-

нюю скорость горения.) Поскольку νt1 может
снижаться только до нуля, имеется такое зна-
чение T0, при котором «собственная» турбу-
лентность исчезнет. Этому способствуют два
фактора: 1) характерное время роста возмуще-
ний τ ∼ 1/Ωmax ∼ v1 = u уменьшается со
снижением начальной температуры T0 (резуль-
таты [13] и уравнение (21)); 2) уменьшение τ
повышает роль стабилизирующих механизмов,
на это указывает учет инерционности скорости
горения (уравнение (24)). После этого увеличе-
ние скорости обдува будет приводить только к
росту скорости горения, т. е. будет наблюдать-
ся только положительный эрозионный эффект.

Представленная картина влияния «соб-
ственной» турбулентности на тепловой поток
из газовой фазы и скорость горения в точности
соответствуют сценарию Гусаченко — Зарко
[8]. Приведенные рассуждения показывают, что
на основе полученных форм (22), (23) можно
моделировать эффект Вилюнова — Дворяши-
на.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наиболее простая форма для коэффициен-
та вязкости «собственной» турбулентности мо-
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жет быть представлена в виде

νt = c1l1v2 + c2l
2
2

∂v02y
∂x

,

где c1, c2 — постоянные числа. Оба слагаемых
в правой части равенства зависят от началь-
ной температуры горения твердого топлива.
На качественном уровне показана возможность
описания отрицательного эрозионного эффек-
та. Обнаруженная тенденция ослабления этого
эффекта со снижением начальной температу-
ры находится в согласии с экспериментальны-
ми наблюдениями [2].

В модели с двухфазной зоной газифика-
ции [40] «собственная» турбулентность генери-
руется хаотически разрушающимися пузырь-
ками газа на поверхности раздела фаз. Этот
процесс сопровождается локальным расходом
внутренней энергии газа на совершение рабо-
ты по движению газа. В результате на гра-
нице зоны газификации и газа появляется от-
рицательный поток тепла jpt = m′(Δv)2, где
m′ = ρ1v1 — массовая скорость горения, Δv —
характерная скорость возмущенного движения
газа, возникающего при разрушении пузырь-
ка. Вместе с тем в окрестности зоны газифи-
кации «собственная» турбулентность усилива-
ет транспортные процессы с коэффициентом
«диффузии» [8] Dt = tr(Δv)

2, где tr — харак-
терное время действия возмущения скорости
Δv. В уравнениях для jpt и Dt нет никаких па-
раметров, характеризующих пузырек. Поэто-
му они применимы и для «собственной» турбу-
лентности, возникающей в результате гидро-
динамической неустойчивости. Только теперь
tr, Δv — это характерное время и скорость
турбулентных гидродинамических пульсаций.
Если в определении Dt принять tr = t1 и

Δv = v2

√
c1 + c2

t1
t2
,

то получаются приведенные выше уравнения
для νt1, νt2 и νt.

В механизме Гусаченко — Зарко [8] об-
дувающий поток сглаживает температурные
неоднородности, возникающие вследствие теп-
ловой неустойчивости в зоне газификации. Это
уменьшает поток тепла из газовой фазы к по-
верхности газификации и приводит к сниже-
нию скорости горения. В настоящем исследо-
вании «собственная» турбулентность возника-
ет вследствие гидродинамической неустойчи-
вости [13]. По результатам настоящего иссле-
дования и предыдущего [40] снижение скорости

горения с увеличением скорости обдува воз-
можно только за счет действия отрицательно-
го потока jpt. Отсюда видно, что мир физиче-
ских явлений в зоне газификации может быть
намного разнообразнее, чем в представленной
в [8] физической картине. Только несовершен-
ство экспериментальной техники не позволяет
увидеть все богатство явлений и процессов.
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