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Приведен обзор работ, посвященных исследованию обобщенного закона Гука для
линейно-упругих анизотропных сред. В основе рассмотренных работ лежит подход
Кельвина, раскрывающий структуру обобщенного закона Гука, которая определяется
шестью собственными модулями упругости и шестью ортогональными собственными
состояниями.
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Многие естественные материалы, такие как горные породы, кристаллы и биологиче-
ские ткани, а также материалы, используемые в современных технологиях, в частности
композиты, характеризуются существенной анизотропией их свойств упругости. В боль-
шинстве случаев композитные материалы в целом, а также их составляющие являются
анизотропными материалами. Для создания композитных материалов с необходимыми в
инженерной практике свойствами упругости необходимо знать допустимые пределы из-
менения компонент тензора модулей упругости и тензора коэффициентов податливости

анизотропных материалов.
Основные уравнения линейной теории упругости [1–5] в декартовой прямоугольной

системе координат (x1, x2, x3) представляют собой уравнения движения

σij,j − ρ
∂2ui

∂t2
+ Fi = 0, i, j = 1, 2, 3, (1)

обобщенный закон Гука

σij = Eijklεkl, i, j, k, l = 1, 2, 3 (2)

и формулы Коши, выражающие деформации через смещения:

2εkl = ul,k + uk,l. (3)

В (1)–(3) σij = σji — компоненты симметричного тензора напряжений; εij = εji — компо-
ненты тензора деформаций; Eijkl — компоненты тензора четвертого ранга модулей упру-
гости; ui — компоненты вектора смещения; Fi — компоненты вектора объемных сил; ρ —
постоянная плотность материала; t — время. Запятая перед индексом означает дифферен-
цирование по пространственной координате с этим индексом, повторяющиеся буквенные
индексы— суммирование по их допустимым значениям. Соотношения (2) можно обратить:
εij = Sijklσkl (Sijkl — компоненты тензора четвертого ранга коэффициентов податливо-
сти).
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В линейной теории упругости удельная энергия деформации для анизотропных мате-
риалов представляется в виде [1, 2]

2Φ = Eijklεijεkl = Sijklσijσkl. (4)

Компоненты Eijkl обладают свойствами симметрии [2, 5]:

Eijkl = Ejikl = Eklij . (5)

Постоянные Sijkl также удовлетворяют условиям симметрии (5) и связаны с Eijkl соотно-
шениями

EijklSklrs = δijrs ≡ (δirδjs + δisδjr)/2, SijklEklrs = δijrs,

где δij = 1 при i = j, δij = 0 при i 6= j. Тензор δijrs является единичным в пространстве

симметричных тензоров вида (5).
Вопросы, связанные с представлением закона Гука (2) в специальных базисах и выяс-

нением пределов изменения постоянных Eijkl, совместимых с положительной определенно-
стью квадратичной формы (4), рассматривались в работах [1, 6–22]. Ниже квадратичная
форма (4) приводится к каноническому виду, который позволяет понять структуру тензо-
ра Eijkl.

Подставляя соотношения (2), (3) в (1), получаем уравнения движения в смещениях [2]

E∗
ijkluj,kl − ρ

∂2ui

∂t2
+ Fi = 0, (6)

где

E∗
ijkl = (Eiklj + Eilkj)/2. (7)

Свойства матрицы E∗
ijkl рассмотрены в [23, 24]. При решении конкретных задач к урав-

нениям (1)–(3) или (6) добавляются начальные и граничные условия. Из (1), (6) получаем
уравнения статики в виде

σij,j + Fi = 0, E∗
ijkluj,kl + Fi = 0.

Пусть ni, mi (i = 1, 2, 3) — два ортогональных единичных направления.Модуль Юнга
En в направлении ni определяется в виде

1/En = ninjSijklnknl. (8)

Коэффициент Пуассона νmn в направлении mi при растяжении в направлении ni равен

νmn/En = −mimjSijklnknl (9)

(слева по n суммирование не проводится). Модуль сдвига µnm между площадками с нор-
малями ni и mi равен

1/(4µnm) = nimjSijklnkml. (10)

Объемный модуль K представим в виде 1/K = Siikk. Энергия деформации (4) должна
быть положительно определенной квадратичной формой [1, 3, 25].

Классическая линейная теория упругости создана в XIX в. в работах О. Л. Коши,
Л. М. А. Навье, С. Д. Пуассона, Д. Грина, А. Ж. К. Барре де Сен-Венана и других ученых
(сведения по истории теории упругости содержатся в работах [3, 26–31]).

В 1660 г. Р. Гук открыл закон пропорциональности напряжений и деформаций в про-
стейшей форме. В [32] сказано, что закон упругости в форме σ = Eε первым сформулиро-
вал Л. Эйлер (постоянную E он обозначал по первой букве своей фамилии (Euler)).
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В 1821 г. Л. М. А. Навье начал построение теории упругости. В 1822 г. О. Л. Коши
ввел понятие напряженного состояния (в современном понимании) в точке, которое опре-
деляется шестью компонентами σij , вывел уравнения движения и равновесия. В настоящее
время уравнения Коши приняты для изотропных материалов. В 1828 г. О. Л. Коши полу-
чил закон Гука с 21 постоянной, однако при некоторых предположениях число постоянных
сводится к 15, для изотропного материала — к одной постоянной. Уравнения, аналогич-
ные уравнениям Навье и Коши, получены также С. Д. Пуассоном (1828 г.). В течение

длительного времени в работах по теории упругости (см., например, [3, 26]) велась дис-
куссия по поводу так называемых мультиконстантной и рариконстантной теорий, т. е. о
числе независимых констант в обобщенном законе Гука (21 или 15 констант для произволь-
ной анизотропии и соответственно две или одна постоянная для изотропного материала).
Экспериментальные данные, в частности опыты В. Фойгта по изучению упругих свойств
кристаллов, не подтвердили выполнения шести условий Коши [3] Eiklj − Eilkj = 0, т. е.
то, что число независимых модулей упругости составляет 15. Приближенно эти условия
выполняются для берилла и каменной соли. Лишь в начале ХХ в. после появления работ
М. Борна [3, 33] по теории кристаллических решеток было окончательно признано, что в
общем случае в законе Гука содержится 21 постоянная.

О. Л. Коши (1830 г.) и Д. Грин (1839 г.), изучая распространение плоских волн в
упругой среде, вывели уравнения, определяющие скорость распространения в зависимости
от направления нормали к фронту волны [3]. В общем случае волновая поверхность [25]
состоит из трех поверхностей, а в случае изотропной среды все три поверхности являются
сферами, две из которых совпадают [3].

Большое значение для создания основ теории упругости имели работы Д. Грина
(1837 г.). Д. Грин предполагал существование удельной потенциальной энергии, част-
ные производные по деформациям от которой определяют напряжения. Исходя из этого
Д. Грин вывел уравнения теории упругости с 21 постоянной (для случая изотропии —
с двумя постоянными).

В [3] О. Э. Х. Ляв пишет: “То обстоятельство, что сопротивления объемному сжатию
и сдвигу являются двумя основными видами упругого сопротивления изотропных тел,
впервые было отмечено Стоксом. . . ” Фактически это означает наличие двух собственных
состояний [34, 35] изотропных материалов. Различие между двумя видами упругого сопро-
тивления отмечено Ж. В. Понселе в 1839 г. [3]. Понятия собственных модулей и состояний
под другими названиями введены У. Томсоном (лордом Кельвином) [29, 34, 36] в середине
XIX в., однако полученные им результаты оказались надолго забытыми, и только в по-
следние десятилетия собственные модули и состояния были использованы рядом исследо-
вателей, среди которых Л. М. Минкевич [37–39], Я. К. Рыхлевский [34, 40], А. И. Чанышев
[41–43], Н. И. Остросаблин [35, 44–46] и др. (см. [47–52]).

Свойства упругости материалов определяются тензором четвертого ранга модулей

упругости Eijkl. В конце XIX — начале XX в. Ф. Э. Нейман и В. Фойгт, используя сим-
метрию кристаллов, описали их упругие свойства [3, 53]. В зависимости от симметрии
кристаллы подразделяются на семь сингоний [25, 54]: 1) триклинную; 2) моноклинную;
3) ромбическую; 4) тетрагональную; 5) тригональную; 6) гексагональную; 7) кубическую.
Эти результаты являются основой учебников по кристаллофизике и теории упругости

анизотропных материалов. В теории упругости различают следующие виды симметрии:
изотропию, трансверсальную изотропию, ортотропию (три плоскости симметрии), куби-
ческую симметрию.

В 20–30-е гг. XX в. П. В. Бехтеревым получены различные соотношения и неравен-
ства для модулей упругости, поставлена и изучалась задача определения наитеснейших
границ модулей упругости и коэффициентов податливости, при которых обеспечивается
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положительная определенность удельной энергии деформации [6–16]. Важность этой про-
блемы отмечали В. В. Новожилов [1, 17], К. Ф. Черных [17, 18]. Проблема наитеснейших
границ для характеристик упругости решалась в работах [55, 56].

П. В. Бехтеревым предложена классификация анизотропных материалов по степени
приближения их свойств к свойствам жидких или твердых тел: гигроморфные, ортоморф-
ные, плагиоморфные, склероморфные материалы. В зависимости от коэффициента Пуассо-
на ν П. В. Бехтерев делит область устойчивых состояний изотропных тел на две области:
0 < ν < 1/2 и −1 < ν < 0. Материалы, соответствующие первой области, он называет
хоростабильными, материалы, соответствующие второй области, — ахоростабильными.
В первом случае при одностороннем растяжении образца происходит его поперечное сжа-
тие, во втором — поперечное расширение. Коэффициент Пуассона ν = 1/2 соответствует
материалам типа идеальной жидкости, когда объемный модуль велик, а модуль сдвига
мал, коэффициент Пуассона ν = −1 — материалам типа идеального твердого тела, когда
модуль сдвига очень большой, а объемный модуль мал.

Следуя работам П. В. Бехтерева, введем шестимерное пространство векторов с обыч-
ным скалярным умножением:

σ = (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6), ε = (ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6),

σ1 = σ11, σ2 = σ22, σ3 = σ33, σ4 =
√

2 σ23, σ5 =
√

2 σ13, σ6 =
√

2 σ12,

ε1 = ε11, ε2 = ε22, ε3 = ε33, ε4 =
√

2 ε23, ε5 =
√

2 ε13, ε6 =
√

2 ε12.
(11)

Закон Гука (2) принимает вид

σi = Aijεj , εi = Bijσj , i, j = 1, 6. (12)

Симметричная матрица с компонентами Aij определяется в виде

[Aij ] =



E1111 E1122 E1133

√
2 E1123

√
2 E1113

√
2 E1112

E2211 E2222 E2233

√
2 E2223

√
2 E2213

√
2 E2212

E3311 E3322 E3333

√
2 E3323

√
2 E3313

√
2 E3312√

2 E2311

√
2 E2322

√
2 E2333 2E2323 2E2313 2E2312√

2 E1311

√
2 E1322

√
2 E1333 2E1323 2E1313 2E1312√

2 E1211

√
2 E1222

√
2 E1233 2E1223 2E1213 2E1212


.

Аналогично матрица Bij определяется через тензор Sijkl, при этом имеет место равенство
AijBjk = δik (i, j, k = 1, 6). Преимущество обозначений (11) показано в [25, 54].

Технические коэффициенты податливости Bij = νij/Ej = νji/Ei (по i, j суммирование
не проводится) применяли Я. И. Секерж-Зенькович [57], Н. Г. Ченцов [58], А. Л. Рабино-
вич [59]. В [59–61] описываются направляющие поверхности и направляющие кривые, диа-
граммы анизотропии, показывающие изменения модулей Юнга, коэффициентов Пуассона,
модулей сдвига в зависимости от направления, в котором эти величины вычисляются.

Из (5) следует, что независимых компонент Eijkl только 21. При ортогональном пре-
образовании системы координат

x̂j = αijxi, αijαik = δjk (13)

имеем

ε̂kl = αikαjlεij , Êpqrs = αipαjqEijklαkrαls.
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В обозначениях (11) последние соотношения можно записать в виде

ε̂i = lkiεk, Âij = lsiAsklkj .

Ортогональная матрица lij имеет вид [12]

[lij ] =



α2
11 α2

12 α2
13

√
2 α12α13

√
2 α11α13

√
2 α11α12

α2
21 α2

22 α2
23

√
2 α22α23

√
2 α21α23

√
2 α21α22

α2
31 α2

32 α2
33

√
2 α32α33

√
2 α31α33

√
2 α31α32√

2 α21α31

√
2 α22α32

√
2 α23α33 α22α33 + α23α32 α21α33 + α23α31 α21α32 + α22α31√

2 α11α31

√
2 α12α32

√
2 α13α33 α12α33 + α13α32 α11α33 + α13α31 α11α32 + α12α31√

2 α11α21

√
2 α12α22

√
2 α13α23 α12α23 + α13α22 α11α23 + α13α21 α11α22 + α12α21


.

За счет выбора трех свободных параметров αij , определяющих положение системы
координат (13), число независимых компонент Eijkl можно уменьшить с 21 до 18 [1, 62].
Для различных случаев симметрии в строении анизотропных материалов число незави-
симых постоянных Eijkl еще уменьшается [1–3, 25]. Подробный вывод и запись матрицы
модулей упругости Aij с минимальным числом независимых постоянных для всех кри-
сталлографических сингоний приведены в монографии Ф. И. Федорова [25]. Вопросы сим-
метрии тензора Eijkl относительно кристаллографических групп рассматриваются также

в [63–79].
В. В. Новожилов предложил свертку Eijkk = Kij и главные оси этого тензора назвал

главными осями анизотропии [1]. При всесторонней деформации (εkl = εδkl) напряжения
равны: σij = Eijklεδkl = Eijkkε = Kijε. К. Ф. Черных ввел специальный базис [18], кото-
рый несколько упрощает запись закона Гука. Этот базис оказался собственным только для
изотропного материала и материалов кубической сингонии и не является собственным ба-
зисом для материалов других сингоний [45]. В [17, 18, 20–22] дано тригонометрическое
представление постоянных упругости, обеспечивающее положительную определенность

энергии деформации.
Возможные формы функциональной связи двух симметричных тензоров второго ранга

исследовались в работах [80–87]. В [88–90] дано разложение девиатора на чистые сдвиги.
В работах [91–95] применительно к конкретным материалам исследовались частные

ограничения на константы упругости. Постоянные упругости для различных веществ и
кристаллов, а также библиография по этому вопросу приведены в работах [96–100].

Большое значение для понимания математической и механической структуры тензо-
ра Eijkl имеет представление о собственных модулях упругости и собственных состояниях

упругого материала. Для изотропного материала собственные модули и состояния извест-
ны со времен Д. Г. Стокса (см. изложенное выше и работу [3]). В последние десятилетия
собственные модули и состояния использовались в работах [34, 35, 37–52, 101–107].

Суть данного подхода состоит в следующем. Собственный модуль (собственное значе-
ние) Λ и собственный тензор (собственное состояние упругого материала) tij определяются
из линейной системы

Eijkltkl = Λtij , i, j, k, l = 1, 2, 3. (14)

Существуют шесть собственных модулей Λp (p = 1, 6 ), которым соответствуют шесть

собственных тензоров напряжений t
(p)
ij , удовлетворяющих условиям ортогональности

t
(p)
ij t

(q)
ij = δpq. Тензоры t

(p)
ij образуют индуцированный тензором Eijkl ортонормированный
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базис в пространстве симметричных тензоров второго ранга. Любые симметричные тензо-
ры второго ранга, в частности тензоры напряжений и деформаций, разлагаются по этому
базису:

σij = k
(σ)
1 t

(1)
ij + k

(σ)
2 t

(2)
ij + . . . + k

(σ)
6 t

(6)
ij , εij = k

(ε)
1 t

(1)
ij + k

(ε)
2 t

(2)
ij + . . . + k

(ε)
6 t

(6)
ij

(k
(σ)
p = σijt

(p)
ij , k

(ε)
p = εijt

(p)
ij , p = 1, 6 ).

Соотношения закона Гука (2) эквивалентны равенствам

k
(σ)
1 = Λ1k

(ε)
1 , k

(σ)
2 = Λ2k

(ε)
2 , k

(σ)
3 = Λ3k

(ε)
3 ,

k
(σ)
4 = Λ4k

(ε)
2 , k

(σ)
5 = Λ5k

(ε)
2 , k

(σ)
6 = Λ6k

(ε)
6 .

Квадратичная форма (4) приводится к диагональному виду

2Φ =
6∑

p=1

Λp(k
(ε)
p )2 =

6∑
p=1

(k
(σ)
p )2

Λp
,

условием ее положительной определенности является положительность всех Λp (p = 1, 6 ).
Тензор Eijkl можно представить в виде

Eijkl =
6∑

p=1

Λpt
(p)
ij t

(p)
kl . (15)

С учетом обозначений (11), (12) система (14) принимает вид

Aijtj = Λti, i, j = 1, 6. (16)

Линейная система (16) имеет ненулевое решение, если собственные модули Λ удовлетворя-
ют уравнению |Aij −Λδij | = 0. Раскрывая этот определитель, получаем уравнение шестой
степени относительно Λ:

Λ6 − I1Λ
5 + I2Λ

4 − I3Λ
3 + I4Λ

2 − I5Λ + I6 = 0, (17)

где коэффициенты Ik (k = 1, 6 ) — инварианты тензора модулей упругости Eijkl [46]. Если
соответствующие корням уравнения (17) ненулевые решения системы (16) ортонормиро-
ваны:

t
(p)
i t

(q)
i = δpq, i, p, q = 1, 6, (18)

то закон Гука (12) записывается в виде

σit
(1)
i = Λ1εjt

(1)
j , σit

(2)
i = Λ2εjt

(2)
j , σit

(3)
i = Λ3εjt

(3)
j ,

σit
(4)
i = Λ4εjt

(4)
j , σit

(5)
i = Λ5εjt

(5)
j , σit

(6)
i = Λ6εjt

(6)
j .

Модули упругости и коэффициенты податливости задаются шестью собственными

модулями Λk > 0 (k = 1, 6 ) и 15 параметрами t
(p)
i , остающимися свободными после вы-

полнения условий ортонормированности (18). Три параметра t
(p)
i определяются выбором

системы координат, остальные являются характеристиками анизотропного материала.
Я. К. Рыхлевский в работах [34, 40] ввел термин “собственное упругое состояние” и на

основе структурной формулы (15) для Eijkl предложил классификацию анизотропных ма-
териалов, получил явные формулы для объемного модуля, модулей Юнга, коэффициентов
Пуассона, модулей сдвига, выраженные через собственные модули и состояния. Позднее
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на эту тему появились публикации [35, 41–46, 107]; имеются и более ранние работы, как
отечественные [37–39, 103, 105, 106], так и зарубежные [101, 102, 104], в которых также
рассмотрены собственные модули и состояния для тензора модулей упругости Eijkl. За ру-
бежом продолжают появляться работы, в которых полученные результаты повторяются
(см., например, [47–52, 108]).

В работах [23, 24] введены собственные числа и собственные тензоры для тензора E∗
ijkl

(см. (7)), обладающего симметрией вида (5). Собственные числа и векторы найдены для
матриц коэффициентов E∗

ijkl материалов кристаллографических сингоний. В зависимости

от числа различных собственных чисел и их кратностей уравнения движения (6) разби-
ваются на 32 класса. В [35, 44–46] предложена классификация анизотропных материалов,
несколько отличающаяся от классификации Я. К. Рыхлевского. В работах [35, 44] соб-

ственные состояния t
(p)
i построены в общем виде в зависимости от 15 произвольных пара-

метров. Показано, что любые ортонормированные собственные состояния t
(p)
i получаются

ортогонализацией и нормированием произвольной треугольной матрицы.
Для материала, традиционно называемого изотропным, получаем

Λ1 = 3λ + 2µ, Λ2 = Λ3 = Λ4 = Λ5 = Λ6 = 2µ, Eijkl = λδijδkl + 2µδijkl,

где λ, µ — постоянные Ламе [2, 4], при этом собственные состояния имеют вид

t(1) = (1/
√

3, 1/
√

3, 1/
√

3, 0, 0, 0), t(2) = (1/
√

6, 1/
√

6, −2/
√

6, 0, 0, 0),

t(3) = (1/
√

2, −1/
√

2, 0, 0, 0, 0), t(4) = (0, 0, 0, 1, 0, 0), (19)

t(5) = (0, 0, 0, 0, 1, 0), t(6) = (0, 0, 0, 0, 0, 1).

Первое собственное состояние t(1) является шаровым тензором, остальные— девиаторами.
Анизотропные материалы (кристаллы) обычно классифицируют по свойствам сим-

метрии относительно ортогональных преобразований системы координат [2, 3, 25]. Анизо-
тропные материалы можно также классифицировать в зависимости от числа различных

собственных модулей Λp и их кратностей [34, 35, 40, 44, 46]. По числу различных соб-
ственных модулей Λp все анизотропные материалы делятся на группы (классы), которые
в свою очередь подразделяются на подклассы — в зависимости от кратности собственных

модулей. Таким образом получается 32 класса анизотропных материалов. Более деталь-
ная классификация анизотропных материалов должна проводиться в зависимости от вида

собственных тензоров t
(p)
i .

Во многих монографиях по теории упругости [3. C. 114; 109. C. 100; 110. C. 25] сказа-
но, что материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона в опытах не обнаружено.
В настоящее время созданы композитные материалы с отрицательным коэффициентом

Пуассона [111–120]. В работе [121] с целью доказать невозможность существования мате-
риалов с отрицательным коэффициентом Пуассона вводится некоторое искусственное раз-
деление напряженного и деформированного состояний на составляющие и необоснованно

критикуется традиционное для изотропных материалов разделение тензоров напряжений

и деформаций на шаровую и девиаторные составляющие.
В работе [45] найдены собственные модули упругости и состояния для материалов всех

кристаллографических сингоний (см. также [37]). По свойствам симметрии эти материалы
(кристаллы) подразделяются на семь сингоний и изотропную среду [25]. Для материалов

кубической сингонии собственные состояния t
(p)
i задаются также формулами (19). В случае

триклинной сингонии матрица Aij имеет общий вид. По свойствам симметрии материалы
триклинной сингонии не отличаются друг от друга, однако в зависимости от собственных



138 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2008. Т. 49, N-◦ 6

модулей и состояний могут быть качественно различными [34, 40, 44, 46]. В работе [18] ба-
зис (19) предлагается использовать для материалов всех сингоний (см. также [17, 20–22]).

Имеется ряд работ, в которых даны различные представления тензоров Eijkl или Sijkl,
отличные от представления через собственные упругие состояния [69, 122–137], исследу-
ются ограничения, обеспечивающие положительную определенность удельной энергии де-
формации [138, 139], изучаются тензор E∗

ijkl (см. (7)) [140–143] и инварианты тензора Eijkl

[62, 144–157].
В [55, 56] для констант упругости предложено представление

Aij = d1ci1cj1 + d2ci2cj2 + d3ci3cj3 + d4ci4cj4 + d5ci5cj5 + d6ci6cj6, (20)

где

cip = 0 (p > i), c11 = . . . = c66 = 1;

d1 > 0, d2 > 0, d3 > 0, d4 > 0, d5 > 0, d6 > 0. (21)

Условия (21) необходимы и достаточны для положительной определенности матриц Aij ,
Bij . Задавая шесть положительных чисел dk и 15 произвольных параметров cik (i > k),
по формулам (20) находим диапазоны величин Aij или Bij для всех анизотропных мате-
риалов, свойства которых описываются законом Гука (12).

Из соотношений (8)–(10) для модулей упругости и коэффициентов Пуассона в направ-
лении координатных осей имеем следующие выражения:

1/E1 = B11 = d1, 1/E2 = B22 = d1c
2
21 + d2, 1/E3 = B33 = d1c

2
31 + d2c

2
32 + d3,

−ν21 = c21, −ν31 = c31,

−ν12 =
d1c21

d1c2
21 + d2

, −ν32 =
d1c31c21 + d2c32

d1c2
21 + d2

,

−ν13 =
d1c31

d1c2
31 + d2c2

32 + d3
, −ν23 =

d1c31c21 + d2c32

d1c2
31 + d2c2

32 + d3
, (22)

1/(2µ23) = B44 = d1c
2
41 + d2c

2
42 + d3c

2
43 + d4,

1/(2µ13) = B55 = d1c
2
51 + d2c

2
52 + d3c

2
53 + d4c

2
54 + d5,

1/(2µ12) = B66 = d1c
2
61 + d2c

2
62 + d3c

2
63 + d4c

2
64 + d5c

2
65 + d6.

В (22) величины Bij представлены в форме (20). Придавая параметрам dk > 0, cik (i > k),
ni, mi в соотношениях (8)–(10), (22) произвольные значения, получаем допустимые преде-
лы изменения соответствующей константы упругости для любого анизотропного матери-
ала. В [56] рассмотрены допустимые пределы изменения констант упругости для матери-
алов всех кристаллографических сингоний. Границы изменения коэффициентов Пуассона
рассматривались в работах [95, 120, 121, 158–163].

В работе [164] исследована следующая задача об идентификации анизотропных ма-
териалов. В декартовой системе координат (x1, x2, x3) заданы компоненты тензора Eijkl,
обладающие свойствами симметрии (5); в этой системе координат заданы также компо-
ненты тензора четвертого ранга Zijkl, связанные условиями симметрии, аналогичными
равенствам (5); требуется определить, существует ли такая декартова система координат
(x̂1, x̂2, x̂3) (см. (13)), в которой выполняются равенства

Zijkl = Êijkl, i, j, k, l = 1, 2, 3.

Для решения этой задачи построены и реализованы вычислительные алгоритмы. Другой
подход к задаче идентификации основан на построении полной системы полиномиальных
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инвариантов относительно ортогональных преобразований координат [165]. Такая систе-
ма пока не построена [34, 166]. Исследованию этого вопроса посвящены работы [12, 126,
144–148, 150–153, 155–157]. Заметим, что знание инвариантов тензора модулей упругости
имеет значение в теории определяющих соотношений [146] и при рациональном проекти-
ровании слоистых композитных материалов [144].

В соответствии с неприводимыми линейными представлениями ортогональной группы

преобразований (13) [122, 133–137, 167–169] тензор Eijkl допускает разложение на посто-
янную, девиаторные и нонорную части:

Eijkl = λ∗δijδkl + µ∗(δikδjl + δilδjk) + (Mijδkl + Mklδij) +

+ (Pikδlj + Pljδik + Pilδjk + Pjkδil) + Nijkl, (23)

где

λ∗ = (2Eiikk − Eikki)/15, µ∗ = (3Eikki − Eiikk)/30,

Mij = [5(Eijkk − Esskkδij/3)− 4(Eikkj − Eskksδij/3)]/7,

Pij = [−2(Eijkk − Esskkδij/3) + 3(Eikkj − Eskksδij/3)]/7.

При этом выполняются равенства

Mii = Pii = 0, Nijkk = 0, i, j, k = 1, 2, 3.

Тензор Nijkl, называемый нонором, имеет девять независимых компонент и симметричен
по всем парам индексов. Каждый из девиаторов Mij и Pij имеет пять независимых ком-
понент. Независимыми являются также константы λ∗, µ∗. Для тензора Sijkl также имеет

место разложение вида (23). В [169] приведены все величины правой части (23) для всех
кристаллографических сингоний и другие варианты разложений вида (23). В [170] пред-
ложен тензор Eijkl вида

Eijkl = aδijδkl + b(δikδjl + δilδjk) + c(hijHkl + hklHij + hikHlj + hljHik + hilHjk + hjkHil),

где hij = piqj + qipj ; Hij = pipj − qiqj ; pi, qj — компоненты единичных ортогональных век-
торов; a, b, c — постоянные. Выражение в скобках при коэффициенте c является нонором.

Исследованию общих вопросов, связанных с анизотропией, посвящены работы [171,
172]. В работах [167, 168, 173, 174] с использованием линейных инвариантных неприводи-
мых разложений тензора модулей упругости приведены примеры упругих анизотропных

материалов, обладающих необычными свойствами. В работах [175–178] получены явные
формулы для анизотропных материалов, проводящих чисто продольные и поперечные вол-
ны при любом направлении волновой нормали. Существование подобных сред отмечено
в [167, 173, 174]. В [167, 177] приведены примеры анизотропных материалов, у которых
модуль Юнга 1/En = ninjSijklnknl в направлении ni не зависит от ni и, как и в случае
изотропного материала, одинаков для всех направлений (1/En = B11).

Понятие собственных упругих состояний нашло применение при построении уравне-
ний теории пластичности [41–43, 179–194], критериев текучести [103, 108, 195–202], при
изучении упругих тел с ограничениями [104, 203–206], в теории нелинейной анизотропной
упругости [207].

В работе [195] подробно исследованы разложения удельной энергии деформации 2Φ =
σijSijklσkl и квадратичные критерии предельного упругого состояния σijHijklσkl 6 2k2.
Данный подход развивается также в работах [197–200]. Критерии прочности и разрушения
анизотропных сред рассмотрены в [202, 208–210].

В работах [211–213] предпринята попытка использовать собственные упругие состо-
яния для изучения уравнений движения анизотропных упругих тел. В работах [159–161,
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214–219] исследуются пределы изменения констант упругости, экстремальные значения
модулей Юнга, сдвига, коэффициентов Пуассона.

В работах [111–118] изучаются нетрадиционные материалы с отрицательными коэф-
фициентами Пуассона. В ряде работ [95, 121, 158] сделаны попытки доказать, что коэффи-
циент Пуассона не может быть отрицательным. В работе [24] приведены матрицы модулей
упругости материалов с отрицательными коэффициентами Пуассона, при этом уравнения
движения для каждого смещения не зависят друг от друга. В [120] обобщены сведения о
материалах с отрицательными коэффициентами Пуассона, называемых ауксетиками.

В работах [220–240] используются понятия собственных модулей и состояний и ис-
следуются различные аспекты анизотропии в линейной теории упругости. В работе [241]
предложены модули упругости, учитывающие изменение площадей элементов при дефор-
мировании. Вопросы анизотропии свойств упругости в двумерном случае рассмотрены

в [242, 243]. Свойства и приложения тензоров четвертого ранга вида (5) рассмотрены так-
же в работах [244–247].

Авторы выражают благодарность Н. Ф. Морозову, по инициативе которого написана
данная работа.
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