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Введение

Конвективно-диффузионные процессы с преобладающей конвекцией, как известно,
моделируются на основе краевых задач для уравнений с малым параметром ε при стар-
ших производных. Решения таких задач имеют большие градиенты, что сказывается на
точности классических разностных схем. Для численного решения таких задач строятся
специальные разностные схемы, обладающие равномерной по параметру ε точностью.
Широко известны два подхода для построения ε-равномерно сходящихся разностных
схем: подгонка схемы к погранслойной составляющей [1] и применение классических
разностных схем на сетках, сгущающихся в пограничном слое [2, 3]. В большинстве слу-
чаев применяются схемы на сгущающихся сетках, поскольку, как показано в [4], для
многих важных классов уравнений в частных производных невозможно построение рав-
номерно сходящихся подгоночных схем. В последнее время наибольшее распространение
получили кусочно-равномерные сетки Шишкина [3]. Однако после получения сеточно-
го решения важной является задача построения гладкого восполнения для всех значе-
ний независимых аргументов с погрешностью, соответствующей погрешности разностной
схемы. Поэтому необходим соответствующий сходящийся также равномерно по малому
параметру и с тем же порядком точности аппроксимационный процесс.

Одним из наиболее распространенных подходов к решению таких задач является
сплайн-интерполяция. В частности, параболические сплайны широко применяются для
гладкой интерполяции функций. Такие сплайны исследованы в [5–8] и во многих других
работах. Однако, в соответствии с [9], применение полиномиальных интерполяционных
формул к функциям с большими градиентами в пограничном слое может приводить к су-
щественным погрешностям. В [10] показано, что погрешность кусочно-полиномиальной
интерполяции на сетке Шишкина [3] равномерна по возмущающему параметру ε. Одна-
ко такая интерполяция не является гладкой. В [11] для функций с большими градиен-
тами в пограничном слое построен неполиномиальный аналог гладкого параболического
сплайна. Построенный сплайн является точным на погранслойной составляющей, за-
дающей основной рост функции в пограничном слое, на равномерной сетке получена
оценка погрешности, равномерная по выделенной с точностью до множителя погранс-
лойной составляющей. Однако вид погранслойной составляющей не всегда известен, и в
этом случае наиболее естественной представляется классическая сплайн-интерполяция
на сетках, для которых получены разностные решения.

В данной работе исследуется параболическая сплайн-интерполяция по Субботи-
ну [6, 12] на равномерной сетке и на кусочно-равномерной сетке Шишкина [3] для функ-
ций с большими градиентами в пограничном слое. Получено, что сходимость интерпо-
ляционного процесса не является равномерной по малому параметру, поэтому необходи-
ма разработка специальных равномерно по параметру сходящихся аппроксимационных
процессов для данного класса задач. Такой аппроксимационный процесс предложен и
исследован в настоящей работе.

Основные обозначения. Пусть Ω = {xn, n = 0, 1, . . . , N} — сетка интервала [0, 1]. Обо-
значим через S(Ω, k, 1) пространство полиномиальных сплайнов степени k дефекта 1 [8]
на сетке Ω. В случае необходимости будем считать разбиение Ω продолженным левее
точки 0 с шагом h1 = x1 − x0 и правее точки 1 с шагом hN = xN − xN−1. Под C и Cj
будем подразумевать положительные постоянные, не зависящие от параметра ε и числа
узлов сетки. При этом один и тот же символ Cj может обозначать разные константы.
Будем писать f(ε,N) = O(g(ε,N)), если при всех достаточно больших натуральных N
и ε ∈ (0, 1] справедливо неравенство |f | ≤ C|g|. Будем писать f = O∗(g), если f = O(g)
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и g = O(f), т. е. символ O∗ означает, что f(ε,N) и g(ε,N) — величины одного порядка
при N → ∞, ε ∈ (0, 1]. Пусть C[a, b], L2[a, b] — пространства непрерывных и квадра-
тично суммируемых на [a, b] функций с нормами ‖ · ‖C[a,b] и ‖ · ‖L2[a,b] соответственно,
(·, ·) — скалярное произведение в L2[0, 1]. Пусть ‖A‖∞ = max1≤i≤n

∑n
j=1 |aij | обозначает

норму квадратной n×n матрицы, согласованной с максимум-нормой вектора. Будем го-
ворить, что квадратная матрица A = {akl} имеет диагональное преобладание по строкам
с показателем преобладания r > 0, если справедлива формула

min
k

(
|akk| −

∑
l 6=k
|akl|

)
= r.

1. Постановка задачи

Будем предполагать, что интерполируемая функция u(x) представима в виде

u(x) = q(x) + Φ(x), x ∈ [0, 1], (1.1)

где ∣∣q(j)(x)
∣∣ ≤ C1,

∣∣Φ(j)(x)
∣∣ ≤ C1

εj
e−x/ε, 0 ≤ j ≤ 3, (1.2)

где функции q(x) и Φ(x) в явном виде не заданы, ε ∈ (0, 1].
Согласно (1.2), регулярная составляющая q(x) имеет производные, ограниченные до

третьего порядка, а погранслойная составляющая Φ(x) имеет производные, не ограни-
ченные равномерно по параметру ε.

В соответствии с [3, 13, 14] представление (1.1) с ограничениями (1.2) имеет место
для решения сингулярно возмущенной краевой задачи:

εu′′(x) + a1(x)u′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B, (1.3)

где
a1(x) ≥ 1, a2(x) ≥ 0, ε > 0,

функции a1(x), a2(x), f(x) — достаточно гладкие. При малых значениях параметра ε
решение задачи (1.3) имеет большие градиенты в погранслойной области у границы x = 0
и представимо в виде (1.1), при этом параметр ε в (1.2) соответствует обозначениям
задачи (1.3).

Исследуем задачу параболической сплайн-интерполяции функций с большими гра-
диентами, имеющих представление (1.1).

2. Формулировка основных результатов

Пусть Ω — некоторая сетка интервала [0, 1] с узлами xn, n = 0, 1, . . . , N , x0 = 0,
xN = 1 и шагами hn = xn − xn−1, 1 ≤ n ≤ N .

Введем вспомогательную сетку

Ω̄ =
{
x̄n, −1 ≤ n ≤ N

}
, x̄n=

xn+xn+1

2
, 0 ≤ n ≤ N−1, x̄−1 =x0−

h1

2
, x̄N =xN+

hN
2
.
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Пусть g2(x, u) ∈ S(Ω̄, 2, 1) — интерполяционный параболический сплайн на сетке Ω̄,
определяемый из условий интерполяции:

g2(xn, u) = u(xn), 0 ≤ n ≤ N, g′2(0, u) = u′(0), g′2(1, u) = u′(1). (2.1)

Равномерную с шагом h = 1/N сетку на промежутке [0, 1] обозначим символом ∆.

Теорема 1. В случае равномерной сетки Ω = ∆ найдется такая постоянная C, что
при всех натуральных N и ε ∈ (0, 1] справедлива оценка

‖u(x)− g2(x, u)‖C[0,1] ≤ C(Nε)−3. (2.2)

Если в (1.1) Φ(x) = e−x/ε, то имеет место и оценка снизу

‖u(x)− g2(x, u)‖C[0,1] ≥ C1 min
{

(Nε)−1, (Nε)−3
}
. (2.3)

Следствие 1. Интерполяционный процесс (2.1) на последовательности равномерных
сеток ∆ является сходящимся при N → ∞ для каждого фиксированного ε ∈ (0, 1],
но эта сходимость не является равномерной по параметру ε. В соответствии с (2.3)
погрешность интерполяции неограниченно растет при заданном N и ε→ 0.

Эта и следующая теоремы будут доказаны в п. 4.
Из теоремы 1 следует необходимость анализа применимости адаптивных сеток при

интерполяции функций вида (1.1). Исследуем возможность применения сетки Шишки-
на [3]. В соответствии с [3] зададим на промежутке [0, 1] кусочно-равномерную сетку Ω
с узлами xn, n = 0, 1, . . . , N, и шагами:

hn = h =
σ

N/2
, n = 1, . . . ,

N

2
, hn = H =

1− σ
N/2

, n =
N

2
+ 1, . . . , N. (2.4)

В (2.4) зададим

σ = min

{
1

2
, 3 ε lnN

}
. (2.5)

Замечание 1. В дальнейшем будем считать, что N = 2N0 ≥ 6.

Итак, пусть функция u(x) задана в узлах сетки Ω, un = u(xn), n = 0, 1, . . . , N. Ис-
следуем погрешность интерполяции параболическим сплайном на сетке (2.4) с заданием
параметра σ согласно (2.5).

В соответствии с [7, с. 56] для интерполяционного параболического сплайна g2(x, u) ∈
S(Ω̄, 2, 1) справедлива следующая оценка погрешности:∣∣g2(x, u)− u(x)

∣∣ ≤ C∥∥u(3)
∥∥
C[0,1]

max
n

h3
n. (2.6)

Из (2.6) следует, что если производная u(3)(x) является ограниченной, то сплайн
g2(x, u) обладает третьим порядком точности по шагу сетки. Однако, в силу (1.2), про-
изводная u(3)(x) неограниченно растет у границы x = 0 с уменьшением ε.
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Заметим, что g2(x, u) = g2(x, q) + g2(x,Φ), а в силу условий (1.2) и (2.6):∥∥q(x)− g2(x, q)
∥∥
C[0,1]

≤ C2 max
n

h3
n ≤ C2N

−3.

Поэтому для построения сплайна, аппроксимирующего u(x) с порядком O
(
N−3 ln3N

)
равномерно по ε ∈ (0, 1], необходимо и достаточно обеспечить равномерную по ε ∈ (0, 1]
оценку ∥∥Φ(x)− g2(x,Φ)

∥∥
C[0,1]

≤ C2N
−3 ln3N. (2.7)

В случае когда в (2.5) σ = 1/2, оценка (2.7) имеет место в силу (2.6) и того, что в
этом случае maxn hn = 1/N ,

∥∥u(3)
∥∥
C[0,1]

≤ Cε−3 ≤ C ln3N .
Ниже будем предполагать, что σ < 1/2. Далее для краткости будем использовать

обозначение g2(x) = g2(x,Φ), g2(x) ∈ S(Ω̄, 2, 1).

Замечание 2. В настоящей работе будет приведен численный пример неравномерной
сходимости интерполяционного процесса (2.1) для семейства функций вида (1.1) при
ε ∈ (0, 1] на сетке Шишкина (2.4). Поэтому важной является задача построения аппрок-
симационного процесса, для которого сходимость будет равномерной по ε.

Модифицируем интерполяционный сплайн в случае сетки Шишкина (2.4). Положим
x̃N/2 = x̄N/2 = (xN/2+xN/2+1)/2, x̃n = xn, n ∈ [0, N/2−1]∪[N/2+1, N ]. Пусть gm2(x, u) —
интерполяционный параболический сплайн, определяемый из условий:

gm2(x̃n, u) = u(x̃n), n ∈ [0, N ], gm′2(0, u) = u′(0), gm′2(1, u) = u′(1). (2.8)

Единственным отличием gm2(x, u) от g2(x, u) является то, что узел интерполяции xN/2
заменяется узлом x̄N/2. Узлы самого сплайна при этом не меняются и совпадают с узлами
сетки Ω̄.

Теорема 2. При выполнении условия ε lnN ≤ 1/18 для сплайна gm2(x, u), интерполи-
рующего данные на сетке Шишкина (2.4), найдется постоянная C, для которой спра-
ведлива оценка погрешности∥∥u(x)− gm2(x, u)

∥∥
C[0,1]

≤ CN−3 ln3N. (2.9)

Следствие 2. Пусть

g(x, u) =

{
gm2(x, u), ε lnN ≤ 1/18,
g2(x, u), ε lnN > 1/18.

(2.10)

Тогда сплайн g(x, u) определяет аппроксимационный процесс, сходящийся при N → ∞
равномерно по параметру ε ∈ (0, 1] с порядком O

(
N−3 ln3N

)
.

Доказательство следствия 2. При ε lnN ≤ 1/18 утверждение следствия непосред-
ственно вытекает из теоремы 2. При ε lnN ≥ 1/6 в силу (2.4) и (2.5) будет σ = 1/2 и сетка
Шишкина станет равномерной. Поскольку в этом случае ε > C/ lnN , то утверждение
следствия вытекает из теоремы 1. Наконец, при ε lnN ∈ [1/18, 1/6] все шаги сетки Шиш-
кина будут величинами порядка O∗(1/N), а в силу (1.2)

∥∥u(3)
∥∥
C[0,1]

≤ Cε−3 ≤ C ln3N .
Поэтому требуемая оценка вытекает из (2.6).
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Замечание 3. Предполагается, что функция u(x) задана своими значениями в точ-
ках сетки Ω, а x̄N/2 /∈ Ω. Поэтому для получения оценок вида (2.7), (2.9) необходимо
найти значение u

(
x̄N/2

)
с погрешностью порядка O

(
ln3N/N3

)
. Как показано в [10], это

можно сделать с помощью многочлена Лагранжа невысокой степени по известным зна-
чениям в соседних с x̄N/2 узлах. Аналогичным образом на основе многочлена Лагранжа
можно найти значения hu′(0) и Hu′(1) с тем же порядком точности. Как вытекает из
вида системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), рассматриваемой в следу-
ющем пункте, этого достаточно для получения искомой оценки погрешности порядка
O
(
N−3 ln3N

)
.

Замечание 4. Для модифицированного сплайна gm2(x, u) узел сплайна x̄N/2 совпада-
ет с узлом интерполяции. Поэтому сплайн gm2(x, u) на отрезке [x̄N/2, 1] определяется
независимо от значений в узлах интерполяции из отрезка [0, xN/2], а затем происходит
гладкая склейка. Это следует также из того факта, что матрица СЛАУ для определения
параметров сплайна, рассматриваемая в следующем пункте, является блочной верхне-
треугольной.

3. Вспомогательные результаты

Рассмотрим модифицированный сплайн gm2(x, u) из (2.8). Обозначим через N̄n,l(x)
нормализованный B-сплайн степени l на сетке Ω̄ [8]. Для функций N̄n,l(x) справедливы
формулы [8, с. 31]:

N̄n,l(x) =
x− xn

xn+l − xn
N̄n,l−1(x) +

xn+l+1 − x
xn+l+1 − xn+1

N̄n+1,l−1(x), (3.1)

N̄ ′n,l(x) =
l

xn+l − xn
N̄n,l−1(x)− l

xn+l+1 − xl+1
N̄n+1,l−1(x). (3.2)

Далее для краткости обозначим gm2(x) = gm2(x, u). Представим gm2(x) в виде

gm2(x) =

N−1∑
n=−3

αnN̄n,2(x). (3.3)

Из условий интерполяции (2.8) получаем систему линейных алгебраических уравне-
ний для коэффициентов:

N−1∑
n=−3

αnN̄
′
n,2(0) = u′(0),

N−1∑
n=−3

αnN̄n,2(x̃k) = u(x̃k), 0 ≤ k ≤ N, (3.4)

N−1∑
n=−3

αnN̄
′
n,2(1) = u′(1).

Преобразуем СЛАУ (3.4) в соответствии с [15, 16]. Для этого вычислим значения
входящих в нее параболических сплайнов и их производных по формулам (3.1), (3.2)
и исключим из двух первых и двух последних уравнений неизвестные α−3 и αN−1. В
результате формулы для α−3 и αN−1 будут иметь вид:
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α−3 = α−1 − 2hu′(0), αN−1 = αN−3 + 2Hu′(1), (3.5)

а СЛАУ для остальных коэффициентов после умножения на 8 всех уравнений примет
вид

Aα = U, (3.6)

где A = {an,k}, −2 ≤ n, k ≤ N − 2, — матрица порядка (N + 1) × (N + 1), U =
(U−2, U−1, . . . , UN−2)> — (N+1)-вектор. При этом ненулевые элементы матрицы A имеют
следующий вид:

an,n = 6, an,n−1 = an,n+1 = 1, n ∈ [−1, N/2− 4] ∪ [N/2, N − 3], (3.7)

a−2,−1 = aN−2,N−3 = 2, a−2,−2 = aN−2,N−2 = 6, (3.8)

aN/2−3,N/2−4 = 1, aN/2−3,N/2−3 = 3 + 4
H + 2h

H + 3h
, aN/2−3,N/2−2 =

4h

H + 3h
, (3.9)

aN/2−1,N/2−2 =
4H

3H + h
, aN/2−1,N/2−1 = 3 +

8H + 4h

3H + h
, aN/2−1,N/2 = 1, (3.10)

aN/2−2,N/2−2 =
16H

3H + h
, aN/2−2,N/2−1 =

8H + 8h

3H + h
, (3.11)

а остальные элементы равны нулю.
Элементы вектора U имеют вид:

U−2 = 8u(0) + 2hu′(0),

Un = 8u(xn+2), −1 ≤ n ≤ N − 3, (3.12)

UN−2 = 8u(1)− 2Hu′(1).

Из (3.7)–(3.11) вытекает, что во всех строках, кроме строк с номерамиN/2−3,N/2−2,
N/2−1, матрица A имеет диагональное преобладание с показателем преобладания r = 4,
в строке с номером N/2 − 3 показатель преобладания r = 2 + 4

H + h

H + 3h
≥ 2, в строке с

номером N/2 − 2 показатель преобладания r = 8
H − h

3H + h
, а в строке с номером N/2 − 1

показатель преобладания r = 2 + 4
H + h

3H + h
≥ 2. Таким образом, при h/H ≤ 1/5 во всех

строках будет диагональное преобладание с показателями преобладания r ≥ 2. Значит,
при этом вся матрица будет иметь строгое диагональное преобладание по строкам с
показателем преобладания, не зависящим от H,h. Отсюда вытекает обратимость мат-
рицы A и равномерная ограниченность

∥∥A−1
∥∥
∞. Условие h/H ≤ 1/5 выполнено, если

ε lnN ≤ 1/18. Таким образом, доказана следующая лемма.

Лемма 1. При выполнении условия ε lnN ≤ 1/18 матрица A обратима и для некото-
рой постоянной C имеет место оценка

∥∥A−1
∥∥
∞ ≤ C.

Изучим аппроксимационные свойства пространства S(Ω̄, 2, 1).

Лемма 2. Пусть функция u(x) имеет вид (1.1) с оценками (1.2). Тогда найдется такая
функция gp2(x) ∈ S(Ω̄, 2, 1), что будут справедливы оценки:∥∥u(x)− gp2(x)

∥∥
C[0,1]

≤ CN−3 ln3N, (3.13)∥∥hn+1(u′(x)− gp′2(x))
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ CN−3 ln3N, n = −1, N − 1. (3.14)
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Доказательство. Будем считать функцию u(x) продолженной левее точки x = 0 и
правее точки x = 1 многочленами Тейлора второй степени с центрами в x = 0 и x = 1
соответственно. Обозначим через P2 множество всех многочленов второй степени. То-
гда, согласно [6, с. 137], существует такая функция gp2(x) ∈ S(Ω̄, 2, 1), что справедливы
оценки:∥∥u(x)− gp2(x)

∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C inf
g∈P2

∥∥u(x)− g(x)
∥∥
C[x̄n−1,x̄n+2]

, −1 ≤ n ≤ N − 1. (3.15)

Зафиксируем произвольный отрезок [x̄n, x̄n+1]. Обозначим через Pn(x) многочлен Тей-
лора степени 2 функции u(x) с центром разложения в точке x̄n+2. Имеем

u(x) = Pn(x) +
1

2!

∫ x

x̄n+2

(x− s)2u(3)(s) ds. (3.16)

Из (3.16), (1.2) для −1 ≤ n ≤ N/2− 3 получаем∥∥u(x)− Pn(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ Ch3
(
1 + ε−3e−x̄n/ε

)
≤ C1h

3
(
1 + ε−3

)
,

откуда с учетом того, что h = O∗(ε lnN/N), получаем

∥∥u(x)− Pn(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C2
ln3N

N3
, −1 ≤ n ≤ N/2− 3. (3.17)

Пусть N/2− 2 ≤ n ≤ N − 1, x ∈ [x̄n−1, x̄n+2]. Тогда∣∣∣∣ ∫ x

x̄n+2

(x− s)2u(3)(s) ds

∣∣∣∣ ≤ C ∫ x̄n+2

x
(s− x)2

(
1 + ε−3e−s/ε

)
ds

≤ CH3 + Ce−x/ε
∫ x̄n+2

x
(s− x)2ε−3e−(s−x)/ε ds

= CH3 + Ce−x/ε
1

ε

∫ x̄n+2

x

(s− x
ε

)2
e−(s−x)/ε ds

≤ CH3 + C1e
−x/ε ≤ CH3 + C1e

−(x̄n−1)/ε

≤ CH3 + C2e
−(x̄N/2)/ε ≤ C2

N3
≤ C3

ln3N

N3
. (3.18)

Из (3.17), (3.18) получаем, что

∥∥u(x)− Pn(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C4
ln3N

N3
, −1 ≤ n ≤ N − 1. (3.19)

Из (3.15), (3.19) получаем (3.13).
Докажем (3.14). Для этого заметим, что в силу (3.13), (3.15), (3.19):

∥∥gp2(x)− Pn(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C2
ln3N

N3
, −1 ≤ n ≤ N − 1. (3.20)

Но функция gp2(x)−Pn(x) на отрезке [x̄n, x̄n+1] есть многочлен второй степени. Поэтому
в силу эквивалентности норм в пространстве многочленов второй степени на фиксиро-
ванном отрезке будем иметь
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∥∥gp′2(x)− P ′n(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C

hn+1

∥∥gp2(x)− Pn(x)
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C3

hn+1

ln3N

N3
. (3.21)

Далее, дифференцируя равенство (3.16), получаем

u′(x) = P ′n(x) +

∫ x

x̄n+2

(x− s)u(3)(s) ds. (3.22)

Повторяя для (3.22) выкладки, проделанные с (3.16) при доказательстве (3.13), по-
лучаем ∥∥u′(x)− P ′n(x)

∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C3
ln2N

εN2
, −1 ≤ n ≤ N − 1. (3.23)

Из (3.21), (3.23) с учетом того, что h1 = h = O∗(ε lnN/N), получаем (3.14) для
n = −1. В случае n = N − 1 заметим, что в силу замечания 1 имеем

∥∥u(3)
∥∥
C[x̄N−2,x̄N+1]

≤
C(1+ε−3e−1/(3ε)) ≤ C1. Поэтому для этого отрезка из (3.21), (3.22) сразу получаем (3.14)
для n = N − 1.

Установим аналогичный результат в случае равномерной сетки ∆.

Лемма 3. Пусть функция u(x) имеет вид (1.1) с оценками (1.2). Тогда найдется такая
функция gp2(x) ∈ S(∆, 2, 1), что будут справедливы оценки:∥∥u(x)− gp2(x)

∥∥
C[0,1]

≤ C(εN)−3, (3.24)∥∥N−1(u′(x)− gp′2(x))
∥∥
C[x̄n,x̄n+1]

≤ C(εN)−3, n = −1, N − 1. (3.25)

Доказательство (3.24), (3.25) совершенно аналогично (3.16)–(3.23) с учетом различий
сеток ∆ и Ω.

4. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 2. Введем функцию err(x) = gm2(x)− gp2(x), где функция
gp2(x) определена в лемме 2. Представим ее в виде

err(x) =

N−1∑
n=−3

βnN̄n,2(x). (4.1)

Тогда по аналогии (3.4)–(3.6) для коэффициентов βn получим систему:

Aβ = ERR (4.2)
и

β−3 = β−1 − 2h · err′(0), βN−1 = βN−3 + 2H · err′(1), (4.3)

где
err′(0) = u′(0)− gp′2(0), err′(1) = u′(1)− gp′2(1), (4.4)

ERR = {ERRn}, ERRn = 8(u(xn+2)− gp2(xn+2)), −2 ≤ n ≤ N − 2, (4.5)

причем в силу леммы 2 и (4.4), (4.5) будут справедливы оценки:



140 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2017. Т. 20, №2

max
{
|h · err′(0)|, |H · err′(1)|

}
≤ C ln3N

N3
, max

−2≤n≤N−2
|ERRn| ≤ C

ln3N

N3
. (4.6)

Из леммы 1 и (4.3), (4.6) получаем, что

max
−3≤n≤N−1

|βn| ≤ C
ln3N

N3
,

откуда следует, что

∥∥gm2(x)− gp2(x)
∥∥
C[xn,xn+1]

≤ C1
ln3N

N3
, 0 ≤ n ≤ N − 1. (4.7)

Из (4.7) и леммы 2 получаем утверждение теоремы 2.

Доказательство теоремы 1. Оценки (2.2) доказываются по аналогии с обоснованием
(2.9) с применением леммы 3 вместо леммы 2.

Докажем оценку (2.3). Поскольку для составляющей q(x) в силу (2.6) погрешность
интерполяции порядка O(N−3), то достаточно показать, что при Φ(x) = e−x/ε:∥∥e−x/ε − g2(x,Φ)

∥∥
C[0,x̄0]

≥ C1 min
{

(Nε)−1, (Nε)−3
}
. (4.8)

Делая замену переменной x/ε = τ , получим, что (4.8) эквивалентно неравенству∥∥e−τ − g2(ετ,Φ)
∥∥
C[0,(2Nε)−1]

≥ C2 min
{

(Nε)−1, (Nε)−3
}
. (4.9)

Рассмотрим два случая: (2Nε)−1 ≥ C3 > 0 и (2Nε)−1 ≤ C3, где C3 — достаточно малая,
но не зависящая от N и ε, константа.

1. Пусть (2Nε)−1 ≥ C3 > 0. Тогда имеем∥∥e−τ − g2(ετ,Φ)
∥∥
C[0,(2Nε)−1]

≥ C
∥∥e−τ∥∥

C[0,(2Nε)−1]
,

поскольку погрешность аппроксимации экспоненты многочленом фиксированной степе-
ни на отрезке длины O∗(1) не может быть меньше величины порядка C-нормы экспонен-
ты на этом отрезке [17]. Учитываем, что для ограниченных по норме u, v из неравенств
‖u− v‖ ≥ C‖u‖, C‖u− v‖ ≥ C‖v‖ −C‖u‖ следует, что (1 +C)‖u− v‖ ≥ C‖v‖. На основе
этого получаем, что∥∥e−τ − g2(ετ,Φ)

∥∥
C[0,(2Nε)−1]

≥ C1

∥∥g2(ετ,Φ)
∥∥
C[0,(2Nε)−1]

. (4.10)

Наконец, в силу условия g′2(0,Φ) = Φ′(0) = −ε−1, будет

∥∥g2(ετ,Φ)
∥∥
C[0,(2Nε)−1]

=
∥∥g2(x,Φ)

∥∥
C[0,(2N)−1]

=
∥∥∥a1x

2 − 1

ε
x+ a3

∥∥∥
C[0,(2N)−1]

=
∥∥∥ a1

(2N)2
y2 − 1

2Nε
y + a3

∥∥∥
C[0,1]

≥ C3

εN
. (4.11)

Из (4.10), (4.11) следует (4.9) в первом случае.
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2. Пусть (2Nε)−1 ≤ C3. Тогда представим e−τ в виде:

e−τ = −τ
3

3!
+Q2(τ) +O

(
(Nε)−4

)
, (4.12)

где Q2(τ) — многочлен Тейлора второй степени функции e−τ с центром в нуле. Тогда
аналогично (4.11) получим, что

inf
P∈P2

∥∥∥− τ3

3!
+Q2(τ)− P (τ)

∥∥∥
C[0,(2Nε)−1]

≥ C3(Nε)−3. (4.13)

Из (4.12), (4.13) при достаточно малом C3 > 0 аналогично (4.10), (4.11) получаем
(4.9) в рассматриваемом случае.

5. Результаты численных экспериментов

Зададим функцию вида (1.1):

u(x) = cos
πx

2
+ e−x/ε, x ∈ [0, 1].

Результаты расчетов сведены в три таблицы. В таблицах приведены максимальные
погрешности сплайновой интерполяции, вычисленные в узлах сгущенной сетки, получа-
ющейся из исходной расчетной сетки разбиением каждого ее сеточного интервала на 10
равных частей. В табл. 1 приведены погрешности для параболического сплайна g2(x, u)
на равномерной сетке. Результаты вычислений согласуются с теоремой 1 и подтвержда-
ют, что погрешность интерполяции растет с уменьшением параметра ε при фиксирован-
ном значении N. При заданном ε точность повышается с увеличением N.

Таблица 1. Погрешность параболического сплайна g2(x, u) на равномерной сетке

HHHHε
N

24 25 26 27 28 29

1 2.82 · 10−7 1.76 · 10−8 1.16 · 10−9 1.02 · 10−10 4.30 · 10−12 2.68 · 10−13

10−1 3.43 · 10−4 2.33 · 10−5 1.51 · 10−6 9.58 · 10−8 6.03 · 10−9 4.11 · 10−10

10−2 0.43 8.38 · 10−2 9.72 · 10−3 8.00 · 10−4 5.59 · 10−5 3.65 · 10−6

10−3 9.88 4.58 1.93 0.66 0.15 2.03 · 10−2

10−4 1.05 · 102 5.23 · 101 2.58 · 101 1.25 · 101 5.90 2.59

10−5 1.06 · 103 5.30 · 102 2.64 · 102 1.32 · 102 6.56 · 101 3.24 · 101

10−6 1.06 · 104 5.30 · 103 2.65 · 103 1.33 · 103 6.62 · 102 3.30 · 102

10−7 1.06 · 105 5.30 · 104 2.65 · 104 1.33 · 104 6.63 · 103 3.30 · 103

10−8 1.06 · 106 5.30 · 105 2.65 · 105 1.33 · 105 6.63 · 104 3.31 · 104

В табл. 2 приведены погрешности для g2(x, u) на сетке Шишкина. Из таблицы вид-
но, что погрешность возрастает при уменьшении ε для фиксированного N . Результаты
табл. 3 для модифицированного сплайна gm2(x, u) демонстрируют равномерную по ε
сходимость, что соответствует теореме 2.

На рисунке приведены графики u(x) и g2(x, u), иллюстрирующие отклонение интер-
поляционного сплайна по Субботину от интерполируемой функции в случае кусочно-
равномерной сетки при фиксированном N и малом ε.
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Таблица 2. Погрешность сплайна g2(x, u) на кусочно-равномерной сетке с σ из (2.5)

HHHHε
N

24 25 26 27 28 29

1 9.38 · 10−6 1.18 · 10−6 1.47 · 10−7 1.84 · 10−8 2.31 · 10−9 2.89 · 10−10

10−1 1.44 · 10−3 2.50 · 10−4 3.64 · 10−5 4.90 · 10−6 6.35 · 10−7 8.09 · 10−8

10−2 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−3 7.05 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−4 7.32 · 10−2 4.08 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−5 7.35 · 10−1 4.11 · 10−2 2.36 · 10−3 1.39 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−6 7.35 4.11 · 10−1 2.37 · 10−2 1.40 · 10−3 8.46 · 10−5 5.18 · 10−6

10−7 73.5 4.11 2.37 · 10−1 1.40 · 10−2 8.46 · 10−4 5.19 · 10−5

10−8 735 41.1 2.37 1.40 · 10−1 8.46 · 10−3 5.19 · 10−4

Таблица 3. Погрешность модифицированного сплайна gm2(x, u) на кусочно-равномерной сет-
ке с σ из (2.5)

H
HHHε

N
24 25 26 27 28 29

1 9.38 · 10−6 1.18 · 10−6 1.47 · 10−7 1.84 · 10−8 2.31 · 10−9 2.89 · 10−10

10−1 1.44 · 10−3 2.50 · 10−4 3.64 · 10−5 4.90 · 10−6 6.35 · 10−7 8.09 · 10−8

10−2 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−3 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−4 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−5 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−6 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−7 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

10−8 4.37 · 10−3 1.58 · 10−3 4.49 · 10−4 1.04 · 10−4 2.15 · 10−5 4.03 · 10−6

Рис. Графики u(x) и g2(x, u) при ε = 10−7, N = 32 на сетке Шишкина
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