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Рассмотрена задача об опрессовке полости, окруженной пористой и проницаемой поро-
дой, введением некоторого количества газа. Получено интегральное уравнение, описы-
вающее релаксацию давления в полости, численные и аналитические решения которого
описывают зависимость времени релаксации давления в полости от коллекторских ха-
рактеристик окружающей пористой породы, а также от начального газосодержания и
от начального перепада давления в полости.
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Введение. Опрессовка является одним из общепринятых способов определения герме-
тичности гидравлических систем. При этом в качестве главной критической меры герме-
тичности систем обычно принимается выполнение некоторых допустимых норм (в зависи-
мости от конкретных технологических условий) для темпов снижения давления в системе,
определяемых интенсивностью утечек флюидов [1, 2]. Представляется, что этот способ
может быть использован также для более тонкого анализа состояния прискважинных зон

при гидродинамических испытаниях скважин. Темп релаксации давления в скважинах,
окруженных пористыми породами, после их опрессовки зависит от коллекторских харак-
теристик окружающей пористой породы. Отсюда по времени релаксации давления можно
судить, например, об эффективном коэффициенте проницаемости породы вокруг скважи-
ны. Кроме того, добавляя газовую фазу при опрессовке и увеличивая тем самым упру-
гоемкость среды в скважине, можно добиваться, чтобы характерное время релаксации

находилось в пределах, удобных с точки зрения технической реализации этого способа на
практике.

1. Основные уравнения. Пусть в исходном состоянии (t < 0) давление жидкости
во всем пористом пласте вокруг полости постоянно и равно p′0, а сама полость (трещи-
на, цилиндрическая или сферическая области) заполнена жидкостью. В момент времени
t = 0 давление в полости мгновенно увеличивается до значения p0, например, введением
некоторого количества газа. Далее за счет фильтрации жидкости в окружающее пористое
пространство давление в полости будет снижаться до значения p′0.

При описании этих процессов примем следующие допущения: внутри полости давле-
ние однородно, фазовые переходы и фильтрация газа через боковые поверхности полости
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отсутствуют, т. е. масса газа внутри полости остается постоянной в течение всего про-
цесса. Это предполагает, что при практическом использовании рассматриваемого метода
газовая фаза должна находиться в специальном контейнере, исключающем ее попадание
в окружающую полость пористую среду (введенный объем газа должен работать лишь
как пружина, вытесняя из полости жидкость). Для плоской одномерной задачи считается,
что стенки полости (трещины) плоскопараллельны и расстояние между ними много мень-
ше линейных размеров стенок. Фильтрация жидкости происходит только через переднюю
стенку, а остальные части поверхности полости непроницаемы. В случае радиальной за-
дачи будем полагать, что длина цилиндрической полости значительно больше ее радиуса
и торцы полости непроницаемы.

В рамках вышеизложенных допущений запишем уравнения сохранения массы жидко-
сти внутри полости, а также уравнение пьезопроводности и закон Дарси для фильтрации
жидкости [3] в виде

dρ

dt
= −n+ 1

a
ρlu

∣∣∣
r=a

; (1.1)

∂p′
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∂
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Здесь a — радиус полости; µl, ρ = ρl(1−αg) — вязкость и плотность жидкости; αg — объ-
емная доля газа в полости; κ = kρl0C

2
l /(mµl) — коэффициент пьезопроводности; m, k —

коэффициенты пористости и проницаемости; Cl — скорость звука в жидкости; p′, u′ —
давление и скорость фильтрации вокруг полости; u — скорость фильтрации жидкости че-
рез стенки полости; индексы n = 0, 1, 2 соответствуют плоской одномерной, радиальной и
сферической задачам. Сжимаемость жидкости, находящейся в полости и в пористой среде,
будем учитывать в акустическом приближении, а для поведения газа примем политропи-
ческий закон, тогда

p = p0 + C2
l (ρl − ρl0), αg = αg0(p0/p)

1/γ , (1.3)

где γ — показатель политропы; p0 — начальное давление в полости. Здесь и далее нижний
индекс 0 соответствует начальному значению величины.

Начальное и граничное условия для уравнения (1.2) запишем в виде

p′ = p′0 (t = 0, r > a), p′ = p(t), u′ = u (t > 0, r = a). (1.4)

В процессе опрессовки и в последующий период релаксации давления плотность жид-
кости меняется незначительно (ρl − ρl0 � ρl), поэтому в правой части уравнения (1.1)
этим изменением будем пренебрегать, полагая ρl = ρl0. Далее, интегрируя уравнение (1.1)
по времени от 0 до t, имеем

ρl(1− αg)− ρl0(1− αg0) = −n+ 1

a
ρl0

t∫
0

u
∣∣
r=a

dt. (1.5)

Подставляя в уравнение (1.5) величины ρl и αg из (1.3), получим зависимость давления
в полости от интенсивности фильтрации жидкости через ее стенки:
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В случае слабой опрессовки (∆p0 = p0 − p′0 � p0), выполняя линеаризацию, уравне-
ние (1.6) можно привести к виду

∆P − 1 =
(n+ 1)kγp′0

µla(αg0 + γσ(1− αg0))
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0
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2
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)
.

2. Плоская одномерная задача (n = 0, r = x). C использованием принципа Дю-
гамеля [4–7] для уравнения (1.2) с переменным граничным условием (1.4) может быть
получено следующее решение для распределения давления в пористом пласте вокруг по-
лости:

p′ − p′0 =

t∫
0

∂U(x, t− t′)
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(p(t′)− p′0) dt

′,
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2
√
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)
, Φ(ξ) = 1− 2√

π

ξ∫
0

exp (−λ2) dλ (x > a, t > 0).

(2.1)

Здесь функция U(x, t) является решением уравнения пьезопроводности (1.2) с постоянным
граничным и нулевым начальным условиями.

Используя решение (2.1) и закон Дарси, из уравнения (1.6) после несложных преобра-
зований получим следующее интегральное уравнение, описывающее релаксацию давления
в полости:
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В случае слабой опрессовки отсюда следует

1−∆P =

t∫
0

∆P (t′)√
π(t− t′)t̃

dt′, t̃ = β2ta, ta =
a2

κ
, β =

αg0 + γσ(1− αg0)

γmσ
. (2.3)

Здесь ta — характерное время, за которое возмущение давления в окрестности полости
распространяется по пористой среде на расстояние порядка полуширины полости a (ра-
диуса в радиальном и сферическом случаях).

Уравнение (2.3) имеет аналитическое решение. Действительно, применяя преобразо-
вание Лапласа, нетрудно получить изображение

∆P̂ =
1

q +
√
q/t̃

, ∆P̂ =

∞∫
0

exp (−qt)∆P (t) dt.

Данное изображение является табличным [8], и для решения интегрального уравне-
ния (2.3) можно записать

∆P = exp (τ)Φ(
√
τ ) (τ = t/t̃). (2.4)

Это решение совпадает с решением задачи об остывании идеального проводника тепла в

другой среде [9].
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Можно получить более простые зависимости для динамики релаксации давления в

начальной (τ � 1) и конечной (τ � 1) стадиях:

∆P = 1− 2√
π

√
τ + τ +O(τ), ∆P =

1√
πτ

(
1− 1

τ
+O

(1

τ

))
. (2.5)

Численный анализ показывает, что первая формула в (2.5) неплохо описывает релаксацию
давления в полости в начальный период вплоть до τ ≈ 10−1, а вторая — при τ > 10. Ис-
пользуя вторую формулу из (2.5), можно получить достаточно простую оценку для време-
ни полной релаксации давления в полости tr. Согласно полученным решениям релаксация
давления, вообще говоря, происходит за бесконечный промежуток времени (tr → ∞). По-
этому здесь и в дальнейшем за характерный период полной релаксации давления примем

время, за которое значение безразмерного перепада давления ∆P в полости уменьшается

до ∆P = 10−2. Тогда на основе (2.5) имеем следующее значение безразмерного времени
релаксации: τr ≈ 3200. По этому значению τr легко получить зависимость размерного
времени релаксации tr от параметров системы:

tr = τrβ
2ta = τr

mµla
2

kρl0C
2
l

[αg0 + γσ(1− αg0)

γmσ

]2
. (2.6)

Отметим, что согласно (2.6) во всех случаях время релаксации находится в обратно
пропорциональной зависимости от коэффициента проницаемости.

Приведем некоторые численные оценки для случая, когда в полости находится система
вода — воздух (ρl0 = 103 кг/м3, Cl = 1,5 ·103 м/c, γ ≈ 1÷1,4) при p′0 = 1 МПа. Безразмер-
ный параметр σ ≈ 0,4 ·10−3. Следовательно, при введении незначительного объема газа (в
данном случае при αg0 > 10−3) упругоемкость полости полностью определяется упругоем-
костью газовой фазы. При низких объемных содержаниях газа, удовлетворяющих условию
αg0 � σ, наличие газа никакого влияния на процесс релаксации давления в полости не
оказывает. В этом случае из (2.6) имеем

tr = τrµla
2/(mkρl0C

2
l ).

Для случая сильной опрессовки (∆p0 > p′0) были проведены расчеты на основе ин-
тегрального уравнения (2.2). Алгоритм расчета тестировался по аналитическому реше-
нию (2.4). На рис. 1 сплошными линиями представлены результаты численных расчетов,
иллюстрирующие процесс релаксации давления при различных начальных давлениях в

полости. Значения параметров полости, пористой среды, жидкости и газа следующие:
a = 10−2 м, m = 0,1, k = 10−12 м2, p′0 = 1 МПа, ρl0 = 103 кг/м3, Cl = 1,5 · 103 м/c,
µl = 0,001 Па · с, γ = 1,4. Если специально не оговорено, то и в последующих числен-
ных примерах для параметров системы полость — пористая среда будут использованы

эти же значения. Для начального объемного содержания газа во всех вариантах принято
значение αg0 = 10−1. Штриховые линии на рис. 1 соответствуют аналитическому реше-
нию (2.4). Видно, что в случае слабой опрессовки (∆p0 = 1 МПа, линии 1) аналитическое
решение (2.4) хорошо согласуется с численным решением (2.2). Однако с ростом ∆p0 рас-
согласование между этими решениями увеличивается. В частности, при ∆p0 = 9МПа, как
это следует из поведения линий 3, на завершающем этапе релаксации решение линеаризо-
ванного уравнения значительно завышает время релаксации. Здесь отметим, что в случае
опрессовки без введения газа (αg0 = 0) процесс релаксации при всех начальных перепа-
дах давления ∆p0 описывается аналитическим решением (2.4). Таким образом, опрессов-
ка с введением газа приводит к существенному увеличению времени релаксации за счет

как непосредственного роста упругоемкости полости при введении газа, так и нелиней-
ной зависимости средней плотности газожидкостной системы, находящейся в полости, от
давления.
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Рис. 1. Эволюция давления в полости с плоскопараллельными стенками:
cплошные линии — численное решение (2.2); штриховые — аналитическое реше-
ние (2.4); p0 = 2 (1), 5 (2) и 10 МПа (3)

Рис. 2. Зависимости времени релаксации от начального перепада давления для
полости с плоскопараллельными стенками при αg0 = 10−3 (линии 1) и 10−2 (2)

На рис. 2 представлены зависимости времени релаксации от начального перепада дав-
ления ∆p0 (∆p0 = p0− p′0) при различных начальных объемных содержаниях газа. Видно,
что чем больше αg0, тем зависимость времени релаксации tr от перепада давления ∆p0

имеет более выраженный характер. Здесь и в дальнейшем при построении сплошных ли-
ний время релаксации tr соответствует периоду, за который величина ∆P снижается до

значения 10−2, для штриховых линий принят “физический критерий”, согласно которо-
му независимо от начального перепада давления ∆p0 за время релаксации принимается

период, за который перепад ∆p снижается до значения ∆p∗ = 1 кПа. Таким образом,
как следует из рис. 2, по этим двум критериям меняется не только количественный, но
и качественный характер поведения зависимости времени релаксации от начального пе-
репада давления. Если для первого критерия эта зависимость монотонно убывающая, то
для второго критерия она возрастающая. Такое различие поведения связано с проявлением
нелинейного характера процесса релаксации с ростом начального перепада давления ∆p0.

3. Радиальная задача (n = 1). Для радиальной задачи решение уравнения (1.2) при
условиях (1.4) можно записать также аналогично выражениям (2.1). При этом функция U
имеет вид

U(r, t) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

exp (λt)K0(
√
λ/κ r)

K0(
√
λ/κ a)

dλ

λ
, (3.1)

где K0(w) — функция Макдональда нулевого порядка. Как известно [9], функцию (3.1), в
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свою очередь, можно привести к виду

U(r, t) = 1 +
2

π

∞∫
0

exp
(
− z2t

ta

) J0(zr/a)Y0(z)− J0(z)Y0(zr/a)

J2
0 (z) + Y 2

0 (z)

dz

z
,

где J0(v) и Y0(v) — функции Бесселя и Неймана нулевого порядка. Тогда уравнение, опи-
сывающее эволюцию давления в цилиндрической полости, будет иметь следующий вид:

αg0

((p0

p

)1/γ
− 1

)
− p− p0
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2
l

(
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(p0

p

)1/γ)
=

k

a2µl

t∫
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ϕ
(t− t′
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)
(p(t′)− p′0) dt

′,

ϕ(S) =
8

π2

∞∫
0

exp (−Sz2)

J2
0 (z) + Y 2

0 (z)

dz

z
.

(3.2)

В случае слабой опрессовки (∆p0 = p0 − p′0 � p0) из уравнения (3.2) имеем

1−∆P =
1

βta

t∫
0

ϕ
(t− t′

ta

)
∆P (t′) dt′. (3.3)

Применяя преобразование Лапласа к уравнению (3.3), получим

∆P =
1

π

∞∫
0

φ sin ξt− ψ cos ξt

ξ(φ2 + ψ2)
dξ,

где

φ = 1 +
8

π2β

∞∫
0

v dv

(ξ2t2a + v4)(J2
0 (v) + Y 2

0 (v))
, ψ =

8ξta
π2β

∞∫
0

dv

v(ξ2t2a + v4)(J2
0 (v) + Y 2

0 (v))
.

Решение этого уравнения связано с громоздкими вычислениями, но при этом принципи-
альных затруднений нет.

Ядро интегрального уравнения (3.2) при небольших значениях аргумента имеет сле-
дующее разложение [9]:

ϕ(S) =
2√
πS

+ 1− 1

2

√
S

π
+
S

4
+ . . . .

При больших значениях аргумента справедлива формула

ϕ(S) = 4/ ln (4S/Γ), Γ = exp (2C), C = 0,577 22 . . . ,

где C — постоянная Эйлера.
Согласно [10] в интервале времени 0 < t 6 10ta для ядра можно использовать следу-

ющее приближение:

ϕ(S) = 2/
√
πS + 1.

В этом случае интегральное уравнение (3.3) примет вид

1−∆P =
1

βta

t∫
0

(
1 +

2√
π(t− t′)/ta

)
∆P (t′) dt′. (3.4)
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Решение уравнения (3.4) может быть записано так:

∆P = Re {[β+ exp (β2
+τ)Φ(β+

√
τ)− β− exp (β2

−τ)Φ(β−
√
τ)]/(β+ − β−)},

β− = 1−
√

1− β, β+ = 1 +
√

1− β.
(3.5)

Решение (3.5) описывает динамику начальной стадии релаксации давления в полости.
Если время релаксации tr удовлетворяет условию tr 6 10ta, то в течение всего периода ре-
лаксации можно пользоваться этим решением. При этом для конечной стадии релаксации
τr ≈ 1/β или tr ≈ βta.

Таким образом, решением (3.5) можно пользоваться в течение всего периода релак-
сации при условии β 6 10. Из анализа формулы (2.3) для β следует, что условие β 6 10
достигается в случае опрессовки без введения газа. При αg0 = 0 имеем β = 1/m, поэтому
для пористой среды получим m > 10−1.

Для завершающей стадии релаксации давления можно построить несколько иное при-
ближенное аналитическое решение. Положим, что на этом этапе, начиная с некоторого
момента времени t∗ (t > t∗), текущий перепад давления в полости и расход жидкости
через стенки полости удовлетворяют выражению

u
∣∣
r=a

=
2(p− p′0)k

µla ln (4t/(Γta))
, (3.6)

следующему из известного автомодельного решения [11] при t� ta. Тогда, подставляя (3.6)
в (1.1) при n = 1, получим решение в виде следующей квадратуры для завершающей

стадии релаксации давления:

p∫
p∗

(1− αg)/C
2
l + ρlαg/(γp)

p− p′0
dp = −4kρl0

a2µl

t∫
t∗

dt′

ln (4t′/(Γta))
. (3.7)

Здесь p∗ — давление в полости в момент t = t∗; αg, ρl — функции давления из (1.3).
В случае слабой опрессовки из (3.7) имеем

∆p = ∆p∗ exp
(
− 4

βta

t∫
t∗

dt′

ln (4t′/(Γta))

)
, ∆p∗ = p∗ − p′0.

На рис. 3 показана динамика процесса релаксации давления в цилиндрической поло-
сти радиуса a = 10−1 м при αg0 = 10−1 и различных значениях начального давления.
Видно, что в случае цилиндрической полости решение линеаризованного уравнения (3.3)
занижает время релаксации по сравнению с численным решением общего нелинейного

уравнения (3.2), причем это различие увеличивается с ростом p0.
На рис. 4 представлена зависимость времени релаксации от начального перепада дав-

ления при различных начальных объемных газосодержаниях. Видно, что в случае цилин-
дрической полости время релаксации также сильно зависит от начального газосодержания.
В отличие от плоского случая эта зависимость монотонно возрастающая как для первого,
так и для второго критерия.

4. Сферическая задача (n = 2). Аналогично предыдущим двум случаям решение
для сферической полости можно записать также в виде (2.1), при этом

U(r, t) =
a

r
Φ

( r − a

2
√

κt

)
. (4.1)
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Рис. 3. Влияние начального давления в цилиндрической полости на динамику
релаксации давления:
сплошные линии — численное решение уравнения (3.2); штриховые — численное ре-
шение (3.3); p0 = 2 (1), 5 (2) и 10 МПа (3)

Рис. 4. Зависимости времени релаксации в цилиндрической полости от началь-
ного перепада давления при αg0 = 10−3 (линии 1), 10−2 (2) и 10−1 (3)

С учетом (4.1) получим следующее интегральное уравнение, описывающее релаксацию
давления внутри сферической полости:

αg0

((p0

p

)1/γ
−1

)
− p− p0

ρl0C
2
l

(
1−αg0

(p0

p

)1/γ)
=

3k

a2µl

t∫
0

(
1+

1√
π(t− t′)/ta

)
(p(t′)−p′0) dt′. (4.2)

В случае слабой опрессовки (∆p0 = p0 − p′0 � p0) имеем

1−∆P =
3

βta

t∫
0

(
1 +

1√
π(t− t′)/ta

)
∆P (t′) dt′. (4.3)

Пренебрегая единицей по сравнению со вторым слагаемым ядра интегрального урав-
нения (4.3), получим аналогичное с (2.3) уравнение, описывающее начальную стадию ре-
лаксации давления (t � ta). При этом значение коэффициента в правой части в данном
случае равно трем. Следовательно, в сферической полости интенсивность релаксации дав-
ления в начальной стадии будет выше, чем в двух предыдущих случаях.

Уравнение (4.3) имеет точное аналитическое решение, совпадающее по виду с (3.5),
при этом для безразмерных параметров имеем

β− = (3/2)(1−
√

1− 4β/3), β+ = (3/2)(1 +
√

1− 4β/3). (4.4)
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Рис. 5. Релаксация давления в сферической полости при p0 = 2 (линии 1), 5 (2)
и 10 МПа (3):
сплошные линии — численное решение (4.2); штриховые — аналитическое реше-
ние (3.5) c безразмерными параметрами (4.4)

На рис. 5 представлены кривые, иллюстрирующие динамику процесса релаксации
давления в сферической полости радиуса a = 1 м при начальном объемном содержании газа
αg0 = 10−1. Отметим, что приведенные данные качественно совпадают с результатами,
полученными для случая цилиндрической полости.

Заключение. Опрессовка полости введением некоторого количества газа увеличива-
ет ее упругоемкость, что, в свою очередь, приводит к росту характерного времени релакса-
ции давления. Причем с ростом начального перепада давления ∆p0 проявляется нелиней-
ный характер процесса релаксации. Поэтому при гидродинамических испытаниях откры-
тых скважин опрессовкой (например, с целью определения коэффициента проницаемости)
введение газа, а также изменение начального перепада давления ∆p0 дают возможность

управлять характерным временем релаксации давления.
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