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В приближении Стокса дано описание стационарного движения нагретой гидрозоль-
ной частицы сфероидальной формы в вязкой несжимаемой жидкости, внутри которой
действуют равномерно распределенные источники (стоки) тепла постоянной мощности.
Предполагалось, что средняя температура поверхности частицы может существенно от-
личаться от температуры окружающей ее жидкости. При решении гидродинамических
уравнений получено аналитическое выражение для гидродинамической силы, действу-
ющей на равномерно нагретую сфероидальную частицу, с учетом зависимости вязкости
от температуры, представленной в виде экспоненциально-степенного ряда.

1. Постановка задачи. Движение нагретых частиц в вязких жидких и газообраз-
ных средах рассматривалось в работах [1–5]. Под нагретой частицей понимается частица,
средняя температура поверхности которой значительно превышает температуру окружа-
ющей среды. Нагрев поверхности частицы может быть обусловлен протеканием объемной
химической реакции, процессом радиоактивного распада вещества частицы и т. д.

Нагретая поверхность сфероида оказывает значительное влияние на теплофизические

характеристики окружающей среды и тем самым может существенно повлиять на рас-
пределение полей скорости и давления в ее окрестности.

В настоящее время движение твердых сфероидальных частиц при малых относитель-
ных перепадах температуры в их окрестности исследовано достаточно подробно [6–8].

В данной работе в приближении Стокса получено аналитическое выражение для гид-
родинамической силы, действующей на нагретую сфероидальную частицу, c учетом за-
висимости вязкости от температуры, представленной в виде экспоненциально-степенного
ряда, при произвольных перепадах температуры между поверхностью частицы и обла-
стью вдали от нее.

Рассмотрим движение в вязкой несжимаемой жидкости твердой гидрозольной части-
цы в форме сплюснутого сфероида, внутри которого действуют равномерно распределен-
ные источники (стоки) тепла постоянной мощности. Числа Рейнольдса малы. Частица
движется вдоль оси симметрии под действием некоторой силы, например электромагнит-
ной. При переходе в систему координат, связанную с частицей, задача сводится к задаче
обтекания нагретого неподвижного сплюснутого (вытянутого) сфероида плоскопараллель-
ным потоком жидкости со скоростью U∞ (U∞ ‖ Oz).

Предполагается, что плотности, теплопроводности, теплоемкости жидкости и части-
цы постоянны, теплопроводность частицы больше теплопроводности окружающей жидко-
сти.
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Из всех параметров переноса жидкости только динамическая вязкость сильно зависит

от температуры [9]. Зависимость вязкости от температуры возьмем в виде

µl = µ∞
[
1 +

∞∑
n=1

Fn

( Tl

T∞
− 1

)n]
exp

(
− A

( Tl

T∞
− 1

))
, (1.1)

где A = const; µ∞ = µl(T∞); T∞ — температура жидкости вдали от частицы. Здесь и
далее индексы l и p соответствуют внешней жидкости и частице. При Fn = 0 формулу (1.1)
можно свести к соотношению Рейнольдса [9].

Известно, что вязкость жидкости уменьшается с ростом температуры по экспонен-
циальному закону [9]. Из анализа имеющихся в литературе полуэмпирических формул
следует, что выражение (1.1) наиболее точно описывает изменение вязкости в широком
диапазоне температур. Например, для воды в диапазоне температур 0 ÷ 90 ◦C значения

параметров в (1.1) следующие: A = 5,779, F1 = −2,318, F2 = 9,118 при T∞ = 273 K
(относительная погрешность не превышает 3 %).

Обтекание сфероида описывается в сферической системе координат (ε, η, ϕ) с началом
в центре гидрозольной частицы. Криволинейные координаты ε, η, ϕ связаны с декарто-
выми координатами следующими соотношениями [10]:

— в случае вытянутого сфероида (a0 < b0)

x = c sh ε sin η cos ϕ, y = c sh ε sin η sin ϕ, z = c ch ε cos η, c =
√

b2
0 − a2

0; (1.2)

— в случае сплюснутого сфероида (a0 > b0)

x = c ch ε sin η cos ϕ, y = c ch ε sin η sin ϕ, z = c sh ε cos η, c =
√

a2
0 − b2

0, (1.3)

где a0 и b0 — полуоси сфероида. В декартовой системе координат ось z совпадает с осью
симметрии сфероида.

При малых числах Рейнольдса и Пекле распределения скорости Ul, давления Pl и

температуры Tl описываются системой уравнений в условиях пониженной гравитации [10]

∇Pl = µl∆Ul + 2(∇µl∇)Ul + [∇µl × rot Ul], div Ul = 0; (1.4)

∆Tl = 0, ∆Tp = −qp/λp. (1.5)

Граничные условия для системы уравнений (1.4), (1.5) имеют вид

ε = ε0, Ul = 0, Tl = Tp, λl
∂Tl

∂ε
= λp

∂Tp

∂ε
; (1.6)

ε →∞, Ul → U∞eε cos η − U∞eη sin η, Tl → T∞, Pl → P∞; (1.7)

ε → 0, Tp 6= ∞. (1.8)

Здесь qp — постоянная мощность источников (стоков) тепла в единице объема частицы;
eε, eη — единичные векторы сферической системы координат; λ — теплопроводность;
U∞ = |U∞|.

Граничные условия (1.6) соответствуют условию прилипания для скорости, равенству
температур и непрерывности потоков тепла на поверхности частицы. Поверхности части-
цы соответствует координатная поверхность со значением ε = ε0. На большом расстоянии
от частицы (ε → ∞) справедливы граничные условия (1.7), а конечность физических ве-
личин, характеризующих частицу при ε → 0, учтена в (1.8).

Сила, действующая на частицу со стороны потока, определяется по формуле

Fz =

∫
S

(
− Pl cos η + σεε cos η − sh ε

ch ε
σεη sin η

)
dS, (1.9)
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где dS = c2 ch2 ε sin η dη dϕ — дифференциальный элемент поверхности; σεε, σεη — компо-
ненты тензора напряжений в сферической системе координат [11].

Исходя из граничного условия (1.7) выражения для нормальной (Uε) и касатель-
ной (Uη) компонент массовой скорости Ul будем искать в виде

Uε(ε, η) =
U∞

cHε ch ε
G(ε) cos η, Uη(ε, η) = −U∞

cHε
g(ε) sin η, (1.10)

где G(ε), g(ε) — произвольные функции нормальной координаты ε; Hε — коэффициент

Ламе в сферической системе координат [10].
2. Поле скорости и распределение температуры. Определение силы сопро-

тивления. Чтобы найти силу, действующую со стороны жидкости на твердую нагретую
сфероидальную частицу, необходимо знать распределения температуры, массовой скоро-
сти и давления в ее окрестности. Интегрируя уравнения (1.5) с соответствующими гра-
ничными условиями, получим

tl = 1 + (γ/c) arcctg λ; (2.1)

tp = B +
λl

λp

γ

c
arcctg λ +

λ∫
λ0

arcctg λ

c
f dλ− arcctg λ

c

λ∫
λ0

f dλ.

Здесь λ = sh ε; t = T/T∞; γ = ts − 1 — безразмерный параметр, характеризующий
нагрев поверхности частицы; ts = Ts/T∞; Ts — средняя температура поверхности на-
гретого сфероида, определяемая формулой Ts/T∞ = 1 + a0b0qp/(3λlT∞); B = 1 + (1 −

λl/λp)γ
√

1 + λ2
0 arcctg λ0; λ0 = sh ε0; f = − c2

2λpT∞

+1∫
−1

qp(λ
2 + x2) dx; x = cos η.

В силу (2.1) выражение (1.1) принимает вид

µl = µ∞
[
1 +

∞∑
n=1

Fn

(γ

c
arcctg λ

)n]
exp (−γ0 arcctg λ)

(
γ0 =

Aγ

c

)
.

Поскольку вязкость зависит только от радиальной координаты λ, с учетом (1.10) ре-
шение системы уравнений гидродинамики (1.4) находим методом разделения переменных.
В частности, для компонент массовой скорости Ul получены следующие выражения, удо-
влетворяющие граничным условиям на бесконечности (1.7):

Uε(ε, η) =
U∞
cHε

[c2 + A1G1 + A2G2] cos η, Uη(ε, η) = −U∞
cHε

[c2 + A1G3 + A2G4] sin η, (2.2)

где

G1 = − 1

λ3

∞∑
n=0

θ
(1)
n

(n + 3) λn
, G2 = −1

λ

∞∑
n=0

θ
(2)
n

(n + 1)λn
− β

λ3

∞∑
n=0

θ
(1)
n

(n + 3)λn

[
(n + 3) ln

λ0

λ
− 1

]
,

G3 = G1 +
1 + λ2

2λ
GI

1, G4 = G2 +
1 + λ2

2λ
GI

2,

θ
(1)
n = − 1

n(n + 5)

n∑
k=1

[(n + 4− k){(n + 1− k)α
(1)
k + α

(2)
k }+ α

(3)
k ]θ

(1)
n−k (n > 1),
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θ
(2)
n = − 1

(n− 2)(n + 3)

[ n∑
k=1

{(n + 2− k)[(n + 1− k)α
(1)
k + α

(2)
k ] + α

(3)
k }θ(2)

n−k +

+ β
n∑

k=0

[(2n− 2k + 3)α
(1)
k + α

(1)
k ]θ

(1)
n−k−2 − 6α

(4)
n

]
(n > 3),

Hε = c

√
ch2 ε− sin2 η,

θ
(2)
1 = −[2(α

(1)
1 + α

(2)
1 ) + α

(3)
1 + 6α

(4)
1 ]/4, θ

(2)
2 = 1, θ

(1)
0 = −1, θ

(2)
0 = −1,

β = −[{3(2α
(1)
1 + α

(2)
1 ) + α

(3)
1 }θ(2)

1 − 2(α
(1)
2 + α

(2)
2 )− α

(3)
2 − 6α

(4)
2 ]/5,

α
(1)
n = Cn + 12

n2∑
k=0

(−1)k
Cn−2k−2

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)
, α

(4)
n = ∆n, ∆0 = 1, ∆1 = γ,

α
(2)
n = (n− 2)Cn − γ0Cn−1 + 12

n2∑
k=0

(−1)k
(4k + 5)Cn−2k−2

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)
−

−3

n3∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 3)(2k + 5)
[(n−2k−2)Cn−2k−2−γ0Cn−2k−3+(n−2k−4)Cn−2k−4] (n > 1),

α
(3)
n = −2(n + 2)Cn + 2γ0Cn−1 − 2(n− 2)Cn−2 + 12

n2∑
k=0

(−1)k
Cn−2k−2

2k + 5
+

+6

n3∑
k=0

(−1)k
(k + 2)(4k + 5)

(2k + 3)(2k + 5)
[(n−2k−2)Cn−2k−2−γ0Cn−2k−3+(n−2k−4)Cn−2k−4] (n > 1),

∆n+2 =
1

n + 2
[γ0∆n+1 − n∆n] (n > 0),

Ck =
∑

l1+3l3+5l5+...+sls=k

l!

l1!l3!l5! · · · ls!
Flf

l1
1 f

l3
3 f

l5
5 · · · f ls

s , C0 = 1, s = k − 1 + (−1)k

2
,

l = l1 + l3 + l5 + . . . + ls, f2k−1 = (−1)k−1 γ

c(2k − 1)
(k > 1), nx =

[n + x

2

]
.

В частности, C1 = F1γ/c, C2 = F2γ
2/c2, C3 = F3γ

3/c3 − F1γ/(3c), C4 = F4γ
4/c4 −

2F2γ
2/(3c2). Через [k/2] обозначена целая часть числа k/2.
Постоянные интегрирования A1, A2 определяются из граничных условий на поверх-

ности сфероида

A1 = −c2 GI
2

G1GI
2 −G2GI

1

, A2 = c2 GI
1

G1GI
2 −G2GI

1

, (2.3)

где GI
1 = dG1/dλ и GI

2 = dG2/dλ — первые производные по λ от соответствующих функ-
ций.

Интегрируя выражения (1.9) по поверхности сфероида, с учетом (2.2) находим дей-
ствующую на сфероид силу, обусловленную вязкими напряжениями:

Fz = −4π
µ∞U∞

c
A2 exp

(
− Aγ

c
arcctg λ0

)
nz, (2.4)

где nz — единичный вектор в направлении оси z.
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Та бли ц а 1

a0/b0

K при температуре Ts

273 K 283 K 303 K 333 K 343 K 353 K 363 K

0,73 0,947 0,705 0,393 0,163 0,121 0,089 0,065
0,90 0,980 0,727 0,397 0,158 0,116 0,086 0,062

Таб ли ц а 2

a0/b0

K

Ts = 283 K Ts = 333 K

0,71 0,5822 0,1451
0,75 0,7076 0,1614
0,80 0,7137 0,1594
0,85 0,7201 0,1585
0,90 0,7266 0,1581
0,95 0,7332 0,1582
0,99 0,7386 0,1585

Выражение (2.4) вычислено при предположении о равномерном движении частицы,
что возможно только в том случае, если полная сила, действующая на частицу, равна
нулю. Поскольку сила (2.4) пропорциональна скорости и обращается в нуль вместе с ней,
для реализации случая равномерного движения нагретого сплюснутого сфероида следует

предположить наличие сторонней силы, уравновешивающей силу (2.4), например электро-
магнитной.

С учетом (2.3) выражение (2.4) можно представить в виде

Fz = 6πa0µ∞KU∞nz, (2.5)

где K = [2GI
1/(3

√
1 + λ2

0[G2G
I
1 − G1G

I
2])] exp (−(Aγ/c) arcctg λ0). В выражениях для G1,

G2, GI
1, GI

2 λ = λ0. Чтобы получить выражение для гидродинамического сопротивления
вытянутого сфероида, необходимо заменить в (2.5) λ на iλ и c на−ic (i — мнимая единица).

Формула (2.5) имеет общий характер и позволяет оценить гидродинамическую силу,
действующую на высокотеплопроводную сфероидальную частицу, внутри которой дей-
ствуют источники (стоки) тепла, с учетом произвольной зависимости вязкости от темпе-
ратуры.

Влияние формфактора частицы и температуры ее поверхности на силу сопротивления

определяется коэффициентом K. В качестве примера в табл. 1, 2 приведены результаты
численных расчетов коэффициента K в зависимости от средней температуры поверхности

сфероида и отношения полуосей для твердых частиц, взвешенных в воде при T∞ = 273 K
(A = 5,779, Fn = 0, n > 1). Из анализа численных результатов следует, что нагрев
поверхности сфероида существенно влияет на силу сопротивления.

При γ → 0 (малые перепады температуры в окрестности сфероида) G1 = 1/(3λ3),
GI

1 = −1/λ4, G2 = 1/λ, GI
2 = −1/λ2, a0 = b0 = R, K = 1, формула (2.5) переходит в

формулу Стокса для твердой сферической частицы радиуса R [11].
Рассмотрим движение равномерно нагретой сфероидальной частицы, средняя тем-

пература поверхности которой равна Ts. Решение этой задачи может быть получено из
приведенных выше результатов. В частности, если на сфероид падает поток электромаг-

нитного излучения с интенсивностью I0 и длиной волны λ̃0, то поглощаемая частицей
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энергия равна πR2I0Kn (R — наибольшая полуось сфероида, Kn — коэффициент погло-

щения) [12]. Предположим, что λ̃0 � R. Тогда поглощенная энергия распределяется по
поверхности частицы равномерно, т. е. ее можно считать равномерно нагретой. В этом
случае необходимо положить qp = 0 и в граничных условиях (1.6) считать Tl = Ts. Па-
раметр γ, характеризующий относительный перепад температуры между поверхностью
частицы и областью вдали от нее, имеет вид γ = c(ts − 1)/ arcctg λ0, где ts = Ts/T∞.

Таким образом, получено выражение, позволяющее оценивать силу сопротивления
сфероидальной частицы при произвольных перепадах температуры в ее окрестности с

учетом зависимости вязкости от температуры, представленной в виде экспоненциально-
степенного ряда.
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