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СТРОГО СОПРЯЖЕННЫЕ ТЕНЗОРЫ

НАПРЯЖЕНИЙ И ДЕФОРМАЦИЙ

С. Н. Коробейников

Институт гидродинамики им. М. А. Лаврентьева СО РАН, 630090 Новосибирск

В классе сопряженных по мощности тензоров напряжений и деформаций вводится под-
класс строго сопряженных тензоров, а именно тензоров, удовлетворяющих требованию
преобразования по одному и тому же закону при перемещении окрестности материаль-
ной частицы как жесткого целого. Показано преимущество использования строго сопря-
женных тензоров напряжений и деформаций при формулировке вариационных принци-
пов для тел из гиперупругого материала.

Введение. В настоящее время в механике сплошной среды используются различные
тензоры напряжений и деформаций. Первые попытки поставить в соответствие определен-
ному тензору деформаций некоторый тензор напряжений, используя мощность внутренних
сил, сделаны в [1]. Определения сопряженных по мощности тензоров напряжений и дефор-
маций приведены в [2–7]. В настоящей работе предлагается ввести подкласс сопряженных
по мощности тензоров напряжений и деформаций, удовлетворяющих требованию преоб-
разования по одному и тому же закону сопряженных тензоров напряжений и деформаций

при жестких движениях окрестности материальной частицы. Показано, что при несоблю-
дении такого ограничения некоторые известные функционалы для вариационных уравне-
ний нелинейной теории упругости не обладают свойством инвариантности по отношению

к жестким движениям входящих в подынтегральные выражения слагаемых.
1.Кинематика деформирования. ПустьX, x— векторы положения материальной

частицы деформируемого тела в отсчетной и текущей конфигурациях соответственно, u ≡
x−X — вектор перемещения этой частицы. Введем несимметричные тензоры градиентов
деформации F и перемещенияH, а также транспонированные к ним тензоры F̄ и H̄ [3, 5–8]:

F ≡ x∇, H ≡ u∇, F̄ ≡ ∇x, H̄ ≡ ∇u. (1.1)

Эти тензоры связаны между собой соотношениями

F = g +H, F̄ = g + H̄, F̄ = F т, H̄ = Hт. (1.2)

Здесь g — метрический (единичный) тензор; ∇ — оператор Гамильтона в метрике от-
счетной конфигурации тела; индекс т обозначает транспонирование. В декартовой систе-
ме отсчета с ортонормированными базисными векторами k1, k2, k3 оператор Гамильтона

определяется как ∇ ≡ ki∂/∂Xi, а тензоры F , F̄ , H и H̄ имеют следующие представления:

F = xi,jkikj , F̄ = xj,ikikj , H = ui,jkikj , H̄ = uj,ikikj ,

где (·),i ≡ ∂(·)/∂Xi; Xi, xi, ui (i = 1, 2, 3) — компоненты векторовX, x и u соответственно;
здесь и далее по повторяющимся индексам проводится суммирование.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 99-01-00525) и программы “Университеты России — фундаментальные исследования” (грант
N-◦ 1795).
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Несимметричные тензоры F , F̄ , H и H̄ характеризуют деформацию окрестности ма-
териальной частицы, включающую ее искажение и поворот. Рассмотрим симметричный
тензор деформаций Грина — Лагранжа, определяющий искажение окрестности матери-
альной частицы [5–8]:

E ≡ 1

2
(F̄ · F̄ т − g) =

1

2
(H̄ + H̄т + H̄ · H̄т) =

1

2
(F т · F − g) =

1

2
(H +Hт +Hт ·H). (1.3)

Здесь и далее точка между тензорами обозначает скалярное (внутреннее) произведение
тензоров.

2. Тензоры напряжений. Обозначим через s симметричный тензор истинных на-
пряжений Коши. Введем тензоры условных напряжений, которые выражаются через тен-
зор s и введенные выше кинематические тензоры [2–9]:

τ ≡ Js, S ≡ F−1 · τ · F̄−1, P ≡ τ · F̄−1, P̄ ≡ F−1 · τ = P т,

где J ≡ ρ/ρ̄ = detF ; ρ, ρ̄ — массовые плотности материала в отсчетной и текущей конфи-
гурациях; τ — симметричный тензор напряжений Кирхгофа; S — симметричный второй

тензор напряжений Пиола— Кирхгофа; P — несимметричный первый тензор напряжений

Пиола — Кирхгофа; P̄ — несимметричный тензор напряжений Лагранжа.
3. Сопряженные тензоры напряжений и деформаций. Мощность внутренних

сил единицы массы тела определяется в виде [1–7, 9]

w ≡ 1

ρ̄
s : d =

1

ρ
τ : d, (3.1)

где d ≡ (l + lт)/2 — симметричный тензор скорости деформаций; l = Ḟ · F−1 — тензор

градиента скорости [6, 10]; точка обозначает материальную производную; “ : ” — двойное

скалярное произведение произвольных тензоров второго ранга A и B: A : B ≡ tr (A · Bт);
trh — первый инвариант тензора второго ранга h.

oPREDELENIE 1. Назовем тензор напряжений A и тензор деформаций B SOPRQVEN-
NYMI PO MO]NOSTI, если выполняется равенство

A : Ḃ = τ : d.

Справедливы равенства [2–9]

τ : d = S : Ė = P̄ : ˙̄F = P : Ḟ = P̄ : ˙̄H = P : Ḣ, (3.2)

т. е. пары тензоров напряжений и деформаций

(S,E), (P̄ , F̄ ), (P, F ), (P̄ , H̄), (P,H) (3.3)

являются сопряженными. Можно также вводить другие пары сопряженных тензоров на-
пряжений и деформаций [1–7].

Рассмотрим два движения тела, определяемых законами x = x(X, t), x∗(X, t), где t —
монотонно возрастающий параметр деформирования. Если для некоторой материальной
частицы существует такая окрестность, в которой выполнено равенство

x∗(X, t) = Q(t) · x(X, t) + c(t),

то движение этой окрестности от x к x∗ (или наоборот) называется VESTKIM [5, 6, 8, 10].
Здесь Q(t) — собственно ортогональный тензор (Qт = Q−1, detQ = 1), соответствующий
повороту этой окрестности, а вектор c(t) — ее перемещению.

oPREDELENIE 2. Назовем тензоры напряжений и деформаций STROGO SOPRQVENNYMI,
если сопряженные по мощности тензоры напряжений и деформаций при жестких движе-
ниях окрестности материальной частицы преобразуются по одному и тому же закону.
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При жестких движениях окрестности материальной частицы введенные тензоры на-
пряжений и деформаций преобразуются по следующим формулам [5, 6, 8, 10, 11]:

E∗ = E, F̄ ∗ = F̄ ·Qт, F ∗ = Q · F, d∗ = Q · d ·Qт,
S∗ = S, P̄ ∗ = P̄ ·Qт, P ∗ = Q · P, τ∗ = Q · τ ·Qт.

(3.4)

Выведем законы преобразования тензоров H̄ и H при жестких движениях окрестности

материальной частицы. Из (1.2) и (3.4) получаем соотношения

F̄ ∗ = g∗ + H̄∗, F̄ ∗ = (g + H̄) ·Qт. (3.5)

Учитывая равенство g∗ = g, из (3.5) получаем

H̄∗ = Qт − g + H̄ ·Qт, H∗ = H̄∗т = Q− g +Q ·H. (3.6)

Из (3.4) и (3.6) следует, что из сопряженных пар тензоров в (3.3) строго сопряженными
являются (S,E), (P̄ , F̄ ), (P, F ).

4. Определяющие соотношения гиперупругого материала. В классификации
определяющих соотношений для конечных (больших) деформаций различают три типа
упругих материалов [9, 12]: гиперупругие, упругие и гипоупругие. При малых деформа-
циях тела из линейного упругого материала все три формулировки эквивалентны [9]. Сле-
дуя [9, 12], приведем определение гиперупругого материала.

oPREDELENIE 3. Материал тела называется GIPERUPRUGIM, если существуют есте-
ственная конфигурация тела (в которой напряжения и деформации равны нулю) и такая
аналитическая функция W (E), образуемая по отношению к естественной конфигурации,
что для всех точек тела справедливо равенство

Ẇ = w. (4.1)

Из законов термодинамики следует механический смысл функции W : эта функция явля-
ется POTENCIALXNOJ \NERGIEJ DEFORMACIJ единицы массы тела. Удобно ввести UDELXNU@
POTENCIALXNU@ \NERGI@ DEFORMACIJ W̄ (E) [9] (потенциальную энергию деформаций еди-
ницы объема тела в отсчетной конфигурации):

W̄ ≡ ρW. (4.2)

Из (4.1), (4.2), (3.1) и (3.2) следуют определяющие соотношения гиперупругого материала

S =
dW̄

dE
. (4.3)

Альтернативные формы записи определяющих соотношений гиперупругого материала

можно получить, используя другие сопряженные пары тензоров напряжений и деформа-
ций. Используя (1.3), получаем выражения удельной потенциальной энергии деформаций

Ē(F̄ ) ≡ W̄ [E(F̄ )], Ẽ(F ) ≡ W̄ [E(F )], Ê(H̄) ≡ W̄ [E(H̄)], Ě(H) ≡ W̄ [E(H)]. (4.4)

Из (4.1), (4.2), (3.1), (3.2) и (4.4) следуют представления определяющих соотношений ги-
перупругого материала [5, 7, 9, 12–15]

P̄ =
dĒ(F̄ )

dF̄
, P =

dẼ(F )

dF
, P̄ =

dÊ(H̄)

dH̄
, P =

dĚ(H)

dH
. (4.5)

5. Уравнения движения. Уравнения движения с граничными условиями записыва-
ются с помощью тензора напряжений P̄ [5, 6, 9, 12–15]:

∇ · P̄ + ρf = ρü в V, u = up на Su, N · P̄ = T p на ST (5.1)

или P [8]:

P · ∇+ ρf = ρü в V, u = up на Su, P ·N = T p на ST . (5.2)
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Здесь V — отсчетная конфигурация тела; Su, ST — части поверхности S (S = Su ∪ ST ),
ограничивающей область V , на которых заданы соответственно компоненты вектора пе-
ремещения u и вектора напряжений T ≡N · P̄ = P ·N ; N — единичный вектор внешней

нормали к поверхности S; ∇ · P̄ , P · ∇ — обозначения операций дивергенции тензоров P̄
и P соответственно (в декартовой системе отсчета ∇ · P̄ = P̄ji,jki, P · ∇ = Pij,jki); f —
вектор массовой силы; верхний индекс p обозначает заданную величину.

Уравнения движения с использованием тензора напряжений S получаются при под-
становке в систему (5.1) выражений

P̄ = S · F̄ = S · (g +∇u) (5.3)

или в систему (5.2) выражений

P = F · S = (g + u∇) · S.
6. Системы уравнений гиперупругости. Различные формы записи замкнутых

Пара Уравнения

S,E (5.1), (5.3), (4.3), (1.3), (1.1)
P̄ , F̄ (5.1), (4.5), (1.2), (1.1)
P, F (5.2), (4.5), (1.2), (1.1)
P̄ , H̄ (5.1), (4.5), (1.1)
P,H (5.2), (4.5), (1.1)

систем уравнений, описывающих деформирова-
ние тела из гиперупругого материала, получа-
ются при использовании соответствующей со-
пряженной пары тензоров напряжений и дефор-
маций. В таблице перечислены уравнения, со-
ставляющие эти замкнутые системы, для рас-
смотренных пар сопряженных тензоров.

7. Удельная дополнительная энергия. Предположим, что определяющие соотно-
шения (4.3), (4.5) можно обратить:

E = E(S), F̄ = F̄ (P̄ ), F = F (P ), H̄ = H̄(P̄ ), H = H(P ).

Тогда, воспользовавшись преобразованием Лежандра, можно ввести функции — UDELXNYE
DOPOLNITELXNYE \NERGII

W̄c = S : E − W̄ , Ēc = P̄ : F̄ − Ē, Ẽc = P : F − Ẽ, Êc = P̄ : H̄ − Ê, Ěc = P : H − Ě, (7.1)

так что обращенные определяющие соотношения можно записать в виде [5, 9, 14]

E =
dW̄c(S)

dS
, F̄ =

dĒc(P̄ )

dP̄
, F =

dẼc(P )

dP
, H̄ =

dÊc(P̄ )

dP̄
, H =

dĚc(P )

dP
. (7.2)

Из (7.1) следует

W̄ = S : E − W̄c, Ē = P̄ : F̄ − Ēc, Ẽ = P : F − Ẽc,
(7.3)

Ê = P̄ : H̄ − Êc, Ě = P : H − Ěc.
Используя (3.4), для жестких движений получаем

S∗ : E∗ = S : E, P̄ ∗ : F̄ ∗ = P̄ : F̄ , P ∗ : F ∗ = P : F.

Таким образом, для строго сопряженных пар тензоров напряжений и деформаций под-
черкнутые слагаемые в правых частях (7.3) являются инвариантными (не изменяющимися
при жестких движениях) величинами. Удельная потенциальная энергия деформаций в ле-
вых частях (7.3) — инвариантная величина. Следовательно, удельные дополнительные
энергии W̄c, Ēc, Ẽc — инвариантные величины. В общем случае первые члены в пра-
вых частях четвертой и пятой формул в (7.3) не являются инвариантными величинами,

поэтому удельные дополнительные энергии Êc и Ěc также неинвариантные величины.
8. Вариационные принципы нелинейной теории упругости. Проанализиру-

ем различные варианты записи функционалов двух известных вариационных принципов



С. Н. Коробейников 153

нелинейной теории упругости (для статических задач в предположении ü = 0) — прин-
ципа стационарности полной потенциальной энергии и принципа стационарности допол-
нительной энергии. Далее предполагается, что векторы внешних сил f и T p не зависят
от вектора перемещений u.

Для всех рассмотренных пар сопряженных тензоров функционал полной потенциаль-
ной энергии тела из гиперупругого материала в классе достаточно гладких полей пере-
мещений u, удовлетворяющих кинематическим граничным условиям в (5.1), (5.2), имеет
один и тот же вид

I(u) ≡
∫
V

[E(u)− ρf · u] dV −
∫
ST

T p · u dS.

Здесь E(u) ≡ W̄ [E(∇u)] = Ē[F̄ (∇u)] = Ẽ[F (u∇)] = Ê(∇u) = Ě(u∇).
Вариационное уравнение принципа стационарности полной потенциальной энергии

записывается в виде [5, 9, 14]
δI(u) = 0. (8.1)

Уравнениями Эйлера и естественными граничными условиями вариационного уравне-
ния (8.1) являются уравнения равновесия и статические граничные условия в (5.1)
или (5.2) с учетом зависимостей P̄ = P̄ (∇u) или P = P (u∇), которые получаются при вы-
полнении определяющих соотношений гиперупругого материала в (4.5) и кинематических
связей в (1.1), (1.2).

Вариационный принцип стационарности дополнительной энергии имеет смысл рас-
сматривать только для несимметричных сопряженных пар тензоров напряжений и де-
формаций [14]. Рассмотрим функционал (дополнительную энергию), предложенный в [16],
в классе достаточно гладких полей тензора напряжений Лагранжа P̄ , удовлетворяющих
уравнениям равновесия (ü = 0) и статическим граничным условиям в (5.1):

J̄(P̄ ) ≡
∫
V

Ēc(P̄ ) dV −
∫
Su

N · P̄ · x dS. (8.2)

Вариационное уравнение принципа дополнительной энергии записывается в виде [15, 16]

δJ̄(P̄ ) = 0. (8.3)

Уравнением Эйлера вариационного уравнения (8.3) является уравнение совместности, ко-
торое представляет собой второе уравнение в (7.2), где F̄ ≡ ∇x.

Если вместо варьируемых полей тензора напряжений Лагранжа P̄ использовать соот-
ветствующие поля первого тензора напряжений Пиола — Кирхгофа P , удовлетворяющие
уравнениям равновесия и статическим граничным условиям в (5.2), то функционал (8.2)
нужно заменить функционалом

J̃(P ) ≡
∫
V

Ẽc(P ) dV −
∫
Su

x · P ·N dS. (8.4)

Уравнением Эйлера вариационного уравнения δJ̃(P ) = 0 является третье уравнение

в (7.2), где F ≡ x∇.
Рассмотрим функционал [14]

Ĵ(P̄ ) ≡
∫
V

Êc(P̄ ) dV −
∫
Su

N · P̄ · u dS. (8.5)

Уравнением Эйлера вариационного уравнения δĴ(P̄ ) = 0 является четвертое уравнение
в (7.2), где H̄ ≡ ∇u.
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Для вариационного уравнения δJ̌(P ) = 0 с функционалом

J̌(P ) ≡
∫
V

Ěc(P ) dV −
∫
Su

u · P ·N dS (8.6)

уравнением Эйлера является пятое уравнение в (7.2), где H ≡ u∇.
Отметим, что в функционалах (8.2), (8.4) подынтегральные выражения в объемном

интеграле являются инвариантными величинами, а в (8.5), (8.6) — неинвариантными.
Заключение. В работе введено понятие строго сопряженных тензоров напряжений

и деформаций, использование которых не приводит к неинвариантным выражениям для
дополнительной энергии. Сопряженная пара тензоров (P̄ , H̄), не входящая в класс строго
сопряженных, используется в некоторых исследованиях (см., например, [9, 13–15]). Предпо-
чтительным при рассмотрении гиперупругих материалов является использование строго

сопряженных пар (P̄ , F̄ ) [5, 6, 12, 16] или (P, F ) [8, 11].
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