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Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ ñìåøàííûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ äëÿ êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, îïèñûâàþùåãî ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå ïîëÿ ñ ãàðìîíè÷åñêîé âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Ïðåäëàãàþòñÿ
áåçäèâåðãåíòíûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîíå÷íî-îáúåìíûå àïïðîêñèìàöèè íà
òåòðàýäðàëüíûõ ñåòêàõ. Âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà è ñáîðêà ãëî-
áàëüíîé ìàòðèöû îñíîâàíû íà ïîýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèÿõ. Äëÿ èòåðàöèîííî-
ãî ðåøåíèÿ ïîëó÷àåìîé âåùåñòâåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ íåñèììåòðè÷íîé ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé âûñîêîãî ïîðÿäêà îïè-
ñûâàåòñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñåðèè ìîäåëüíûõ çàäà÷ íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê, äåìîíñòðèðóþùèå âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè
ñåòî÷íûõ ðåøåíèé, à òàêæå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðî-
öåññîâ.

Ââåäåíèå. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè ìåòîäîâ SCR (ìåòîä ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê) è LTCR (ìåòîä ñîïðÿ-
æåííûõ íåâÿçîê, ïðåäîáóñëîâëåííûé ëåâîé òðàíñôîðìàöèåé Ãàóññà) äëÿ
òåñòîâûõ çàäà÷, à òàêæå ïðîâåðêà êâàäðàòè÷íîñòè óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè
ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé ïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåðíîìó øàãó ñåòêè h.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. ×èñëåííîå ðåøåíèå ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò âðå-
ìåíè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòóàëüíóþ ïðîáëåìó äëÿ ìíîãèõ ýëåêòðîôèçè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèé [1–3], à òàêæå çàäà÷è èíäóêöèîííîãî êàðîòàæà [4] â ãåî-
ýëåêòðè÷åñêîé ðàçâåäêå è âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ âûñî-
êî÷àñòîòíûõ óñòðîéñòâ ñàìîãî ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
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ãäå i – ìíèìàÿ åäèíèöà;� – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ âî âðåìåíè;
E è H – àìïëèòóäû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé; J è
� � ïëîòíîñòè ñòîðîííåãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è îáúåìíîãî çàðÿäà; � 0 è 	0 ,
� r è 	r – äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà è ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî;� e è � m � ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðî-

âîäèìîñòè.
Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) íàõîäèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
 ñ

ãðàíèöåé S S S� �0 1 , ãäå íà S 0 ñòàâèòñÿ óñëîâèå èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé
ýëåêòðè÷åñêîé ñòåíêè

n E� �0, (2)

à íà S1 – óñëîâèå «âîëíîâîãî âõîäà»

� � � �n n E E[ ] 0 (3)

(çäåñü n – âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå, à E0 – ðàñïðåäåëåíèå âíåøíåãî
ïîëÿ èçëó÷åíèÿ).

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü 
 ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé 
k ,
k �1 2, , ... , ñ ïîñòîÿííûìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, à íà êàæäîé âíóòðåí-
íåé ãðàíèöå � èõ ðàçäåëà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ

n E E n E E
 � � � � � �( ) , � ; ( ) ;� � � ��e e e i1
1

2
2 1 20 0

(4)

n H H n H H
 � � � � � �( ) , � ; ( ) ,� � � �	m m m i1
1

2
2 1 20 0

ãäå n – âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå �, à èíäåêñû 1, 2 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ñòîðî-
íàì åå ïîâåðõíîñòè.

Ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðè � �� �m 0 ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè-

âîäÿòñÿ ê âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ

�� �� � � ��( ) � ,	 �r rk ik Z1
0
2

0 0E E J (5)

â êîòîðîì ïîëàãàåòñÿ

k Z r0 0 0 0 0 0 0� � �� � 	 	 � � � �; ; � � . (6)

Ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïîñâÿùåíî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð,
[5–8] è áèáëèîãðàôèþ â íèõ). Êàê ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè òðåõìåðíûõ ïðàê-
òè÷åñêèõ çàäà÷ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñòðîèòñÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà 
 h, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç íàáîðà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ El â ôîðìå ïàðàëëåëåïèïåäîâ èëè òåòðà-
ýäðîâ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âíåøíèå è âíóòðåííèå ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè
ñîñòàâëÿëèñü èç ãðàíåé El , ãðàíè÷íûå ðåáðà – èç ðåáåð ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ
El , à ãðàíè÷íûå âåðøèíû ÿâëÿëèñü óçëàìè ñåòêè.

Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ ó÷åòîì âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êðàåâûõ
óñëîâèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ îáúåìîâ èëè ýëåìåí-
òîâ. Ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ïîäõîäå áîëüøîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè àëãî-
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ðèòìû íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ âåêòîðíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé, îáåñïå÷èâà-
þùèå íóëåâóþ äèâåðãåíöèþ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ âíóòðè
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåíèå áåçäèâåðãåíòíûõ
àïïðîêñèìàöèé èìååò âàæíîå çíà÷åíèå. Åñëè ñåòî÷íûé àíàëîã âûðàæåíèÿ
divE íå ðàâåí íóëþ, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ëîæíûõ ðåøåíèé, íå ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó.

Áåçäèâåðãåíòíàÿ êîíå÷íî-îáúåìíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Äàëåå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü îòñóòñòâèå ñòîðîííèõ òîêîâ( )J �0 è óðàâíåíèå (4) â ïîäîáëàñ-
òÿõ ñ ïîñòîÿííûìè ìàòåðèàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåì ê âåêòîðíîìó îä-
íîðîäíîìó óðàâíåíèþ Ãåëüìãîëüöà

� � � � ��E E� � 	 �0 0
2, � ,r rk (7)

êîòîðîå ïðè óñëîâèè divE �0 âûâîäèòñÿ äëÿ ãëàäêîãî E íà îñíîâå îïåðàòîð-
íîãî ðàâåíñòâà rotrot graddiv� � �� .

Íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ðàçäåëà ðàçëè÷íûõ ñðåä èìååò ìåñòî ñêà÷îê
íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåùåñòâåííûõ è ìíèìûõ ÷àñòåé êîìïëåêñíûõ âå-
ëè÷èí E E E� �Re Imi , � � �� �Re Imi , âåêòîðíîå óðàâíåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå ñèñòåìû

( ) ;

( ) ,

� � � �
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Re Re Im Im

Im Re Re Im

I

I

E E

E E

0

0
(8)

ãäå I – åäèíè÷íûé îïåðàòîð. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç u è v ñîîòâåòñòâåííî
âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êàêîé-òî èç êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî
äëÿ íèõ ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñîîòíîøåíèÿ
(8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )

( )

� �
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�
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�

�

�
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�
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�
�
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Re Re Im Im

Im Re Re Im v

I

I

uE E

E E � �0. (9)

Çäåñü, íàïðèìåð, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ó÷àñòâóåò îáû÷íûé ñêà-

ëÿðíûé ëàïëàñèàí � � � �
�

�
��

�

�
��

�

�

�

�

�

�

2

2

2

2

2

2
x y z

. Ïîñêîëüêó â (9) èñêîìûå ðåøåíèÿ

u, v ïðåäñòàâëÿþò îäíó èç ôóíêöèé E E Ex y z, , , òî î÷åâèäíî, ÷òî êîìïëåêñíîå
âåêòîðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà (7) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå èç øåñòè îäíîðîä-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ ñêàëÿðíûõ
ôóíêöèé. Ôîðìàëüíî âñå ïîäñèñòåìû âèäà (9) ñ ïàðàìè Ex

Re è Ex
Im, Ey

Re è Ey
Im,

Ez
Re è E z

Im ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà, îäíàêî ñâÿçûâàþòñÿ ÷åðåç

íåîäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ (2) è (3).
Êîíêðåòèçèðóåì òåïåðü âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â äåêàðòîâîé òðåõìåð-

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (7) ñïðàâåäëèâî, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

divE � � � �
�

�

�

�

�

�

E

x

E

y

E

z

x y z 0
(10)
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âî âñåé çàìêíóòîé îáëàñòè
 
� � S .
Ïóñòü ( , , )n – íåêîòîðàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òî÷êå r

ãðàíèöû S , ãäå n – âíåøíÿÿ íîðìàëü, à è – íåêîòîðûå êàñàòåëüíûå ê ïî-
âåðõíîñòè S íàïðàâëåíèÿ. Òîãäà ðàâåíñòâî íóëþ òàíãåíöèàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïîëÿ íà ìåòàëëè÷åñêîé (èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé) ñòåíêå S 0 è ðàâåíñòâî
êàñàòåëüíîãî ïîëÿ íåêîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèþ âíåøíåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ íà
«âîëíîâîì âõîäå» â ñîâîêóïíîñòè ñ óñëîâèåì (10) ïîçâîëÿþò êîððåêòíî ôîð-
ìóëèðîâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿþòñÿ íåðàñïàäàþùèìèñÿ.

Îòìåòèì ñëåäóþùèé âàæíûé ìîìåíò: ïîñêîëüêó ìû óäîâëåòâîðÿåì
óñëîâèþ íóëåâîé äèâåðãåíöèè íà âñåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, òî ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (7) òàêæå áóäåò óäîâëåòâî-
ðÿòü óñëîâèþ (10) âî âñåé îáëàñòè
.

Äàëåå ïðè àïïðîêñèìàöèè êðàåâîé çàäà÷è âèäà (9), (10), (2), (3) áóäåì
ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå åå åäèíñòâåííîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âî
âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ r�
, äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî âïëîòü äî ãðàíèöû S � �.

Ðàññìîòðèì íåñòðóêòóðèðîâàííóþ (àäàïòèâíóþ) ñåòêó, ñîäåðæàùóþ

óçëû P l Nl � �
 , , ... , ,1 ïî êîòîðûì ïîñòðîåíû íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåí-
òû-òåòðàýäðû E m Mm , , ... , ,�1 ïîëíîñòüþ ïîêðûâàþùèå ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü,

ò. å.
 � Em

m

.�

Ïóñòü òàêæå V l Nl , , ... , ,�1 – ìíîæåñòâî áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîíå÷íûõ
îáúåìîâ, äâîéñòâåííîå ê ìíîæåñòâó Em , ïðè÷åì äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ P Sl �
ïîä êîíå÷íûì îáúåìîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ åãî «âíóòðåííÿÿ» ÷àñòü Vl  
. Â
ñèëó ïðåäïîëàãàåìîé àäàïòèâíîñòè ñåòêè âíóòðåííèå òî÷êè òåòðàýäðà íå
ìîãóò ñîäåðæàòü òî÷êè èç S èëè �, à ëåæàùèå íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè
ñåòî÷íûå ãðàíè íå ìîãóò èìåòü âíóòðåííèõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíè÷-
íûì ðåáðàì ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîíå÷íûå îáúåìû ïî ïîñòðîåíèþ àíàëîãè÷íû ÿ÷åé-
êàì Äèðèõëå – Âîðîíîãî, ïîñòðîåííûì íà öåíòðàõ îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
è ñôåð. Îäíàêî îíè áîëåå óäîáíû òåì, ÷òî áàðèöåíòðû òåòðàýäðà è ãðàíåé
âñåãäà ëåæàò âíóòðè åãî îáúåìà è íå íóæäàþòñÿ â îòðàáîòêå èñêëþ÷èòåëü-
íûõ ñëó÷àåâ, ïîä÷àñ î÷åíü íåòðèâèàëüíûõ, íàïðèìåð âûõîä îïèñàííîé ñôå-
ðû ïðèãðàíè÷íîãî òåòðàýäðà çà ãðàíèöó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç�l ãðàíèöó êîíå÷íîãî îáúåìà Vl è èíòåãðèðóÿ ïåðâîå èç
óðàâíåíèé (9), ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â âèäå

J dS u dVn

Vl m�
! !� � �( ) ,� �Re Im v 0 (11)

ãäå J un � � � � �( )n ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü �l .

Ââåäåì V V Vl m m l, �  è � �l m m lV, �  – ïðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ýëåìåí-

òà ñ êîíå÷íûì îáúåìîì è åãî ãðàíèöåé ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îáúåìíûé èí-
òåãðàë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

V Vm

l m l

l l m

V V! !"� �
#

#
#, .

,

,

8*
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ãðàíèöà êîíå÷íîãî îáúåìà

� �l l m

m

� #
#
" , .

Èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ íóìåðàöèþ óçëîâ òåòðàýäðà, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñ. 1, îïèøåì êðàòêî ïîýëåìåíòíóþ ðåàëèçàöèþ áàðèöåíòðè÷åñêîé êîíå÷-
íî-îáúåìíîé àïïðîêñèìàöèè. Çäåñü 0–3 – âåðøèíû òåòðàýäðà; 4–9 – ñåðåäè-
íû ðåáåð; B B B B0 1 2 3, , , – áàðèöåíòðû òðåóãîëüíûõ ãðàíåé, ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ óçëàì Pl ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íîìåðàìè; òî÷êà B åñòü áàðèöåíòð òåòðà-
ýäðà. Ëåæàùàÿ â äàííîì òåòðàýäðå ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî îáúåìà,
íàïðèìåð, äëÿ óçëà ñ íîìåðîì 0 â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ åñòü îáúåäèíåíèå òðåõ
ïëîùàäîê:

�l B B B B B B B B B, ( ) ( ) ( ).0 2 3 1 3 1 24 5 6� � � � � � � � � � � �

Ïîýëåìåíòíàÿ êîíå÷íî-îáúåìíàÿ òåõíîëîãèÿ [9] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Em ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿþòñÿ èí-
òåãðàëû ïî âñåì ïîâåðõíîñòÿì�l m mE, $ è îáúåìàì V El m m, ,$ â ðåçóëüòàòå
÷åãî ôîðìèðóåòñÿ ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà Am âîñüìîãî ïîðÿäêà (ïî îáùåìó ÷èñ-
ëó íåèçâåñòíûõ, îïðåäåëåííûõ â ÷åòûðåõ âåðøèíàõ òåòðàýäðà).

Òåòðàýäð ñ ëîêàëüíîé íóìåðàöèåé óçëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòî÷íûõ
çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Èñõîäÿ èç ðèñóíêà
ìîæíî çàïèñàòü

I I I I I u n dSu u u u
q

u

S q
m

0 0 1 0 2 0 3 0

0

� � � � � � �!, , , ,, ( ) ,

,

(12)

ãäå I0 – ïîòîê ÷åðåç ÷àñòü ïîâåðõíîñòè �l m, ; I q0, – ñîñòàâëÿþùàÿ ïîòîêà, êî-
òîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ôðàãìåíò �l m, , ïðèìûêàþùèé ê ðåáðó, ñîåäèíÿþùåìó
óçëû ñ íîìåðàìè 0 è q; S q

m
0, – ïëîùàäü ôðàãìåíòà �l m, .
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Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè ââåäåì ëîêàëüíóþ ëèíåé-
íóþ ôóíêöèþ u m íà êîíå÷íîì ýëåìåíòå Em âèäà u ax by cz dm( ) ,x � � � �
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

u u

u u

u u

u u

m m

m m

m m

m m

( ) ,

( ) ,

( ) ,

( ) ,

x

x

x

x

1 1

2 2

3 3

4 4

�

�

�

�

%

&

'
'

(

'
'

�x i i i ix y z( , , ),

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû a b c d, , , ñîîòâåòñòâåííî áóäóò èìåòü âèä

a a u b b u c c u d dm
i
m

i

i
m m

i
m

i

i
m m

i
m

i

i
m m

i� � � �
� � �
" " "

0

3

0

3

0

3

, , , m

i

i
mu

�
"

0

3

.

Òîãäà

I S a n b n c n uq q
m

i

i
m

q
x

i
m

q

y
i
m

q
z

i
m

0 0

0

3

0 0 0, , , , ,( ) ,) � �
�
"

ãäå n n nq
x

q

y
q

z
0 0 0, , ,, , – êîìïîíåíòû âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîùàäè S q

m
0, .

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç V qq m, , , , , ,�0 1 2 3 ïîäîáúåìû ýëåìåíòà Em , ñîäåðæàùèå
ñðåäè ñâîèõ âåðøèí óçëû ñ ëîêàëüíûìè íîìåðàìè q, ñîîòâåòñòâóþùèå èí-
òåãðàëû ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîñòåéøèì îáðàçîì:

r udV u Vq
u

V

q
m

q
m

q m

� *!
,

, (13)

ãäå ïîä Vq
m ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå îáúåìà Vq m, .

Ïîñêîëüêó îïðåäåëåííûå â (12) è (13) âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
ôîðìàìè îò óçëîâûõ çíà÷åíèé ðåøåíèé, ìîæíî ââåñòè ëîêàëüíûå âåêòîðû
÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

I I r r u u qm
u

q
u

m
u

q
u

m
u

q
u

m� � � �{ }, { }, { }, ,


ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè çàïèñûâàþòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå:

I B u r Q u B S Q V V Vm
u

m m m
u

m m m q q
m

m
m m� � � �# ##, , { }, , ,, diag{ 0 1 2

m mV, }3

(çäåñü Bm è Qm – êâàäðàòíûå ìàòðèöû).
Ðàññìîòðèì òåïåðü àíàëîãè÷íîå (11) áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àå-

ìîå èç èíòåãðèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ (9). Ïðåäñòàâëÿÿ â àääèòèâíîé
ôîðìå ïîâåðõíîñòíûå è îáúåìíûå èíòåãðàëû, à òàêæå ââîäÿ ëîêàëüíûå âåê-
òîðû I rm m m

v v v, , , ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ I Bm m m
v v� ,

r Qm m m
v v� .
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Îáîçíà÷àÿ ñîñòàâíûå ëîêàëüíûå âåêòîðû âîñüìîãî ïîðÿäêà

I I I r r r w um m
u

m m m
u

m m
c

m m� � �{ , }, { , }, { , },( )v v v

îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëîêàëüíóþ ìàòðèöó â áëî÷íîé ôîðìå:

A w
B Q Q

Q B Q

u
m

c
m

c m m m

m m m

m

m

( ) ( ) +
� �

�

�

�
�

�

�
�
�

�

� �

� �

Re Im

Im Re v�
�

�
� , (14)

ýëåìåíòû êîòîðîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òîëüêî ïî õàðàê-
òåðèñòèêàì îäíîãî ýëåìåíòà Em , à ñ äðóãîé – âíîñÿò ñâîè àääèòèâíûå âêëà-
äû â ýëåìåíòû èòîãîâîé ãëîáàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

Aw f� . (15)

Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî îïðåäåëåííàÿ â (14) ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà
îáóñëîâëåíà àïïðîêñèìàöèåé òîëüêî äëÿ îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ êîìïîíåíò
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. À ïîëíàÿ ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü 18-é ïîðÿäîê
è áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä A A A Am m

x
m
y

m
z�diag( , , ), ãäå êàæäûé èç äèàãî-

íàëüíûõ áëîêîâ èìååò ôîðìó Am
c( ) èç (14); ñîîòâåòñòâåííî ïîëíûé ëîêàëü-

íûé âåêòîð íåèçâåñòíûõ âûðàæàåòñÿ êàê w w w wm m
x

m
y

m
z�{ , , }(âåðõíèé èíäåêñ

( )c â (14) çàìåíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èíäåêñàìè x y z, , ).
Ó÷åò êðàåâûõ óñëîâèé è ôîðìèðîâàíèå ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî âåêòî-

ðîâ f fm , ïðàâîé ÷àñòè òàêæå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí íà ïîýëåìåíòíîì
óðîâíå, åñëè îäíà èç ñåòî÷íûõ ãðàíåé êîíå÷íîãî ýëåìåíòà Em ÿâëÿåòñÿ ãðà-
íè÷íîé [9]. Íàëè÷èå óñëîâèÿ Íåéìàíà íèêàê íå âëèÿåò íà ñòðóêòóðó è çíà÷å-
íèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëîêàëüíîé ìàòðèöû Am. Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â óçëàõ,
ëåæàùèõ íà ñåòî÷íûõ ãðàíÿõ ñ óñëîâèåì Äèðèõëå, ïðîñòî èñêëþ÷àþòñÿ èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé, à â îáùåì ñëó÷àå ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà ìîæåò èçìåíèòü
ñâîé áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä (åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ðàñïà-
äàþùèìèñÿ).

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì:
îíà îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî íóëþ ñåòî÷íîìó àíàëîãó äèâåðãåíöèè ïîëÿ,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî ÿ÷åéêå êîíå÷íîãî îáúåìà ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (10):

( )
( ) ,

,

div div vh
l

q l

l qq l V l S
V l V V

l l

d dE E E
E E S

+ * �
�

" ! !
0 0

0

1 1
S.

Â ñèëó äàííîãî ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íîé êðàåâîé çàäà÷è âî âñåõ ãðàíè÷íûõ
òî÷êàõ áóäåì èìåòü div hE �0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûé ñåòî÷íûé

àíàëîã âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé äèâåðãåí-
öèè èìååò íóëåâîå ðåøåíèå.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé
ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ H.Äëÿ
åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì

H E� i

r�	 	 0

rot ,
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ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðîãî ïî êîíå÷íîìó ýëåìåíòó Em ïîëó÷èì ñîîò-
íîøåíèå

H E E e
E rE r S

n

m m m

dV dV dS
i i

! ! !� ) � �
�	 	 �	 	0 0

rot ( ) ,

ãäå e n – åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ýëåìåíòà S m .
Îáîçíà÷èâ ÷åðåç Hm è E j j, , , , ,�1 2 3 4 çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ ìàãíèòíîãî è

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé â áàðèöåíòðå òåòðàýäðà Em è â áàðèöåíòðàõ åãî ÷åòû-
ðåõ ãðàíåé, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîñòåéøèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

H
E e

m

m j m j n
j

r mj

i
S

V
)

�

�
" , ,( )

.
�	 	 01

4

Çäåñü Vm – îáúåì ýëåìåíòà Em , à S m j, – ïëîùàäü åãî j-é ãðàíè.

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷àåìîé íå-
ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû áóäåì ïðèìåíÿòü äâà òèïà ïðåäîáóñëîâëåííûõ èòå-
ðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìû
èñïîëüçóåì ìîäèôèêàöèþ Àéçåíøòàòà äëÿ íåïîëíîé ôàêòîðèçàöèè:

Au f I L G f

A I L I U I L I D

� � �

� � � � � � �

� �

� � �

( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) (

1 1 2

1 1 1 2 I U u I L G u

L G LG U G UG D G

� � �

� � �

� � �

� � � � �

) , ( ) ,

, ,

1 1 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

11 1

DG

G D S Se D LG U e

�

�� � � ��

�
�

�

�
�

�

,

, ,
�

�

�
,

ãäå D L U, , – äèàãîíàëüíàÿ è ñòðîãèå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðè-
öû ñîîòâåòñòâåííî; S – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; e – âåêòîð ñ åäèíè÷íûìè êîì-
ïîíåíòàìè; 0 2- -� – ðåëàêñàöèîííûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð; 0 1. ., –
êîìïåíñèðóþùèé ïàðàìåòð.

Åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ,
÷òî ìîæåò áûòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî êîýôôèöèåíòà � â óðàâíå-
íèè Ãåëüìãîëüöà (7), òî A áóäåò òàêæå ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî-îïðå-
äåëåííîé ìàòðèöåé, è äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (14) ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä SCR
[10]:

r f Au p r

u u p Ar r Ap p

r

n n
n

n
n

n n n n

n

0 0 0 0

1

� � �

� � ��

, ,

, ( , ) ( , ),/ /
� � � �� � � � �1 1 1 1r Ap p p p Ar r Ar r nn

n
n n n

n
n

n
n n n n/ 0 0, , ( , ) ( , ), �0 1, , ... ,

îáåñïå÷èâàþùèé ìîíîòîííîå óáûâàíèå íîðìû r r rn n n� ( , ) ñ ðîñòîì n.

Êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé è ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà ïåðåñ÷åòà âåê-
òîðîâ Ap n âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( , ) ( , ) ,r r f f Ap Ar Apn n n n
n

n. � �� �� 02 1 1

119



(çäåñü � --1– çàäàâàåìàÿ òî÷íîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà).
Â ñëó÷àå åñëè ìàòðèöû A è A íåñèììåòðè÷íûå, ê ñèñòåìå (14) ïðåäâà-

ðèòåëüíî ïðèìåíÿåì ëåâóþ òðàíñôîðìàöèþ Ãàóññà
~ ~

,Au A A u A f ft t� � �
ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå (13) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (17) ñ çàìåíîé ìàòðè-

öû A è âåêòîðà f ìàòðèöåé
~
A è âåêòîðîì

~
f ñîîòâåòñòâåííî.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ òðåõìåðíûõ òå-
ñòîâûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â âîëíîâîäå ñ îäíîðîäíîé ñðåäîé ïðè ðàç-
ëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàë-
ëåëåïèïåä 
 � � �[ , ] [ , ] [ , ]0 0 0a b c (ðèñ. 2) ñ äëèíàìè ñòîðîí a � 72, b �34,
c �200.Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü S z c0 0� - -{ }, ïëîñêîñòü z �0ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ìåòàëëè÷åñêóþ ñòåíêó ñ çàäàííûì óñëîâèåì (2), íà ãðàíèöå S z c1 � �{ }
ñòàâèòñÿ óñëîâèå âîëíîâîãî âõîäà (3). Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âñåõ êîìïîíåíò
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê èìå-
þò ðàñïàäàþùèåñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Òî÷íîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå èìååò âèä

E E E( , , ) ,

, , (

x y z B C

k k k k k m

i z i z

c r r c

� �

� � � �

�
0 e e1 1

1 � 	 2

0

2 2
0 a n b m n) ( ) , , , , ... ,2 2 0 1� �2

ãäå B è C – ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç êðàåâûõ óñëîâèé � 20
7 210 4� ( ),c

	 20
74 10� 
 � , � 2� 
6 109, c � 2,998 
1011.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåõ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìè ïàðà-
ìåòðàìè ñðåä è ðàçëè÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà S 0.

Òåñò 1. � 	r r� �1, m n� �1 1, , E e0 � y x asin ( ),2 à òî÷íîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è èìååò òîëüêî y-êîìïîíåíòó, çàâèñÿùóþ îò x è z :

Ey

x a z

c
�


sin ( ) sin ( )

sin ( )
.

2 1

1

Òåñò 2. � 	r ri� � �2 0 1 1, , , îñòàëüíûå ïàðàìåòðû è òî÷íîå ðåøåíèå èìå-
þò òàêîé æå âèä, íî 1 è Ey â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè.

Òåñò 3. � 	r r m n� � � �4 1 1, , , à âîçáóæäàþùåå ïîëå èìååò äâå íåíóëå-
âûå êîìïîíåíòû:

E m a m a n b E n b m ax y0 0, ,( )cos( ) sin( ), ( ) sin( ) cos� 
 � 
2 2 2 2 2 ( ),n b2
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷



ïðè ýòîì èñêîìîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è èìååò âñå
òðè êîìïîíåíòû:

E E E E Ex x y y z
cz

c

z

c

k
� � � �0 0, ,

sin ( )

sin ( )

sin ( )

sin ( )
, ,

1

1

1

1

2

sin ( )
sin sin cos( ).

1

2 2
1

c

x

a

y

b
z

�
�
�

�
�
� 


�
�
�

�
�
� 


×èñëåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðîâîäèëîñü íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âëîæåííûõ ðàâíîìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäàëüíûõ ñåòîê, ãäå êàæ-
äûé ïàðàëëåëåïèïåä ðàçáèâàëñÿ íà øåñòü òåòðàýäðîâ ñ ÷èñëîì øàãîâ ïî êàæ-
äîé èç êîîðäèíàò I J K� � �8 16 32 64, , , .

Öåëüþ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ
ðåøåíèé ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà øàãîâ, à òàêæå ñðàâíåíèå èòåðàöèîííûõ
ñâîéñòâ ìåòîäîâ LTCR [11] è SCR. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè èñïîëüçîâà-
íèè èòåðàöèîííîé òî÷íîñòè � � �10 7 è ïàðàìåòðîâ � ,� �1 0, .

Â òàáë. 1 äëÿ âñåõ òåñòîâûõ çàäà÷ ïðèâîäÿòñÿ êîëè÷åñòâà èòåðàöèé, ïîëó-
÷àåìûõ ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ íà ÷åòûðåõ ðàçíûõ ñåòêàõ ìåòîäîì LTCR.

Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðåäîáóñëîâëåííî-
ãî ìåòîäà SCR, ïðè ýòîì çàïîìèíàëèñü è îðòîãîíàëèçèðîâàëèñü âñå íàïðàâ-
ëÿþùèå âåêòîðû p n.

Â òàáë. 3 ïðèâîäÿòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî ðàñ÷åòíîé îáëàñòè àáñîëþòíûå
ïîãðåøíîñòè3 3E H, äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íà ÷åòûðåõ ñåò-
êàõ äëÿ ïåðâûõ äâóõ òåñòîâûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì äëÿ âòîðîãî òåñòà ñ êîìïëåê-
ñíûì ïîëåì ìàêñèìóì îøèáêè áåðåòñÿ òàêæå ïî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé
÷àñòÿì.
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Ò à á ë è ö à 1

I J K� � Òåñò 1 Òåñò 2

Òåñò 3

Ex E y E z

8 133 267 159 232 169

16 404 694 558 743 463

32 1355 2159 1425 1653 1194

64 4598 3692 3553 3905 3454

Ò à á ë è ö à 2

I J K� � Òåñò 1 Òåñò 2

Òåñò 3

Ex E y E z

8 41 106 70 106 66

16 70 171 125 175 101

32 127 315 200 284 163

64 229 475 361 503 310



Â òàáë. 4 ñâåäåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ âñåõ ðàññ÷èòàííûõ êîì-
ïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â òðåòüåé òåñòîâîé çàäà÷å.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçóåìîé èòåðàöèîííîé òî÷íîñòè � � �10 7 ïîëó-

÷àåìûå îøèáêè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ
ìåòîäîâ.

Çàêëþ÷åíèå. Àíàëèç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäó-
þùèå âûâîäû:

– ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
òåñòîâûõ çàäà÷ ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé íåñóùåñòâåííî, ÷òî ïîëîæèòåëü-
íî õàðàêòåðèçóåò èõ ïîòåíöèàëüíóþ ïðèìåíèìîñòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
Ãåëüìãîëüöà;

– ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé óáûâàþò ïðèìåðíî êâàäðà-
òè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê õàðàêòåðíîìó øàãó ñåòêè h,ýòî îäèíàêîâî îòíîñèòñÿ
êàê ê ýëåêòðè÷åñêîìó, òàê è ìàãíèòíîìó ïîëþ.
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