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Исследуется изменение температурного поля вблизи концов щели переменной ширины
под действием неоднородного поля напряжений. Решение краевой задачи о равновесии
щели с частично контактирующими берегами (на некоторой части зоны контакта воз-
никает сцепление берегов, а на другой части возможно проскальзывание) при действии
внешнего неоднородного поля напряжений, температурного поля и усилий на контакти-
рующих поверхностях щели переменной ширины, сравнимой с перемещениями в упру-
гом состоянии, сводится к задаче линейного сопряжения аналитических функций.

Ключевые слова: щель переменной ширины, неоднородное поле напряжений, темпе-
ратурное поле, контактные напряжения, сцепление, проскальзывание.

DOI: 10.15372/PMTF20170116

Разработка надежных противоаварийных систем представляет собой важную зада-
чу. В настоящее время эффективным способом замедления роста трещин (щелей) явля-
ется использование температурных полей [1–3]. Результаты работ [3, 4] показывают, что
при воздействии температурного поля уменьшается деформация растягиваемой пластины

в направлении, перпендикулярном трещине (щели), вследствие чего уменьшается коэф-
фициент интенсивности напряжений в окрестности вершины трещины. При некотором
соотношении физических и геометрических параметров пластины и температурного поля

в ней появляются зоны сжимающих напряжений, в которых берега щели на некотором
участке входят в контакт и возникают контактные напряжения. Следовательно, создавая
температурное поле, можно предотвратить разрушение конструкции.

Пусть в изотропной среде, занимающей плоскость xOy, имеется щель переменной ши-
рины h(x), сравнимой с упругими перемещениями. Ось абсцисс направлена вдоль щели,
ось ординат — перпендикулярно ей. На бесконечности действуют напряжения, изменяю-
щиеся как полиномиальные функции декартовых координат x и y. Берега щели свободны
от внешних нагрузок. Для замедления роста щели путем нагрева тепловым источником
области S = S1 + S2 (S1, S2 — области нагрева вблизи концов щели) до температуры T0

создается зона сжимающих напряжений (рис. 1). Приняты следующие допущения: все тер-
моупругие характеристики материала пластины не зависят от температуры, материал
пластины представляет собой однородную изотропную среду.

Считается, что в начальный момент времени t = 0 произвольная область S = S1 + S2

в плоскости xOy мгновенно нагревается до постоянной температуры T = T0, остальная
часть плоскости в начальный момент имеет температуру T = 0.
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Рис. 1. Схема задачи

Для многих металлических материалов (сталей, алюминиевых сплавов и др.) в диа-
пазоне температур 300 ÷ 400 ◦C термоупругие характеристики слабо зависят от темпе-
ратуры [5, 6]. Из результатов экспериментов [1] следует, что при нагреве области перед
трещиной до температуры 70 ÷ 100 ◦C рост трещины замедляется (см. также [7, 8]). В
работе [8] исследовано изменение напряжений вблизи концов трещины и определены коэф-
фициенты интенсивности напряжений. Установлено, что при некоторых значениях пара-
метров задачи коэффициенты интенсивности напряжений оказываются отрицательными.
Это означает, что берега трещины входят в контакт. В случае отрицательных коэффи-
циентов интенсивности напряжений необходимо учитывать частичный контакт берегов

трещины в некоторой области вблизи ее вершины.
Полагаем, что в процессе деформирования берега щели в окрестности вершин всту-

пают в контакт на участках aλ2 и λ1b (см. рис. 1). Принимается, что каждая площадка
контакта состоит из участков сцепления берегов ac и db и участков cλ2 и λ1d, на которых
возможно проскальзывание.

Обозначим через L1 совокупность участков сцепления, через L2 — совокупность участ-
ков проскальзывания, через L3 — совокупность участков берегов щели, свободной от на-
грузки.

В процессе нагружения пластины в зонах, где берега щели входят в контакт, воз-
никают нормальные py(x) и касательные pxy(x) напряжения, значения которых заранее
неизвестны и подлежат определению.

Для рассматриваемой задачи, в которой напряжения изменяются как полиномиальные
функции декартовых координат на бесконечности, граничные условия на берегах щели
имеют вид

σy − iτxy = 0 на L3,

σy − iτxy = py − ipxy на L1, (1)

σy − iτxy = (1− if)py на L2,

где f(x) — коэффициент трения.
Полагается, что на участках проскальзывания действуют силы сухого трения (закон

трения принимается в форме Амонтона — Кулона).
Основные соотношения задачи должны быть дополнены уравнениями для перемеще-

ний берегов щели в зонах контакта

∂

∂x
(v+ − v−) = −h′(x) на L1 + L2,

∂

∂x
(u+ − u−) = 0 на L1,

(2)

где u+ − u−, v+ − v− — касательная и нормальная составляющие величины раскрытия

берегов щели.
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Размеры зон контакта заранее неизвестны и подлежат определению.
Модель контакта при наличии трения и сцепления впервые предложена в рабо-

те [9]. Обзор работ, посвященных исследованию взаимодействия берегов трещин, приведен
в [10, 11]. Изучены также задачи о телах с трещинами с учетом возможности контакта
берегов [12–19].

Используя принцип суперпозиции, напряженное состояние в плоскости с щелью пред-
ставим в виде

σx = σx0 + σ0
x + σ1

x, σy = σy0 + σ0
y + σ1

y , τxy = τxy0 + τ0
xy + τ1

xy. (3)

Здесь σx0 , σy0 , τxy0 — компоненты тензора напряжений в плоскости без разреза в слу-
чае, когда на бесконечности действуют напряжения, изменяющиеся как полиномиальные
функции декартовых координат x и y; σ0

x, σ0
y , τ0

xy — решение задачи термоупругости для

плоскости без щели; σ1
x, σ1

y , τ1
xy — компоненты тензора напряжений, возникающих в плос-

кости со щелью под действием нагрузок, приложенных только на берегах щели.
Для напряжений σx0 , σy0 , τxy0 имеем

σx0 + σy0 = 4 Re Φ0(z), z = x + iy,

σy0 − σx0 − 2iτxy0 = Φ0(z) + Ω0(z̄) + (z − z̄) Φ′
0(z),

Φ0(z) = A0z
m + A1z

m−1 + A2z
m−2 + . . . + Am,

(4)

Ω0(z) = B0z
m + B1z

m−1 + B2z
m−2 + . . . + Bm.

Функции (4) в зависимости от значений коэффициентов Aj и Bj (j = 0, 1, . . . ,m) опреде-
ляют напряженное состояние в плоскости в отсутствие щели и теплового источника.

Для определения напряжений σ0
x, σ0

y , τ0
xy решается задача термоупругости для плос-

кости без щели. Сначала находим распределение температуры в плоскости. Для этого
решается краевая задача теории теплопроводности

∂T

∂t
= a∗∆T, T =

{
T0, x ∈ S, y ∈ S,

0, x /∈ S, y /∈ S,
t = 0, (5)

где ∆ — оператор Лапласа; a∗ — температуропроводность материала плоскости.
В случае обобщенного плоского напряженного состояния полагается, что боковые по-

верхности пластины теплоизолированны.
Пусть области S1 и S2 являются произвольными односвязными областями с центра-

ми Ok(L
∗
k, C

∗
k) (см. рис. 1). Решение задачи теории теплопроводности имеет вид

T (x, y, t) =
T0

4πa∗

[ ∫ ∫
S1

exp
(
− R2

4a∗t

)
dξ dη +

∫ ∫
S2

exp
(
− R2

4a∗t

)
dξ dη

]
,

где R2 = (x− ξ)2 + (y − η)2.
При определении температурного поля для упрощения задачи не учитывается возму-

щенное температурное поле, возникающее вследствие наличия трещины.
Считается, что в случае пластины ее внешние поверхности теплоизолированны, т. е.

потерями тепла на поверхности пластины пренебрегается. Для учета этих потерь вместо
уравнения (5) следует решать уравнение

∂T

∂t
= a∗∆T −m2T,

где m2 = 2a∗δ/(λh); δ — коэффициент теплообмена между пластиной и средой; λ — теп-
лопроводность; h — толщина пластины.
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Таким образом, в случае теплообмена со средой через боковые поверхности пластины
полученное решение нужно умножить на exp (−m2t).

Для термоупругого потенциала перемещений находим

F (x, y, t) =
(1 + ν)αT0

4π

{ t∫
0

1

τ

[ ∫ ∫
S

exp
(
− R2

4a∗t

)
dξ dη

]
dτ − 2

∫ ∫
S

ln
( 1

R

)
dξ dη

}
,

где S = S1 +S2; ν — коэффициент Пуассона материала; α — температурный коэффициент

линейного расширения.
Компоненты тензора напряжений σ0

x, σ0
y , τ0

xy выражаются через термоупругий потен-
циал перемещений по известным формулам [20] и имеют вид

σ0
x = −µ(1 + ν)αT0

{
1 +

1

π

∫ ∫
S

1

R4

[
(x− ξ)2 − (y − η)2 + 2(y − η)2Γ

(
2,

R2

4a∗t

)
−

−R2 exp
(
− R2

4a∗t

)]
dξ dη

}
,

σ0
y = −µ(1 + ν)αT0

{
1 +

1

π

∫ ∫
S

1

R4

[
(y − η)2 − (x− ξ)2 + 2(x− ξ)2Γ

(
2,

R2

4a∗t

)
−

−R2 exp
(
− R2

4a∗t

)]
dξ dη

}
,

τ0
xy = −µ(1 + ν)αT0

2π

∫ ∫
S

4(x− ξ)(y − η)

R2

[
1− Γ

(
2,

R2

4a∗t

)]
dξ dη,

Γ(α, x) =

∞∫
x

e−t tα−1 dt,

где µ — модуль сдвига материала пластины.
С учетом (3) граничные условия задачи (1) для напряжений на берегах щели прини-

мают вид

σ1
y − iτ1

xy = −(σy0 − iτxy0)− (σ0
y − iτ0

xy) на L3,

σ1
y − iτ1

xy = py − ipxy − (σy0 − iτxy0)− (σ0
y − iτ0

xy) на L1, (6)

σ1
y − iτ1

xy = (1− if)py − (σy0 − iτxy0)− (σ0
y − iτ0

xy) на L2.

Компоненты тензора напряжений σ1
x, σ1

y , τ1
xy и компоненты вектора перемещений

u1, v1 выразим через две кусочно-аналитические функции комплексной переменной Φ(z)
и Ω(z) [21]:

σ1
y − iτ1

xy = Φ(z) + Ω(z̄) + (z − z̄) Φ′(z) ,

2µ
∂

∂x
(u1 + iv1) = κΦ(z)− Ω(z̄)− (z − z̄) Φ′(z)

(7)

(κ = (3−ν)/(1+ν) в случае плоского напряженного состояния, κ = 3−4ν в случае плоской
деформации).
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На основе граничных условий (6) получаем задачу линейного сопряжения с разрыв-
ными коэффициентами [21]

[Φ(t) + Ω(t)]+ + [Φ(t) + Ω(t)]− = 2f(t),

[Φ(t)− Ω(t)]+ − [Φ(t)− Ω(t)]− = 0, (8)

где

f(t) = py − ipxy − f0(t) на L1,

f(t) = (1− if)py − f0(t) на L2,

f(t) = −f0(t) на L3, f0(t) = σy0 − iτxy0 + σ0
y − iτ0

xy.

Решение задачи (8) в классе всюду ограниченных функций записывается в виде

Φ(z) = Ω(z) =

√
(z − a)(z − b)

2πi

b∫
a

f(t)√
(z − a)(z − b) (t− z)

dt. (9)

При z → ∞ X(z) =
√

(z − a)(z − b) = z + O(1/z). Корень под знаком интеграла в (9)
представляет собой ветвь соответствующей функции, выделяемой приведенным условием
на верхнем берегу щели.

Для определения λ1 и λ2 имеем два соотношения, являющихся условиями разрешимо-
сти краевой задачи (8) в классе всюду ограниченных функций [21]:

b∫
a

f(t)

X+(t)
dt = 0,

b∫
a

tf(t)

X+(t)
dt = 0. (10)

В соотношения (9), (10) входят неизвестные контактные напряжения py(x) и pxy(x).
Используя вторую формулу в (7) и граничные значения функций Φ(z), Ω(z), на участке

a 6 x 6 b получаем следующее равенство:

Φ+(x)− Φ−(x) =
2µ

1 + κ

( ∂

∂x
(u+

1 − u−1 ) + i
∂

∂x
(v+

1 − v−1 )
)
. (11)

Используя формулы Сохоцкого — Племеля [22], с учетом (9) находим

Φ+(x)− Φ−(x) = −
i
√

(x− a)(b− x)

π

b∫
a

f(t)√
(t− a)(b− t) (t− x)

dt. (12)

Подставляя выражение (12) в левую часть уравнения (11) с учетом соотношений (2),
после ряда преобразований получаем два сингулярных интегральных уравнения относи-
тельно неизвестных функций py(x) и pxy(x)

−
X+

1 (x)

π

( ∫
L1+L2

py(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−
b∫

a

fy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt
)

= − 2µ

1 + κ
h′(x); (13)

∫
L1

pxy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt +

∫
L2

fpy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−
b∫

a

fxy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt = 0, (14)

где X+
1 (t) =

√
(t− a)(b− t); fy(t) = Re f0(t); fxy(t) = Im f0(t).



А. Б. Мустафаев 173

Решение интегральных уравнений (13), (14) можно получить, решив соответствую-
щую задачу Римана [22]. Решая интегральное уравнение (13) с учетом ограниченности
контактных напряжений на концах площадок контакта, находим формулу для расчета
нормальных напряжений py(x)

py(x) =
X+

1 (x)X+
2 (x)

π2

∫
L1+L2

f∗(τ)

X+
2 (x)(τ − x)

dτ, (15)

где

X+
2 (t) =

√
(x− a)(λ1 − x)(x− λ2)(b− x) ,

f∗(τ) = f∗y (τ) +
2πµ

1 + κ
h′(τ)

X+
1 (τ)

, f∗y (τ) = −
b∫

a

σy0 + σ0
y

X+
1 (t)(t− τ)

dt.

Аналогично, решая интегральное уравнение (14), получаем формулу для расчета каса-
тельных напряжений на участке сцепления берегов щели

pxy(x) =
X+

1 (x)X+
3 (x)

π2

∫
L1

f∗xy(τ)

X+
3 (x)(τ − x)

dτ, (16)

где

X+
3 (t) =

√
(x− a)(c− x)(x− d)(b− x) , f∗xy(x) =

∫
L2

fpy(t)

X+
1 (t)(t− x)

dt−
b∫

a

τxy0 + τ0
xy

X+
1 (t)(t− x)

dt.

Для определения параметров c и d имеем следующие уравнения:∫
L1

tk−1fxy(t)

X3(τ)
dt = 0, k = 1, 2.

Для вычисления интегралов, содержащих функции X+(t), X+
1 (t), X+

2 (t) и X+
3 (t), ис-

пользовался прием, предложенный Н. И. Мусхелишвили [21. § 110].
Путем вычислений по формулам (15), (16) определяются нормальные и касательные

напряжения в области контакта, а также размеры зон сцепления и проскальзывания при
различных законах распределения температурных полей и напряжений в пластине, гео-
метрических параметрах и механических характеристиках материала.

Выбирая различные многочлены (4), получаем решения различных задач о напря-
женном состоянии в окрестности трещины. Например, решение задачи о чистом изгибе
моментами M бесконечной полосы (балки) без щели можно получить, полагая в форму-
лах (4)

A0 = 0, A1 = 0, A2 = M/(4I), A3 = 0,

B0 = 0, B1 = 0, B2 = 3M/(4I), B3 = 0

(I — момент инерции поперечного сечения полосы).
В случае

A0 =
q

24I
, A1 = 0, A2 =

q

8I

(
L2 +

2c2

5

)
, A3 = − qc3

12I
,

B0 =
7q

24I
, B1 = 0, B2 =

q

8I

(
3L2 − 11c2

5

)
, B3 =

qc3

12I
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Рис. 2. Распределения нормальных (а) и касательных (б) контактных напря-
жений вдоль зоны контакта справа от щели:
1 — (b− a)/R0 = 0,05, 2 — (b− a)/R0 = 0,02

функции (4) являются решением задачи об изгибе нагруженной равномерным давлением
с интенсивностью q балки длиной 2L без щели. В этом случае полагается, что на кон-
цах балки выполняются условия свободного опирания, а силы реакции со стороны опор
определяются как касательные усилия, приложенные к торцам балки.

При

A0 = 0, A1 = −iQ

8I
, A2 = −Q(2L− d)

4I
, A3 = 0,

B0 = 0, B1 =
5iQ

8I
, B2 = −3Q(2L− d)

4I
, B3 = −iQc2

2I

функции (4) являются решением задачи об изгибе жестко защемленной консольной балки
без щели под действием постоянной поперечной силы Q, приложенной на ее свободном
конце.

На рис. 2 представлены распределения контактных напряжений вдоль зоны контакта
справа от щели, ширина которой изменяется по параболическому закону, при (b−a)/R0 =
0,05; 0,02 (R0 — характерный линейный размер пластины). В расчетах использованы

безразмерные координаты x = (b+λ1)/2+((b−λ1)/2)x′. При этом выбирались следующие
параметры: f = 0,25, ν = 0,3, t∗ = 4a∗t/L

2
1, C∗

1/L∗1 = 0,4, C∗
2/L∗2 = −0,3, L1 = L2. На рис. 2

σ0 = 4M/(σsh
2) (σs — предел текучести на растяжение материала пластины).

Теоретические и экспериментальные исследования показывают, что температурное
поле, созданное в течение некоторого промежутка времени с целью замедления роста и
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частичного закрытия щели, является непреодолимым препятствием на пути ее продвиже-
ния [1].

Под действием температурного поля максимальное растягивающее напряжение

уменьшается и действует в направлении теплового источника. Это приводит к наблю-
даемому в экспериментах смещению плоскости разрыва [1, 23].

В работе предложена эффективная схема расчета находящейся под действием неодно-
родного поля напряжений на бесконечности частично закрытой щели переменной ширины.
На основе полученных результатов можно сделать вывод, что созданное в окрестности
вершины щели температурное поле является препятствием на пути ее распространения.
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