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При проектировании конструкций современной техники широко используются новые

композитные материалы, обладающие, в отличие от металлов, существенно лучшими дис-
сипативными свойствами. Поскольку композитный материал и конструкция создаются,
как правило, в рамках единого технологического процесса, возникает задача определе-
ния упругих и демпфирующих характеристик композитного материала при его работе в

конструкции, решение которой необходимо для построения адекватных моделей деформи-
рования материала и конструкции с целью последующего прогнозирования их поведения

при заданных воздействиях. Традиционные способы решения этой задачи, основанные на
испытаниях образцов методом свободных затухающих колебаний, зачастую оказываются
неприемлемыми из-за существенного влияния на результаты измерений условий закрепле-
ния, способа возбуждения колебаний, неоднородности напряженно-деформированного со-
стояния и технологических трудностей изготовления образцов.

Одним из методов определения параметров моделей деформирования является непо-
средственное использование экспериментальной информации, получаемой при нагружении
элементов конструкций. Такие способы идентификации материалов и моделей применя-
лись для определения эффективных упругих характеристик композитных материалов на

основе статических экспериментов [1–4]. Среди работ, посвященных определению физико-
механических характеристик при динамических испытаниях, можно отметить лишь ис-
следования [5, 6], в которых анализируются экспериментальные результаты и определя-
ются демпфирующие характеристики композитных материалов при взрывном нагружении
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колец и полусферических оболочек. Данная статья представляет собой развитие этих ис-
следований, связанное с разработкой экспериментально-расчетного подхода к определению
жесткостных и реологических характеристик композитного материала на примере дефор-
мирования динамически нагруженных полусферических оболочек. По сути, этот метод
является решением обратной задачи, позволяющим получить характеристики материа-
ла и модели, используемые в расчетах конкретной конструкции. Метод решения задачи
идентификации жесткостных и реологических характеристик композитных материалов

основывается на сопоставлении информации, полученной в эксперименте, и численного
решения прямой задачи вязкоупругого динамического деформирования полусферической

оболочки.
1. Рассмотрим полусферическую оболочку в гауссовой криволинейной системе коор-

динат αi (i = 1, 3), коэффициенты Ламе и главные кривизны которой равны

H1 = A1z1, H2 = A2z2, H3 = 1, k1 = k2 = k = 1/R. (1)

Здесь A1 = R; A2 = R sin α1; z1 = z2 = z = 1+kα3; α1 — центральный угол, определяющий
положение точки на меридиане оболочки; α3 — расстояние между точкой и срединной

поверхностью оболочки; R — радиус полусферической оболочки.
Поскольку элементы конструкций, изготовленные из композитных материалов, явля-

ются неоднородными, обладают низкой по сравнению с металлами сдвиговой жесткостью
и не всегда являются тонкостенными, для описания их напряженно-деформированного со-
стояния необходимо использовать неклассические теории оболочек.

Для построения разрешающей системы уравнений неклассической теории полусфери-
ческих оболочек применяется принцип возможных перемещений в сочетании с методом

рядов [7]. Компоненты вектора перемещения ui (i = 1, 3) аппроксимируем конечными ря-
дами по нормальной координате α3:

ui(α1, α3, t) = u0
i (α1, t) + u1

i (α1, t)x +
N∑

n=2

un
i (α1, t)Pn(x) (2)

(−1 6 x = 2α3/h 6 1; Pn(x) — полиномы Лежандра).
С учетом соотношений (1), (2) деформации полусферической оболочки можно пред-

ставить в виде

e11 = (ε11 + χ11x + χn
11)/z, e22 = (ε22 + χ22x + χn

22)/z,

e33 = χ33 + χn
33, e13 = (ε13 + εn

13)/z + χ13 + χn
13,

(3)

где

ε11 = k
(∂u0

1

∂α1
+ u0

3

)
, ε22 = k(u0

1 ctg α1 + u0
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1

∂α1
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3

)
,

χ22 = k(u1
1 ctg α1 + u1

3), χn
11 = k
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∂un
1

∂α1
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,
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,
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2

h
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3, χn
33 =

2

h
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un
3P ′

n(x), ε13 = k
(∂u0

3

∂α1
− u0

1

)
,
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εn
13 = k

(∂u1
3

∂α1
x +

N∑
n=2

∂un
3

∂α1
Pn(x)− u1

1x−
N∑

n=2

un
1Pn(x)

)
,

χ13 =
2

h
u1

1, χn
13 =

2

h

N∑
n=2

un
1P ′

n(x).

Связь между напряжениями и деформациями устанавливается на основе реологиче-
ских уравнений Максвелла — Томсона, которые в данном случае можно представить в
виде

σii =
3∑

j=1

C0
ije

0
ij (i = 1, 3 ), σ13 = G0

13e
′
13,

e0
ii = eii −

(
1− C∞

ii

C0
ii

) t∫
0

R(t− τ)eii(τ) dτ,

e0
ij = ejj −

(
1−

C∞
ij

C0
ij

) t∫
0

R(t− τ)ejj(τ) dτ,

(4)

e′13 = e13 −
(
1− G∞

13

G0
13

) t∫
0

R(t− τ)e13(τ) dτ.

Здесь C0
ij , C∞

ij , G0
13, G∞

13 — мгновенные и длительные жесткостные характеристики;

R(t) = β e−βt — ядро релаксации; β — параметр, характеризующий время релакса-
ции; t — время процесса. Входящие в (4) вязкоупругие характеристики образуют вектор
b = (E0

11, E
∞
11 , E0

22, E
∞
22 , E0

33, E
∞
33 , G0

13, G
∞
13, ν12, ν13, ν23, β)т, который в дальнейшем необходи-

мо определить.
Для вывода уравнений движения полусферической незакрепленной оболочки, нагру-

женной импульсом внутреннего давления, используем вариационное уравнение динами-
ки [7], которое с учетом аппроксимаций (2) и построенных на их основе геометрических (3)
и физических (4) соотношений записывается в виде

π∫
0

[
kN11

∂ (δu0
1)

∂α1
+ k(N22 ctg α1 −Q1)δu

0
1 + kQ1

∂ (δu0
3)

∂α1
+ k(N11 + N22)δu

0
3 +

+ kM11
∂ (δu1

1)

∂α1
+

(
k(M22 ctg α1 −M13) +

2

h
Q13

)
δu1

1 + kM13
∂ (δu1

3)

∂α1
+

+
(
k(M11 + M22) +

2

h
Q33

)
δu1

3 + k

N∑
n=2

Mn
11

∂ (δun
1 )

∂α1
+ k ctg α1

N∑
n=2

Mn
22δu

n
1 −

− k

N∑
n=2

Mn
13δu

n
1 +

2

h

N∑
n=2

M ′n
13δu

n
1 + k

N∑
n=2

Mn
13

∂ (δun
3 )

∂α1
+ k

N∑
n=3

Mn
11δu

n
3 +

+ k

N∑
n=3

Mn
22δu

n
3 +

2

h

N∑
n=2

Mn
33δu

n
3

]
R2 sin α1 dα1 +
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+
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где
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(n = 0, N, i = 1, 3),
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in+1 = ρh2k
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(n = 0, N − 1 ),

Bn
in+2 = ρ

h3

4
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√
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Fn
3 = (−1)np3R

2 sin α1(1− kh/2)2 (n = 0, N ).

Применяя к (5) стандартную вариационную технику, получим уравнения движения
оболочки

∂ (N11 sin α1)

∂α1
−N22 cos α1 + Q1 sin α1 =

(
B0

10ü
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и нулевые граничные условия при α1 = 0, π:

N11 = 0, Q1 = 0, M11 = 0, M13 = 0, Mn
11 = 0, Mn

13 = 0 (n = 2, N ). (7)

Начальные условия, которым должно удовлетворять решение поставленной выше за-
дачи, также являются нулевыми:

un
1 (α1, 0) = 0, u̇n

1 (α1, 0) = 0, un
3 (α1, 0) = 0, u̇n

3 (α1, 0) = 0 (n = 0, N ). (8)

Соотношения (2)–(8) представляют собой замкнутую систему интегро-
дифференциальных уравнений, необходимых для исследования нестационарных процессов
деформации в нетонких полусферических оболочках, выполненных из вязкоупругих

композитных материалов. Точность полученной системы уравнений определяется ко-
личеством членов, удерживаемых в аппроксимирующих рядах (2). Сформулированная
начально-краевая задача решается на основе явной вариационно-разностной схемы [7].

2. Задача определения жесткостных и реологических характеристик сводится к задаче
нелинейного программирования. Допустим, что имеется численное решение сформулиро-
ванной выше начально-краевой задачи о динамическом поведении композитной полусфери-
ческой оболочки в виде временных зависимостей окружных и меридиональных деформаций

на внешней поверхности оболочки. Считаем, что имеются соответствующие тензограммы
деформаций, полученные в экспериментах. Поскольку расчетные и экспериментальные
осциллограммы деформаций являются условно моногармоническими затухающими коле-
баниями, можно определить максимальные и минимальные значения расчетных em

ii и экс-
периментальных e∗mii деформаций, а также соответствующие моменты времени tmi и t∗mi

(m = 1, M ), в которые они достигаются.
Ниже рассматривается параметризованный вариант постановки задачи иденти-

фикации параметров модели вязкоупругого поведения материала оболочки. Требует-
ся найти набор параметров (вектор) физических соотношений (4) b∗ = (E0

11, E
∞
11 , E0

22,
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E∞
22 , E0

33, E
∞
33 , G0

13, G
∞
13, ν12, ν13, ν23, β)т, при которых математическая модель (2)–(8), опи-

сывающая динамическое поведение вязкоупругих полусферических оболочек, лучше всего
согласуется с экспериментальными данными. В результате задача сводится к минимиза-
ции целевой функции нескольких переменных, представляющей собой сумму среднеквад-
ратичных отклонений теоретических и экспериментальных значений деформаций [9]

C(b) =
K∑

k=1

{ M∑
m=1

[ 2∑
i=1

((em
ii − e∗mii

e∗ii

)2
+

(tmi − t∗mi

t∗

)2)]}
k
.

Здесь K — число точек, для которых имеются экспериментальные данные о деформа-
циях; e∗ii — максимальные значения окружных и меридиональных деформаций в первом

полупериоде колебаний; t∗ — время процесса. Границы области поиска и ограничения, на-
лагаемые на значения физико-механических характеристик материалов, следуют из общих
физических принципов и экспериментальных данных [6, 10].

При выборе метода решения сформулированной задачи идентификации вязкоупругих

характеристик композитных материалов необходимо учитывать ряд факторов: чувстви-
тельность методов оптимизации к погрешностям экспериментальных измерений деформа-
ций, сложность вычисления производных целевой функции, многоэкстремальный харак-
тер целевой функции и большие вычислительные затраты при ее формировании. С уче-
том отмеченных трудностей был выбран синтез методов адаптивного случайного поиска

и детерминированных прямых алгоритмов локальной оптимизации, в которых строится
нелокальная аппроксимация функции по ее значениям в ряде точек [11].

3. Применимость предлагаемого подхода оценивалась на примере осесимметричного
деформирования полусферической оболочки (рис. 1) толщиной h = 0,006 м и радиусом
R = 0,049 м, выполненной из хаотически армированного полимерного материала и нагру-
женной импульсом внутреннего давления [8].

В ходе вычислений предусматривался предварительный анализ чувствительности це-
левой функции по переменным проектирования для оценки возможности определения па-
раметров определяющих соотношений в данной задаче. Кроме того, для повышения эффек-
тивности расчетов подбор жесткостных и реологических характеристик осуществлялся на

последовательно расширяющихся временных интервалах.
На рис. 2 приведены результаты экспериментальных исследований [6] и теоретических

расчетов с найденными параметрами физических соотношений (4). Наблюдается достаточ-
но хорошее качественное и удовлетворительное количественное согласие эксперименталь-
ных и теоретических результатов.

На основе осциллограмм деформаций, приведенных на рис. 2, анализировалась за-
висимость логарифмического декремента затухания δ от временного интервала процесса
деформирования (числа циклов колебаний). В табл. 1 приведены значения декремента за-

P3*

t* t

P3

Рис. 1. Схема нагружения (P ∗
3 = 0,3 МПа, t∗ = 0,4 · 10−4 c)
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Рис. 2. Осциллограммы окружных деформаций на внешней поверхности изо-
тропной вязкоупругой (а) и ортотропной вязкоупругой (б) оболочек вблизи эк-
ватора:
а — E0 = 61 ГПа, ν = 0,33, E∞ = 54,9 ГПа, β = 20 000 с−1; б — E0

1 = 50,7 ГПа,
E∞

1 = 41,7 ГПа, E0
2 = 63,7 ГПа, E∞

2 = 57,3 ГПа, E0
3 = 47,2 ГПа, E∞

3 = 39,7 ГПа,
ν12 = 0,22, ν13 = 0,26, ν23 = 0,28, G0

13 = 43,35 ГПа, G∞
13 = 35,2 ГПа, β = 18 300 с−1; 1 —

экспериментальные данные [6]; 2 — результаты расчета

Та б л и ц а 1

Оболочка
δ

δ0 δ∗
n = 3 n = 5 n = 7 n = 9 n = 11 n = 13 n = 15

Изотропная 0,5707 0,1768 0,1685 0,2714 0,1223 0,1484 0,2101 0,2383 0,2166
Ортотропная 0,3869 0,2128 0,1598 0,2331 0,1635 0,1676 0,1936 0,2168 0,2166

тухания δ в зависимости от числа периодов колебаний n, а также среднее теоретическое
значение δ0 и экспериментальное значение δ∗.

Из анализа полученных данных следует, что декремент затухания зависит от интер-
вала, по которому он рассчитывается. Однако среднее значение декремента затухания δ0

хорошо согласуется с экспериментальным значением δ∗ [6], причем для ортотропной мо-
дели поведения материала оболочки результаты расчетов практически совпадают с экс-
периментальными данными.

Проведен анализ зависимости логарифмического декремента от параметра тонкостен-
ности полусферической оболочки R/h. В табл. 2 приведены значения среднего декремента
в области экватора при различных значениях R/h. Видно, что по мере уменьшения тол-
щины оболочки декремент сначала существенно увеличивается, а затем, при R/h > 20,
становится практически постоянным. Полученный результат согласуется с аналогичными
данными для традиционных материалов [10].
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Та бли ц а 2

R/h δ

4 0,1033
8 0,2260

15 0,3770
30 0,3675
50 0,3698

Таким образом, проведенный экспериментально-теоретический анализ нестационар-
ного деформирования полусферических оболочек, выполненных из хаотически армирован-
ного полимерного материала, свидетельствует об эффективности предлагаемого метода
идентификации динамических вязкоупругих свойств композитных материалов.
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