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Îïèñàí ìåòîä çàìåíû çàäà÷è óçëîâ òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ çàäà÷åé ñâÿçåé. Âû-
ñêàçàíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî êîððåëÿöèè, âîçíèêàþùèå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ýëå-
ìåíòîâ ìîäåëèðóåìîé ðåøåòêè, íå èçìåíÿþò çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ âåðîÿòíî-
ñòåé ïðîñà÷èâàíèÿ, è äàíî åå ÷àñòè÷íîå îáîñíîâàíèå.

Ââåäåíèå. Òåîðèÿ ïðîñà÷èâàíèÿ (ïåðêîëÿöèè) èññëåäóåò âîïðîñ î ñóùå-
ñòâîâàíèè áåñêîíå÷íûõ ñâÿçíûõ ïîäãðàôîâ (êëàñòåðîâ) â ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðàôàõ ñ íåíàäåæíûìè óçëàìè è ñâÿçÿìè. Íàø èíòåðåñ ê íåé îáóñëîâëåí òåì,
÷òî ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü îêàçàëàñü ïîëåçíîé [1, 2] äëÿ îöåíêè ôóíäàìåí-
òàëüíûõ ïðåäåëîâ íàäåæíîñòè îäíîðîäíûõ ñåòåé ñâÿçè.

Ïåðêîëÿöèîííàÿ ìîäåëü íàäåæíîñòè îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð. Ôóíêöè-
îíèðîâàíèå îäíîðîäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû èëè íåðàçðåçíîé ïðîöåñ-
ñîðíîé ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñà÷èâàíèå èíôîðìàöèè ïî ñòðóêòó-
ðå ñ íåíàäåæíûìè ýëåìåíòàìè. Åñëè òàêîå ïðîñà÷èâàíèå âîçìîæíî ñêîëü
óãîäíî äàëåêî, ñèñòåìà ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü. Åñëè íåò – ñèñòåìà îòêàçà-
ëà, òàê êàê ïîòåðÿëà ñâÿçíîñòü. Ïðîáëåìà ïðåäåëîâ íàäåæíîñòè ñâåëàñü ê
ñëåäóþùåìó âîïðîñó: ïðè êàêîé âåðîÿòíîñòè p èñïðàâíîãî óçëà (èëè âåðîÿò-
íîñòè r èñïðàâíîé ñâÿçè) â áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå çàäàííîãî
òèïà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé èñïðàâíûé êëàñòåð? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ÿâ-
ëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ [3, 4]. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðåøåòîê ñóùåñòâóþò òàêèå êðèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè
(ïîðîãè ïðîñà÷èâàíèÿ) pH è rH , ÷òî ïðè p pH� (èëè ïðè r rH� ) â íèõ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé èñïðàâíûé êëàñòåð.

Îáùàÿ çàäà÷à ïðîñà÷èâàíèÿ ñîñòîèò â ïîèñêå îáëàñòè ïðîñà÷èâàíèÿ,
òî÷íåå, òàêîé ôóíêöèè f p r( , ),÷òî ïðè f p r( , ) � 0 èñïðàâíûé êëàñòåð ñóùå-
ñòâóåò, à ïðè f p r( , )� 0 – îòñóòñòâóåò. Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî îñòàíî-
âèòüñÿ íà ÷àñòíûõ çàäà÷àõ: ïðîñà÷èâàíèå ïî óçëàì, êîãäà p� 1è r �1, è ïðî-
ñà÷èâàíèå ïî ñâÿçÿì, êîãäà p �1,à r � 1.Ýòè çàäà÷è ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷åé
óçëîâ è çàäà÷åé ñâÿçåé ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî èçâåñò-
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íûõ çíà÷åíèé ïîðîãîâ ïðîñà÷èâàíèÿ îïðåäåëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, ìåòî-
äîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ÝÂÌ.

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí ïðèâåäåíû â èòîãîâîé ìîíîãðà-
ôèè [4]. Ýòî ñëåäóþùèå êðèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè:

p r
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r

H H

H

H

( ) ( ) , ,

( ) sin( ) , ... ,

( )

Ò Ê

Ò

Ø

� � �

� �

�

1 2 0 5

2 18 0 347�

1 2 18 0 653� �sin( ) , ....�

Èç ïåðå÷èñëåííûõ òî÷íûõ çíà÷åíèé òîëüêî îäíî îòíîñèòñÿ ê çàäà÷å óç-
ëîâ. À ìåæäó òåì çàäà÷à óçëîâ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùåé. Èçâåñòíî [4], ÷òî ê íåé
ñâîäèòñÿ çàäà÷à ñâÿçåé: ïîðîã ïðîñà÷èâàíèÿ ïî ñâÿçÿì íà èñõîäíîé ðåøåòêå
ðàâåí ïîðîãó ïðîñà÷èâàíèÿ ïî óçëàì íà ïîêðûâàþùåé ðåøåòêå. Óçëû ïîêðû-
âàþùåé ðåøåòêè ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçÿì èñõîäíîé, à ñâÿçè ïîêðûâàþùåé ðå-
øåòêè ñîåäèíÿþò óçëû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçè èñõîäíîé ðåøåòêè èí-
öèäåíòíû îäíîìó è òîìó æå óçëó. Íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êðèòè÷å-
ñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè â [4] ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äóàëüíûõ èëè
âêëþ÷àþùèõ ðåøåòîê, ïîëó÷àåìûõ èç èñõîäíîé. Äóàëüíàÿ ðåøåòêà èñïîëü-
çîâàíà è â äàííîé ðàáîòå.

Ïðåäëàãàåòñÿ ÷àñòè÷íîå îáîñíîâàíèå ñïîñîáà ïåðåõîäà îò çàäà÷è óçëîâ ê
çàäà÷å ñâÿçåé – ìåòîäà ìîäåëèðóþùåé ðåøåòêè [1, 2]. Â îòëè÷èå îò [3, 4] ìî-
äåëèðóþùàÿ ðåøåòêà íå îáåñïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòåé p è r îò
ñîñòîÿíèÿ ñîñåäíèõ óçëîâ è ñâÿçåé. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âåðíû,
åñëè âåðíà ñôîðìóëèðîâàííàÿ äàëåå ãèïîòåçà ìîäåëèðîâàíèÿ.

Çàäà÷è ïðîñà÷èâàíèÿ ïî óçëàì è ñâÿçÿì. Ïóñòü â êàæäîì óçëå ïëîñêî-
ãî ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàôà G X V( , ) çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � l A	 �{ , }.0 1
Ïîëîæèì, ÷òî óçåë l ÷åðíûé, åñëè � l � 0, è áåëûé, åñëè � l �1. Â çàäà÷å óçëîâ
êàæäûé óçåë ñ÷èòàåòñÿ ÷åðíûì ñ âåðîÿòíîñòüþ p è áåëûì ñ âåðîÿòíîñòüþ
1� p. Âñå ñâÿçè ÷åðíûå. Òðåáóåòñÿ íàéòè êðèòè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü

p G p pH ( ) : ( ) },� 
inf{ � 0

ãäå�( )p – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óçåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áåñêîíå÷íîãî ñâÿçíîãî
ïîäìíîæåñòâà ÷åðíûõ óçëîâ – ÷åðíîãî êëàñòåðà.

Â çàäà÷å ñâÿçåé óçëû ñ÷èòàþòñÿ ÷åðíûìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ñâÿçè – ÷åð-
íûìè ñ âåðîÿòíîñòüþ r, áåëûìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1� r è êðèòè÷åñêàÿ âåðîÿò-
íîñòü ïðîñà÷èâàíèÿ ïî ñâÿçÿì åñòü

r G r rH ( ) : ( ) },� 
inf{ � 0

ãäå�( )r – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðûé óçåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ áåñêîíå÷íî-
ãî ÷åðíîãî êëàñòåðà.

C ìíîæåñòâîì êîíôèãóðàöèé óçëîâ Y A X� | | íà ãðàôå G ìîæíî ñâÿçàòü

âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Y F Pp, , ,ãäå F – �-àëãåáðà íà Y, à Pp – âåðîÿò-
íîñòíàÿ ìåðà íà F, òàêàÿ ÷òî

P p P pp l p l( ) , ( ) .� �� � � � �0 1 1

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî U Pr, ,
 äëÿ çàäà÷è ñâÿçåé ìîæíî îïðå-

äåëèòü, ñ÷èòàÿ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � l çàäàííîé äëÿ êàæäîé ñâÿçè ãðàôà G;
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U – ìíîæåñòâî êîíôèãóðàöèé ñâÿçåé;
 –�-àëãåáðà íà U ;Pr – âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà íà 
, P r P rr l r l( ) , ( ) .� �� � � � �0 1 1

Ïðåæäå âñåãî íàì ïîòðåáóåòñÿ òåîðåìà 1 èç òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ. Îíà
äîêàçàíà â [3, 4] äëÿ ïëîñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôîâ, âëîæåííûõ â R 2, íî íè-

êòî íå ïîäâåðãàåò ñîìíåíèþ åå ñïðàâåäëèâîñòü è äëÿ òðåõìåðíûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïëîñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàôîâ, âëîæåííûõ â R 2, êðèòè-

÷åñêèå âåðîÿòíîñòè p GH ( ) è r GH ( ) ñóùåñòâóþò.

Â äàëüíåéøåìG 	{Ò, Ê,Ê , Ø},* ãäåÊ* – ñîïðÿæåííàÿ êâàäðàòíàÿ ðåøåò-

êà ñî ñâÿçÿìè ïî äèàãîíàëÿì. Äëÿ êîíêðåòíîãî òèïà ðåøåòêè áóäåì ïèñàòü
Y ( ),Ê U ( )Ò è ò. ä.

Ìîäåëèðóþùèå ðåøåòêè. Â ðàáîòàõ [1, 2] ïðåäëîæåí ìåòîä ìîäåëèðó-
þùèõ ðåøåòîê, ïîçâîëÿþùèé ïåðåéòè îò çàäà÷è óçëîâ ê çàäà÷å ñâÿçåé. Äëÿ
çàäà÷è óçëîâ íà ðåøåòêå Ê ñòðîèòñÿ ìîäåëèðóþùàÿ ðåøåòêà Ò �, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 1, àíàëîãè÷íî äëÿ ðåøåòêè Ø ìîæíî ïîñòðîèòü ìîäåëèðóþùóþ ðå-
øåòêó Ê� (ðèñ. 2). Ñâÿçü ìîäåëèðóþùåé ðåøåòêè ñîîòâåòñòâóåò äâóì óçëàì
èñõîäíîé ðåøåòêè. Áóäåì ñ÷èòàòü ñâÿçü ÷åðíîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå åé
óçëû ÷åðíûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâÿçü ñ÷èòàåòñÿ áåëîé. Óñòàíîâëåííîå òà-
êèì îáðàçîì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êîíôèãóðàöèé óçëîâ èñõîä-

78

Ðèñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñà÷èâàíèÿ ïî óçëàì â ðåøåòêå Ê ïðîñà÷èâàíèåì ïî ñâÿçÿì â Ò �

Ðèñ. 2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîñà÷èâàíèÿ ïî óçëàì â ðåøåòêå Ø ïðîñà÷èâàíèåì ïî ñâÿçÿì â ðå-

øåòêå Ê�



íîé ðåøåòêè è ìíîæåñòâîì êîíôèãóðàöèé ñâÿçåé ìîäåëèðóþùåé ðåøåòêè
ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, èíäóöèðîâàííûå íà
ìîäåëèðóþùèõ ðåøåòêàõ. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè Pp íà F( )Ê èíäóöèðóåò
âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó �Pp íà 
( ),Ò� òàê ÷òî � �p pr p

2. Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäîìó

÷åðíîìó êëàñòåðó â ðåøåòêå Ê ñîîòâåòñòâóåò ÷åðíûé êëàñòåð â ðåøåòêå Ò �,
ïðîñà÷èâàíèþ â Ê – ïðîñà÷èâàíèå â Ò �. Ïðè ýòîì r p( ) ( )Ò Ê� � 2 è p( )T� �

� �r( ) .Ê 1
Ïî ïîñòðîåíèþ âåëè÷èíû rH ( )Ò� è rH ( )Ê� ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó ñóùå-

ñòâóþò pH ( )Ê è pH ( ).Ø
Ïðè êðèòè÷åñêîì ïðîñà÷èâàíèè â Ò� èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêîå ïðîñà÷è-

âàíèå â Ê, è íàîáîðîò, ïðè ýòîì

p rH H( ) [ ( )] .Ê Ò� � 1 2 (1)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ðåøåòêè Ø

p rH H( ) [ ( )] .Ø Ê� � 1 2 (2)

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ïðîñà÷èâàíèÿ, âåðîÿòíîñòü îêðàñêè
ñâÿçåé íà ìîäåëèðóþùèõ ðåøåòêàõ çàâèñèò îò îêðàñêè ñîñåäåé. Åñëè íà ðå-
øåòêå Ò� îäíà èç ñâÿçåé (íàïðèìåð, ãîðèçîíòàëüíàÿ) ÷åðíàÿ, òî ÷åòûðå ñîñåä-
íèå áóäóò ÷åðíûìè óæå ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à íå p 2, êàê â íåçàâèñèìîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íî ÷åðíûé óçåë â ðåøåòêå Ø âëèÿåò íà îêðàñêó äâóõ ñâÿçåé ìîäåëè-
ðóþùåé ðåøåòêè Ê�.

Ãèïîòåçà ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñîäåðæàòåëüíî ãèïîòåçà ìîäåëèðîâàíèÿ

r r r rH H H H( ) ( ), ( ) ( )Ò Ò Ê Ê� � � �

ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå êîððåëÿöèè ìåæäó ñîñòîÿíè-
ÿìè óçëîâ è ñâÿçåé â ìîäåëèðóþùèõ ðåøåòêàõ íå âëèÿþò íà âåëè÷èíó ïîðî-
ãîâ ïðîñà÷èâàíèÿ.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîé ãèïîòåçû è âûðàæåíèé (1) è (2) ÿâ-
ëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé pH ( )Ê è pH ( ),Ø ïîäòâåðæ-
äåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíî:

pH ( ) sin( )Ê � �2 18� 0,589... � 0,59,

pH ( )Ø � �1 2 0,707... � 0,7.

Êðîìå òîãî, äëÿ Ê è ñîïðÿæåííîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè Ê* èçâåñòíî [4],
÷òî

p pH H( ) ( ) .*Ê Ê� �1

Îòñþäà è èç ãèïîòåçû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóåò

pH ( ) [ sin( )]*Ê � � �1 2 18 1 2� 0,411... � 0,41,

÷òî òàêæå ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî.
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Ðàññìàòðèâàÿ ñîâîêóïíîñòü âûøåïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðåøåòîê Ø, Ê, Ò è Ê*, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ýìïèðè-

÷åñêóþ ôîðìóëó:

[ ( )] ( ),p k r kH H
2 2� � (3)

ãäå k – ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåé îäíîãî óçëà. Îòñþäà ñëåäóåò

r pH H( ) [ ( )] ( )*Ê Ò� � � �2 21 2 1 4 0,25,

÷òî ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî.
Ýòî íàáëþäåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î âîçìîæíîì ñóùåñòâîâàíèè íåêîòîðî-

ãî ìîäåëèðóþùåãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðåøåòêàìè Ò è Ê*, ê ñîæàëåíèþ,

ïîêà íå îïðåäåëåííîãî, íî âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
ýêñïåðèìåíòàìè [1, 2].

Ê îáîñíîâàíèþ ãèïîòåçû ìîäåëèðîâàíèÿ. Äàäèì ÷àñòè÷íîå îáîñíîâà-
íèå ãèïîòåçû ìîäåëèðîâàíèÿ. Äàëåå ñôîðìóëèðóåì äâå ëåììû, êîòîðûì ýê-
âèâàëåíòíà íàøà ãèïîòåçà. Â îáîñíîâàíèå ëåììû 1 ïðèâåäåì íåêîòîðûå
ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ. Ëåììà 2 áóäåò îñòàâëåíà áåç îáîñíîâàíèÿ.

Ïðèìåì òåïåðü, ÷òî ñèìâîë « »� îáîçíà÷àåò àòðèáóòû ìîäåëèðóþùåé ðå-
øåòêè: G�	 � � �{ };Ê , Ø , Ò U � �; 
 è ò. ï. Ïðè ýòîì, êîãäà ðå÷ü ïîéäåò îá èñõîä-
íîé ðåøåòêå G è ìîäåëèðóþùåé G�, áóäåì èìåòü â âèäó ñîîòâåòñòâèå Ê Ò�
è Ø Ê� .Êîãäà æå ðå÷ü ïîéäåò î ðåøåòêàõ G èG�îäíîãî òèïà â ñîîòâåòñòâèè
Ò Ò Ê Ê� � � �, , òî ýòîò ôàêò áóäåò îòìå÷åí ñïåöèàëüíî.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðå-
ìà èç òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ.

Òåîðåìà 2. Åñëè p p r rH H� �( ), òî âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ â ïëîñ-
êîé ðåøåòêå G áåñêîíå÷íîãî ÷åðíîãî êëàñòåðà ðàâíà 0. Åñëè p pH� ( ),r rH�
òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 â G åñòü òî÷íî îäèí áåñêîíå÷íûé ÷åðíûé êëàñòåð è íåò
áåñêîíå÷íîãî áåëîãî êëàñòåðà.

Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî [4] äëÿ çàäà÷è ñâÿçåé íà ðåøåòêå Ê è íå ïîä-
âåðãàåòñÿ ñîìíåíèþ äëÿ ëþáîé ïëîñêîé ðåøåòêè ñ íåçàâèñèìîé ðàñêðàñêîé
óçëîâ èëè ñâÿçåé. Ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåò ñïðàâåäëèâîñòü
ðàññìàòðèâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ íà ìîäåëèðóþùèå ðåøåòêè G�.

Äëÿ ðåøåòêè G ñ íåçàâèñèìîé ðàñêðàñêîé ñâÿçåé èëè óçëîâ ñîáûòèå

{A � ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ÷åðíûé êëàñòåð}

ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûì, òàê êàê çàìåíà ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷åðíûõ
ñâÿçåé èëè óçëîâ áåëûìè íå ìîæåò íàðóøèòü ñâÿçíîñòü áåñêîíå÷íîãî ÷åðíî-
ãî êëàñòåðà, ïîýòîìó (ñì., íàïðèìåð, [5]) ëèáî p A( ) ,� 0 ëèáî p A( ) .�1 Âåðî-
ÿòíîñòíàÿ ìåðà Pp íà F G( ) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ G â
ñèëó òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � l íåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó ìåðà �Pr íà

( ),G� ãäå G� – ìîäåëèðóþùàÿ ðåøåòêà äëÿ G, èíäóöèðîâàíà ìåðîé Pp , òî �Pr

îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè Pp , â òîì ÷èñëå è ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè. Ïî-
ýòîìó óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 áåñêîíå÷íîãî ÷åðíîãî
ïóòè ñëåâà íàïðàâî â G� ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè áåñêî-
íå÷íîãî ÷åðíîãî ïóòè âG� ñâåðõó âíèç è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêâèâàëåíòíî óòâåð-
æäåíèþ î ñóùåñòâîâàíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 åäèíñòâåííîãî áåñêîíå÷íîãî
÷åðíîãî êëàñòåðà âG� (ýòè ïóòè â ïëîñêîé ðåøåòêå îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêóòñÿ).
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ðåøåòêó �Gä , äóàëüíóþ G�. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðè-
âàåìûå ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè òîïîëîãè÷åñêèìè ãðàôàìè, ýòî âîçìîæ-
íî [4]. Óçëû �Gä ñîîòâåòñòâóþò öåíòðàì ãðàíåé G�. Ñâÿçü â �Gä ñîåäèíÿåò äâà
óçëà, åñëè è òîëüêî åñëè äâå ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè èìåþò îáùåå ðåáðî. Òà-
êèì îáðàçîì, êàæäîé ñâÿçè G� ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñåêàþùàÿ åå ñâÿçü â �Gä .
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî Ê = Êä , Ò = Øä , Ø = Òä .Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Ò�
ìîäåëèðóåò Ê, òî � �Ò Øä ìîäåëèðóåò Ê ñ àíàëîãè÷íûì ñîîòâåòñòâèåì óçëîâ
è ñâÿçåé. Äàëåå G�	 � � �{ }.Ò , Ê , Ø

Ââåäåì äðóãîé ñïîñîá ðàñêðàñêè ñâÿçåé íà G�. ×åðíûì ñâÿçÿì, êàê è ðà-
íåå, ñîîòâåòñòâóþò äâà ÷åðíûõ óçëà èñõîäíîé ðåøåòêè, áåëûì ñâÿçÿì – äâà
áåëûõ óçëà. Ñâÿçè, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì óçëàì ðàçíîãî öâåòà, îêðàøè-
âàþòñÿ â ñåðûé öâåò. ßñíî, ÷òî íîâûé ñïîñîá îêðàñêè íèêàê íå âëèÿåò íà
âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷åðíîãî êëàñòåðà è íà âåëè÷èíó
r GH ( ).� Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî
÷åðíûå, íî è ÷åðíî-ñåðûå êëàñòåðû. Êðîìå òîãî, áåëûå êëàñòåðû íàG� èìåþò
òåïåðü òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è ÷åðíûå, èíûìè ñëîâàìè, áåëûé öâåò ñèììåòðè-
÷åí ÷åðíîìó.

Îáîçíà÷èì ïðîèçâîëüíûé öâåò ëèòåðîé «ö», ÷åðíûé – «÷», áåëûé – «á»,
ñåðûé – «ñ», ïðè÷åì åñëè «ö» ïðèíèìàåò çíà÷åíèå «÷ñ», òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
÷åðíûå è ñåðûå ñâÿçè íå ðàçëè÷àþòñÿ, ò. å. ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâî îêðàøåííû-
ìè. Àíàëîãè÷íî ïîíèìàþòñÿ ñèìâîëû «á÷», «áñ». Ïóñòü r G( , )ö � – âåðîÿò-
íîñòü ñâÿçè öâåòà «ö» â ðåøåòêå G�. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

r G r G r G( , ) ( , ) ( , ) ,á ñ� � � � � �x 1

r G r G r G( , ) ( , ) ( , )x xñ ñ� � � � �

è ò. ä.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó ïðîñà÷èâàíèÿ ïî ñâÿçÿì ëþáîãî öâåòà

«ö» è èñêàòü êðèòè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè r GH ( , ).ö � Èç ñèììåòðèè ÷åðíîãî è
áåëîãî öâåòîâ ñëåäóåò

r G r G r GH H H( , ) ( , ) ( ),á � � � � �x (4)

ïðè÷åì r GH ( )� åñòü òîò ñàìûé ïîðîã ïðîñà÷èâàíèÿ ïî ñâÿçÿì, êîòîðûé ìû
èñïîëüçîâàëè âûøå ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåøåòêè G. Äëÿ ïðî÷èõ âåðîÿòíî-
ñòåé r G( , )ö � ýòîãî ñêàçàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ïîÿâëåíèå èíûõ îêðàñîê ïîä÷è-
íÿåòñÿ äðóãîìó ïðàâèëó.

Ëåììà 1. r G r GH H( ) ( ) .� � � �ä 1
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 áåñêî-

íå÷íîãî ÷åðíîãî êëàñòåðà áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì «×», ñåðîãî – «Ñ», ÷åð-
íî-ñåðîãî – «×Ñ», îòðèöàíèå ýòèõ ñîáûòèé – «\×», «\Ñ», «\×Ñ» ñîîòâåòñòâåí-
íî. Àíàëîãè÷íî áóäåì ïîíèìàòü ñèìâîëû «×Á», «Á», «ÁÑ», «\×Á», «\Á»,
«\ÁÑ».

Ðàñêðàñèì ñâÿçè äóàëüíîé ðåøåòêè �Gä â àëüòåðíàòèâíûé öâåò, à èìåííî
áåëîé ñâÿçè â G� áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåñåêàþùàÿ åå ÷åðíàÿ ñâÿçü â �Gä ,
÷åðíîé – áåëàÿ, ñåðîé – ñåðàÿ. Ïðè òàêîé ðàñêðàñêå âñÿêîé êîíôèãóðàöèè, ñî-
äåðæàùåé áåñêîíå÷íîå ÷åðíîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â G�, ñîîòâåòñòâóåò
êîíôèãóðàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ áåñêîíå÷íîå áåëîå ñå÷åíèå â �Gä . È åñëè â G� ñî-
âîêóïíîñòü êîíôèãóðàöèé, ñîäåðæàùèõ áåñêîíå÷íûé ÷åðíûé êëàñòåð, èìå-

6 Àâòîìåòðèÿ ¹ 3, òîì 42, 2006 ã. 81



ëà âåðîÿòíîñòü 1, òî â �Gä ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 áóäåò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íîå
áåëîå ñå÷åíèå. Îòñþäà ñëåäóåò îáùåèçâåñòíûé ôàêò òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ

r G r GH H( ) ( ) .� � � �ä 1

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è îñîáåííîñòü ñåðîãî öâåòà, êîòîðûé
ñàì ñåáå àëüòåðíàòèâà, ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èìïëèêàöèé:

X X X X X X X X X X� � � � �\ , \ , \ , \ , \ .Ñ Ñ Ñ Ñ Ñ Ñä ä ä ä ä (5)

Çäåñü èíäåêñ «ä» îòìå÷àåò ñîáûòèå â äóàëüíîé ðåøåòêå, ñèìâîë « »� îçíà÷à-
åò «âëå÷åò».

Ïóñòü r G r GH( , ) ( , ),x x� � � ò. å. â G� èìååò ìåñòî ñîáûòèå ×, è ñîãëàñíî
(5) â �Gä èìååì ñîáûòèå \ ÑäX . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

1� � � � � � � �r G r G r G r GH( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x x xáñ ñ ñä ä

îòêóäà âûâîäèì

r G r GH ( , ) ( , ) .x xñ ä� � � 
1

Çàìåíÿÿ r G( , )x � ìåíüøåé âåëè÷èíîé r GH ( , )x � è ó÷èòûâàÿ (4), èìååì

r G r GH H( , ) ( ) .xñ ä� � � � 1

Òî÷íî òàê æå èç r G r G r GH H( , ) ( , ) ( )á á� � � � � ñëåäóåò

r G r GH H( , ) ( ) .áñ ä� � � � 1

Íàîáîðîò, ïóñòü r G r GH( , ) ( , ),x x� � � òîãäà âG�èìååì \×, à â �Gä – ñîáûòèå
XÑä , è òîãäà

1� � � � � � � �r G r G r G r GH( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x x xáñ ñ ñä ä

à ïðè r G r GH( , ) ( , )x x� � � èìååì

r G r GH H( , ) ( , ) .x xñ ä� � � � 1

Èòàê, ïàðà èìïëèêàöèé X X X X� �\ , \Ñ Ñä ä âëå÷åò ðàâåíñòâî

r G r GH H( , ) ( , ) .x xñ ä� � � �1 (6)

Òî÷íî òàê æå ïàðà èìïëèêàöèé ×Ñ � \Xä è \×Ñ � Xä âëå÷åò ðàâåíñòâî

r G r GH H( , ) ( , ) .x xñ ä� � � �1 (7)

Íàêîíåö, èìïëèêàöèÿ \×Ñ � XÑä ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ «×Ñ íå
âëå÷åò \ »XÑä è, ñëåäîâàòåëüíî, äàåò òîëüêî íåðàâåíñòâî

r G r GH H( , ) ( , ) .x xñ ñ ä� � � � 1 (8)
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Ñóììèðóÿ (6) è (7), âû÷èòàÿ (8) è ó÷èòûâàÿ (4), èìååì

r G r GH H( ) ( ) .� � � �ä 1 (9)

Ëåììà äîêàçàíà, åñëè äîïóñòèìà ïðàâäîïîäîáíàÿ çàìåíà îòíîøåíèÿ « »

îòíîøåíèåì « ».�

Ëåììà 2. Äëÿ ðåøåòîê G� è G îäíîãî òèïà

r G r GH H( ) ( ),� � (10)

r G r GH H( ) ( ).� �ä ä (11)

Åñëè ëåììà 2 âåðíà, òî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ãèïîòåçû îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî
[4]

r G r GH H( ) ( ) .� �ä 1 (12)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íåðàâåíñòâà (9)–(11) è ðàâåíñòâî (12) âûïîëíÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî òîëüêî ïðè óñëîâèè

r G r G r G r GH H H H( ) ( ) ( ) ( ).� � � �è ä ä

Çàêëþ÷åíèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷ó óçëîâ òåîðèè ïðîñà÷èâàíèÿ
ìîæíî çàìåíèòü çàäà÷åé ñâÿçåé. Íàéäåíû ìîäåëèðóþùèå ðåøåòêè äëÿ çàäà-
÷è óçëîâ íà êâàäðàòíîé è øåñòèóãîëüíîé ðåøåòêàõ è ñôîðìóëèðîâàíà ãèïî-
òåçà ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òàáëèöà ñîäåðæèò èòîãîâûå òî÷íûå (àíàëèòè÷åñêèå) çíà÷åíèÿ ïîðîãîâ
ïðîñà÷èâàíèÿ äëÿ âñåõ ðåøåòîê, ðàññìîòðåííûõ âûøå. Çâåçäî÷êîé îòìå÷åíû
÷åòûðå ïîðîãà ïðîñà÷èâàíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàíåå [4] òî÷íûìè ìåòîäàìè. ×å-
òûðå íîâûõ çíà÷åíèÿ îïðåäåëåíû â äàííîé ðàáîòå è âåðíû ïðè óñëîâèè ñïðà-
âåäëèâîñòè ãèïîòåçû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ìû ïîêàçàëè îäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ïðîâåðêè ãèïîòåçû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ. Òîò ôàêò, ÷òî íà ýòîì ïóòè íàì òàê è íå óäàëîñü íàéòè äîñòàòî÷íî
ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà, ñâèäåòåëüñòâóåò èëè ïðîòèâ òàêîãî ïîäõîäà, èëè
ïðîòèâ íàøåé ãèïîòåçû, íî ýòî óæå íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ
àâòîðîâ.

6*
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Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïîðîãîâ ïðîñà÷èâàíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ðåøåòîê

Ðåøåòêà Ñòåïåíü

óçëà

Ïðîñà÷èâàíèå ïî óçëàì Ïðîñà÷èâàíèå ïî ñâÿçÿì

Ø 3 pH ( )Ø � �1 2 0,707... 1 2 18 0 653� �sin ( ) , ...*�

Ê 4 pH ( ) sin ( )Ê � �2 18� 0,589... 1 2 0 5� , *

Ò 6 1 2 0 5� , * 2 18 0 347sin ( ) , ...*� �

Ê* 8 1 2 18� �sin ( )� 0,411... ( )1 2 1 42 � � 0,25
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