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Введение
Экспериментальные данные о статистических свойствах морского ветрового волнения

свидетельствуют, что оно с высокой точностью может быть описано однородным гаус-
совским случайным полем возвышений относительно среднего уровня, статистические
свойства которого оцениваются по наблюдениям [1–3]. Эффективный подход к постро-
ению численных алгоритмов моделирования однородных гауссовских случайных полей
был в свое время разработан на основе спектрального разложения (см. работы [3–6]).
Вычислительные спектральные модели поверхности морского волнения получили широ-
кое распространение при решении ряда прикладных задач. В частности, работы [7–9]
связаны с оптикой океана, в работе [5] рассматривается влияние спектра волнения на
морские стационарные платформы, в работе [10] исследуется влияние рельефа морской
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поверхности на управление летательными аппаратами, а в работах [6, 11] численные
условные спектральные модели используются для исследования морского волнения с
аномально высокими волнами-убийцами. При построении спектральных моделей при-
ходится решать проблемы, связанные со сходимостью и оптимизацией, которые часто
оказываются сложно формализуемыми и весьма трудоемкими. Зачастую параметры мо-
делей определяются “правдоподобностью” полученных результатов, либо возможностями
вычислительной техники.

В работе представлены достаточные условия сходимости для широкого класса спек-
тральных моделей поверхности морского волнения и условных спектральных моделей
морского волнения с аномально высокими волнами.

1. Общие результаты о сходимости спектральных моделей

Сходимость спектральных моделей однородных гауссовских случайных полей иссле-
довалась в ряде работ (см., например, [10, 12–18]). Ниже мы приведем формулировки
результатов, которые затем будут использованы для изучения сходимости алгоритмов
численного моделирования поверхности морского волнения.

Рассмотрим w(x), x ∈ Rk, — вещественное однородное гауссовское случайное поле с
нулевым средним. Спектральные представления случайного поля w(x) и его корреляци-
онной функции R(x) имеют следующий вид [19]:

w(x)=

∫
Λ

cos〈x, λ〉ξ(dλ) +

∫
Λ

sin〈x, λ〉η(dλ), (1)

R(x) =

∫
Λ

cos〈x, λ〉µ(dλ). (2)

Здесь 〈·, ·〉 обозначает скалярное произведение в Rk, µ(dλ) — спектральная мера случай-
ного поля w(x), Λ — носитель спектральной меры µ(dλ); ξ(dλ), η(dλ) — вещественные
ортогональные стохастические гауссовские меры. Без ограничения общности далее мы
будем предполагать, что носитель спектральной меры содержится в полупространстве
P ⊂ Rk,

P ∩ (−P)={0}, P ∪ (−P) = Rk.

Носитель спектральной меры Λ мы будем называть спектральным пространством слу-
чайного поля w(x). Для дисперсии случайного поля выполнено

V w(x) = R(0) = µ(Λ).

Простейшей нерандомизированной спектральной моделью является аппроксимация
интеграла (1) конечной суммой случайных гармоник:

wn(x) =

n∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj , x〉+ ηj sin〈λj , x〉

]
, λj ∈ Qj , a2

j = µ(Qj), (3)

где n — число гармоник, ξj , ηj — независимые стандартные нормальные случайные вели-
чины, векторы λj неслучайны и выбираются в соответствующих множествах Qj таких,
что

Λn =
n∑
j=1

Qj , Qi ∩Qj = ∅ при i 6= j.
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Здесь мы предполагаем, что множества Λn сходятся к спектральному пространству Λ в
том смысле, что

µ(Λn) −→ µ(Λ). (4)

Случайное поле wn для нерандомизированной спектральной модели является гауссов-
ским, а его корреляционная функция Rn записывается в виде:

Rn(x) =
n∑
j=1

a2
j cos〈λj , x〉. (5)

Рандомизированая спектральная модель с разбиением спектрального пространства,
предложенная в работе [12], также имеет вид (3), однако векторы λj выбираются в
множествах Qj случайным образом в соответствии с вероятностными распределениями
µ(dλ)/a2

j .
Рандомизированая спектральная модель без разбиения спектрального пространства

описывается следующим образом [10]:

wn(x) =
n∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj , x〉+ ηj sin〈λj , x〉

]
, λj ∈ Λn, aj =

√
µ(Λn)

n
, (6)

где n — число гармоник, ξj , ηj — независимые стандартные нормальные случайные ве-
личины, а случайные векторы λj независимы и имеют одинаковое вероятностное распре-
деление на Λn, пропорциональное спектральной мере µ.

Для корреляционной функции Rn(x) рандомизированных спектральных моделей
wn(x) (с разбиением и без разбиения спектрального пространства) выполнено:

Rn(x) =

∫
Λn

cos〈x, λ〉µ(dλ).

Множество Λn далее мы будем называть спектральным пространством модели wn.

Замечание 1. Запись формул (3), (6) является в некотором смысле упрощенной, так
как формально значения aj , ξj , ηj , λj и множества Qj в этих формулах зависят от n.

Замечание 2. Рандомизированные спектральные модели часто являются более пред-
почтительными, так как они позволяют в точности воспроизвести спектр случайного
поля (хотя при этом свойство гауссовости, в отличие от нерандомизированных моделей,
выполняется лишь асимптотически).

Замечание 3. В данной работе мы рассматриваем основные классы спектральных мо-
делей, которые могут быть использованы для численного моделирования взволнованной
морской поверхности. Более детальную информацию о различных модификациях спек-
тральных моделей можно найти, например, в [15].

1.1. Сходимость спектральных моделей трех типов

Далее мы будем предполагать, что спектральное пространство случайного поля огра-
ничено. Применительно к моделям морского волнения это означает, что нас интересуют
достаточно крупные волны (например волны, которые оказывают заметное влияние на
морские сооружения или движение морских судов) и можно игнорировать наличие волн
пренебрежимо малой длины. Следующее утверждение можно получить как следствие
результатов из [15, 20] и [21].
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Лемма 1. Пусть w(x), x ∈ Rk, — гауссовское вещественное однородное случайное поле
с нулевым средним, спектральной мерой µ и ограниченным спектральным простран-
ством Λ. Рассмотрим три спектральные модели wn поля w: нерандомизированную, ран-
домизированную с разбиением и без разбиения спектрального пространства Λ (см. фор-
мулы (3) и (6)). Предположим, что выполнено (4), а для модели (3) (нерандомизирован-
ной и рандомизированной с разбиением спектрального пространства) выполнено

max
i≤n

diam(Qi)→ 0 при n→∞, (7)

тогда при n→∞ для всех трех моделей выполнено :

1. wn сходятся к w в смысле сходимости конечномерных распределений;

2. wn слабо сходятся к w в пространстве Cp(K), p = 0, 1, . . . ;

3. wn слабо сходятся к w в пространстве Lp(K), p ≥ 1.

Через K здесь обозначен произвольный компакт в Rk и

diam(A) = sup
x, y∈A

|x− y| — диаметр множества A.

В работах [15, 20, 21] получены более общие результаты без требования ограничен-
ности спектральной области. Представим краткие пояснения к лемме 1. Сходимость ко-
нечномерных распределений для спектральной модели без разбиения спектрального про-
странства следует из центральной предельной теоремы. Условия (4), (7) обеспечивают
сходимость корреляционной функции (5) нерандомизированной спектральной модели с
разбиением спектрального пространства к кореляционной функции (2) предельного поля
w(x) для произвольного выбора неслучайных векторов λj ∈ Qj . В силу гауссовости рас-
пределений это означает сходимость конечномерных распределений. Последовательность
конечномерных распределений рандомизированной спектральной модели с разбиением
спектрального пространства представляет собой последовательность смесей гауссовских
распределений. Причем все гауссовские распределения, входящие в смесь, сходятся к
одному предельному распределению. Таким образом, и смесь сходящихся гауссовских
распределений, очевидно, сходится к тому же распределению. Это доказывает сходи-
мость конечномерных распределений для рандомизорованной спектральной модели с
разбиением спектрального пространства.

Слабая сходимость спектральных моделей в пространствах непрерывно дифференци-
руемых функций следует из сходимости конечномерных распределений и условия слабой
компактности. Достаточным для слабой компактности однородных случайных полей wn
является ограниченность спектральных моментов (см. [20, лемма 3]):

sup
n

∫
Rk

|λ|2p+βµn(dλ) <∞.

Через µn здесь обозначены спектральные меры полей wn, β = 2([k/2] + 1) ([ · ] — це-
лая часть числа). В силу сделанного предположения об ограниченности спектрального
пространства условия слабой компактности спектральных моделей wn выполняются и,
таким образом, слабая сходимость спектральных моделей в пространствах непрерывно
дифференцируемых функций доказана.

Слабая сходимость спектральных моделей в пространствах интегрируемых функций
вытекает из результатов работы [21]. В этой работе доказано, что для слабой сходимо-
сти последовательности случайных полей wn в пространствах Lp(K), p ≥ 1, достаточно
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сходимости конечномерных распределений и выполнения условий E|wn(x)|p → E|w(x)|p,
supn supxE|wn(x)|p < ∞, которые, очевидно, выполнены для рассматриваемых спек-
тральных моделей.

Замечание 4.

(1) Слабая сходимость приближенных случайных моделей (в функциональном про-
странстве F ) представляет особый интерес при решении задач методом Монте-
Карло, так как она означает сходимость средних

Ef(wn)→ Ef(w) при n→∞

для любого измеримого (на F ) функционала f такого, что случайные величины
f(wn) равномерно интегрируемы и P (w ∈ Df ) = 0, где Df — множество точек
разрыва функционала f [22].

(2) Для рандомизированных спектральных моделей с разбиением спектрального про-
странства вместо условия (7) можно потребовать (см. [15])

max
j≤n

µ(Qj)→ 0 при n→∞.

(3) Другие виды сходимости спектральных моделей и, в частности, сходимость в сред-
нем квадратичном исследовалась в работах [13, 14, 16, 17].

1.2. Условные спектральные модели

Гауссовское случайное поле w(x) при дополнительном условии

w(xl) = bl, l ∈ {1, 2, . . . , L}, (8)

будем обозначать через wcond(x). Здесь L — число точек, в которых известны значения
случайного поля w(x). Далее для простоты будем предполагать, что корреляционная
матрица случайного вектора (w(x1), . . ., w(xL)) является невырожденной.

Спектральная модель случайного поля wcond строится по формуле:

wcond
n (x) =

n∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj , x〉+ ηj sin〈λj , x〉

]
. (9)

Сначала, также как и для “безусловных” моделей (3), (6), вычисляются значения aj ,
λj . Отличие состоит в моделировании случайных величин ξj , ηj . Теперь эти величины
моделируются таким образом, что случайный вектор

ζ = (ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn)>

является гауссовским с математическим ожиданием A+b и корреляционной матрицей
I −A+A, где

A =

 p11 . . . p1n q11 . . . q1n
...

...
...

...
...

...
pL1 . . . pLn qL1 . . . qLn

 ,
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plj = aj cos〈λj , xl〉, qlj = aj sin〈λj , xl〉,
b = (b1, . . . , bL)>.

Здесь A+ — псевдообратная к матрице A. Известно [15, 18, 23], что такой выбор случай-
ных величин ξj , ηj минимизирует значение

L∑
l=1

[
wn(xl)− bl

]2
при фиксированных значениях aj , λj (j = 1, . . . , n). Соответствующую модель (9) будем
называть условной спектральной моделью и обозначать через wcond

n (x). Аналогично “без-
условным” спектральным моделям будем рассматривать три типа условных спектраль-
ных моделей: нерандомизированные, рандомизированные с разбиением и без разбиения
спектрального пространства.

Лемма 2. Предположим, что для гауссовского вещественного однородного случайного
поля w(x), x ∈ Rk, с нулевым средним, спектральной мерой µ и ограниченным спек-
тральным пространством Λ выполнено дополнительное условие (8) и корреляционная
матрица случайного вектора (w(x1), . . ., w(xL)) является невырожденной. Рассмотрим
три условные спектральные модели wcond

n поля wcond: нерандомизированную, рандомизи-
рованную с разбиением и без разбиения спектрального пространства Λn. Предположим,
что выполнено (4), а для модели (3) (нерандомизированной и рандомизированной с раз-
биением спектрального пространства) выполнено (7). Тогда при n → ∞ для всех трех
условных спектральных моделей выполнено :

1. wcond
n сходятся к wcond в смысле сходимости конечномерных распределений ;

2. wcond
n слабо сходятся к wcond в пространстве C p(K), p = 0, 1 , . . . ;

3. wcond
n слабо сходятся к wcond в пространстве L p(K), p ≥ 1,

где K — произвольный компакт в Rk.

Это утверждение является простым следствием лемм 4.7–4.11, доказанных в [15]. По
сути, в [15] рассматривается более сложная ситуация, когда не требуется ограниченность
спектрального пространства. Как мы уже отмечали ранее, для численных моделей по-
верхности морского волнения, когда не требуется учитывать влияние волн сколь угодно
малой длины, ограниченность спектрального пространства представляется естественным
предположением.

Предположение о том, что корреляционная матрица случайного вектора
(w(x1), . . . , w(xL)) является невырожденной, также является естественным для моде-
лей морской поверхности. Это предположение означает, что нет каких-либо “жестких”
ограничений на возможные значения поля возвышений b1, . . . , bL морской поверхности в
точках x1, . . . , xL.

2. Сходимость пространственных спектральных моделей
морской поверхности

Исследуем сходимость пространственных и пространственно-временных спектраль-
ных моделей, которые использовались для моделирования поверхности морского волне-
ния и аномально высоких волн-убийц в работах [6, 11, 24].
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В качестве модели пространственного поля возвышений поверхности морского волне-
ния относительно среднего уровня (в некоторый фиксированный момент времени) будем
рассматривать гауссовское однородное поле w(x, y), (x, y) ∈ R2, с нулевым средним и со
спектром, сосредоточенным в ограниченной области Λ ⊂ R2. Без ограничения общности
можно предполагать, что Λ = (−A,A)×(0, B). Через f(λ, ν) (λ, ν) ∈ Λ, будем обозначать
спектральную плотность поля w(x, y):

R(x, y) = Ew(x, y)w(0, 0) =

∫
Λ

cos(λx+ νy)f(λ, ν)dλ dν. (10)

Согласно [1] для описания стохастических свойств поверхности морского волнения ис-
пользуют так называемый частотный спектр S(µ) и угловой спектр Q(φ). Частотный
спектр представляет собой спектральную плотность стационарного случайного процесса,
описывающего зависимость от времени уровня морской поверхности в некоторой фикси-
рованной точке на плоскости. Угловой спектр описывает распределение энергии волн в
зависимости от угла относительно направления ветра. Именно эти спектры оцениваются
по результатам наблюдений.

Для углового спектра часто используют аппроксимацию, предложенную в работе [4],

Q(φ) =
2

π
cos2(φ), φ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
. (11)

В этом случае для глубокой воды спектральную плотность поверхности морского волне-
ния w(x, y) можно представить в следующем виде [11, 15]:

f(λ, ν) =
1

2
√
λ2 + ν2

√
g√

λ2 + ν2
S

(√
g
√
λ2 + ν2

)
Q(φ). (12)

Здесь φ = arg(λ+ iν), g ≈ 9.8 м/с2 — ускорение свободного падения, частотный спектр S
имеет размерность м2с, угловой спектр является безразмерным, а спектральная плот-
ность f имеет размерность м4. В формулах (10)–(12) предполагается, что направление
ветра совпадает с осью OX.

Примером частотного спектра является следующая аппроксимация, представленная
в работе [1]:

S(µ)=


6m0 (µmax/µ)5 µ−1 exp

{
−1.2

[
(µmax/µ)5 − (µmax/µ1)5

]}
, µ ∈ (0, µ1],

S(µ1) + (S(µ2)− S(µ1)) (µ− µ1)/(µ2 − µ1), µ ∈ (µ1, µ2),

0.0078g2µ−5, µ ∈ [µ2, µ3);

(13)

µ1 = 1.8µmax µ̃
(−0.7), µ2 = 2.0µmax µ̃

(−0.7),

µ̃ = v µmax/g, m0 = 0.00127g−2v4µ̃(−3.19).

Здесь µ3 ≈ 30 с−1 — верхняя граница частотного спектра гравитационных волн, µmax —
частота спектрального максимума (с−1) частотного спектра S(µ), v — скорость вет-
ра (м/с) на высоте 10 м над уровнем моря. На рисунке 1 представлен частотный
спектр (13) с параметрами v = 10 м/с, µmax = 0.3 с−1.

Для поля возвышений морской поверхности w(x, y) будем рассматривать простран-
ственные спектральные модели вида
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wMN (x, y) =

M∑
i=1

N∑
j=1

aij
[
ξij cos(λijx+ νijy) + ηij sin(λijx+ νijy)

]
(14)

со спектральными пространствами

ΛMN = (−AMN , AMN )× (0, BMN ) ⊂ Λ. (15)

Рис. 1. Частотный спектр (13) поверхности морского волнения с параметрами v = 10 м/с,
µmax = 0.3 с−1

При построении спектральных моделей можно брать AMN = A, BMN = B. Одна-
ко для уменьшения трудоемкости вычислений порой целесообразно выбирать значения
AMN < A, BMN < B, так чтобы основная “масса” спектра была сосредоточена в области
ΛMN = (−AMN , AMN )× (0, BMN ).

Как и в работах [6, 11, 24], для нерандомизированных и рандомизированных спек-
тральных моделей будем рассматривать разбиения спектральных пространств ΛMN на
MN одинаковых прямоугольников Qij

ΛMN =
M∑
i=1

N∑
j=1

Qij

со сторонами dA = 2AMN/M и dB = BMN/N ;

Qij = (−AMN + (i− 1)dA,−AMN + idA)× ((j − 1)dB, jdB), (16)

i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . , N.

В случае нерандомизированной спектральной модели точки (λij , νij) выбираются в цен-
трах этих прямоугольников. Рандомизированная спектральная модель без разбиения
спектрального пространства полностью определяется заданием спектрального простран-
ства ΛMN и числом гармоник n = MN .



К.В. Литвенко, С.М. Пригарин 61

Теорема 1. (А) Предположим, что для описания пространственного поля возвышений
поверхности морского волнения относительно среднего уровня используется гауссов-
ское вещественное однородное случайное поле w(x, y), (x, y) ∈ R2, с нулевым средним и
некоторой спектральной плотностью f(λ, ν), сосредоточенной на ограниченном спек-
тральном пространстве Λ = (−A,A) × (0, B). Рассмотрим три типа спектральных
моделей (14)−(16): нерандомизированную, рандомизированную с разбиением и без разби-
ения спектрального пространства ΛMN . Если

M →∞, N →∞, AMN → A, BMN → B, (17)

то для всех трех типов спектральных моделей выполнено :

1. wMN (x, y) сходятся к w(x, y) в смысле сходимости конечномерных распределений;

2. wMN (x, y) слабо сходятся к w(x, y) в пространстве C p(K), p = 0, 1, . . . ;

3. wMN (x, y) слабо сходятся к w(x, y) в пространстве L p(K), p ≥ 1,

где K — произвольный компакт в R2.

(Б) Если для поля w(x, y) выполнено дополнительное условие

w(xl, yl) = bl, l ∈ {1, 2, . . . , L}, (18)

и корреляционная матрица случайного вектора (w(x1, y1), . . . , w(xL, yL)) является невы-
рожденной, то (17) гарантирует также сходимость соответствующих условных
спектральных моделей.

Доказательство теоремы вытекает из лемм 1 и 2, так как (17) гарантирует выполнение
(4) и (7).

На рисунке 2 приведена реализация спектральной модели wMN (x, y) поля морского
волнения со спектральной плотностью (11)–(13) c параметрами

v = 5 м/с, µmax = 0.4 с−1, (19)

где A = 0.035, B = 0.075, M = 200, N = 100.

Рис. 2. Реализация спектральной модели поверхности морского волнения wMN (x, y) со спек-
тром (11)−(13), (19) и параметрами A = 0.035, B = 0.075, M = 200, N = 100
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Замечание о выборе спектральных пространств. Несколько факторов определяют
выбор “оптимальных” размеров множеств Λ и ΛMN : особенности оцениваемых функцио-
налов, вид спектральной плотности, а также значения параметровM и N (в случае спек-
тральных пространств ΛMN ). При этом очевидно, что нужно учитывать то, насколько
существенно отличается дисперсия спектральной модели

DMN =

∫
ΛMN

f(λ, ν) dλ dν (20)

от дисперсии случайного поля

D =

∫
Λ

f(λ, ν) dλ dν. (21)

В качестве примера рассмотрим спектральную плотность (11)–(13) с параметрами (19)
на спектральном множестве Λ = (−A,A)× (0, B), где

A = 0.3, B = 0.6 (22)

(эта спектральная плотность представлена на рис. 3 для области (−0.03, 0.03)×(0, 0.05)).
Вычисления показали, что в этом случае D = 1.316, а значения DMN и отношения
DMN/D приведены в таблице.

Рис. 3. Пример спектральной плотности f(λ, ν) поверхности морского волнения

Таблица. Значения дисперсий DMN спектральных моделей для спектральной плотности f(λ, ν)
(см. (11)–(13), (19)) и AMN ≤ A = 0.3, BMN ≤ B = 0.6

AMN BMN DMN DMN / D, %

0.3 0.6 1.316 100
0.15 0.3 1.314 99.85
0.075 0.15 1.306 99.24
0.05 0.1 1.290 98.02
0.0375 0.075 1.263 95.97
0.025 0.05 1.178 89.51

Из таблицы видно, что значительное уменьшение размеров спектрального простран-
ства модели может искажать дисперсию исходного поля незначительно. При решении
практических задач требуется сбалансированный выбор размеров спектрального про-
странства и числа гармоник спектральной модели.
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3. Сходимость пространственно-временных спектральных
моделей морской поверхности

Существенным преимуществом, которое выделяет спектральные модели среди дру-
гих численных методов моделирования поверхности морского волнения, является от-
носительно простой переход от пространственной модели к пространственно-временной.
Этот переход осуществляется на основе дисперсионного соотношения, которое связывает
временную и пространственную длины волн на водной поверхности. Предположим, что
пространственно-временное поле возвышений водной поверхности относительно среднего
уровня описывается гармоникой

u(x, y, t) = ξ cos(λx+ νy + µt) + η sin(λx+ νy + µt).

Тогда выполнено соотношение

µ2 = g
√
λ2 + ν2 th

(
H
√
λ2 + ν2

)
, (23)

которое называется дисперсионным [1]. Здесь H — глубина водоема, а g — ускорение
свободного падения. В случае глубокой воды, когда

√
λ2 + ν2H � 1, используют упро-

щенное дисперсионное соотношение (23):

µ2 = g
√
λ2 + ν2. (24)

Пространственно-временная спектральная модель, соответствующая пространственной
модели (14), принимает вид

uMN (x, y, t) =

M∑
i=1

N∑
j=1

aij
[
ξij cos(λijx+ νijy + µijt) + ηij sin(λijx+ νijy + µijt)

]
, (25)

где

µij =

√
g
√
λ2
ij + ν2

ij . (26)

Замечание о спектре пространственно-временной модели морской поверхно-
сти. В случае глубокой воды спектральная мера гауссовского случайного поля u(x, y, t)
(стационарного по времени и однородного по пространству), описывающего взволнован-
ную морскую поверхность, сосредоточена на поверхности

g
√
λ2 + ν2 − µ2 = 0, (27)

изображение которой приведено на рис. 4. Для корреляций при этом выполнено

Mu(0, 0, 0)u(x, y, t) =

∫
R2

cos(λx+ νy + µ(λ, ν)t)f(λ, ν) dλ dν, µ(λ, ν) =

√
g
√
λ2 + ν2.
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Рис. 4. Поверхность g
√
λ2 + ν2 − µ2 = 0, на которой сосредоточена спектральная мера поля

u(x, y, t), описывающего поверхность морского волнения в случае глубокой воды

Теорема 2. (А) Предположим, что для описания пространственно-временного поля
возвышений поверхности морского волнения относительно среднего уровня использу-
ется гауссовское вещественное однородное случайное поле u(x, y, t), (x, y, t) ∈ R3, с ну-
левым средним и спектральной мерой, сосредоточенной на поверхности (23) или (24).
Предположим также, что однородное случайное поле w(x, y) = u(x, y, 0) имеет неко-
торую спектральную плотность f(λ, ν), равную нулю вне ограниченного множества
Λ = (−A,A) × (0, B). Рассмотрим три типа пространственных спектральных моде-
лей (14)−(16) для поля w(x, y): нерандомизированную, рандомизированную с разбиени-
ем и без разбиения спектрального пространства ΛMN , для которых выполнено (17), а
также соответствующие пространственно-временные модели uMN (x, y, t), построен-
ные на основе пространственных моделей wMN (x, y) по формулам (25), (26). Тогда для
пространственно-временных спектральных моделей выполнено:

1. uMN (x, y, t) сходятся к u(x, y, t) в смысле сходимости конечномерных распределе-
ний;

2. uMN (x, y, t) слабо сходятся к u(x, y, t) в пространстве C p(K), p = 0, 1, . . . ;

3. uMN (x, y, t) слабо сходятся к u(x, y, t) в пространстве L p(K), p ≥ 1,

где K — произвольный компакт в R3.

(Б) Если для поля u(x, y, t) выполнено дополнительное условие

u(xl, yl, tl) = bl, l ∈ {1, 2, . . . , L}, (28)

и корреляционная матрица случайного вектора (u(x1, y1, t1), . . . , u(xL, yL, tL)) является
невырожденной, то (17) гарантирует также сходимость соответствующих услов-
ных пространственно-временных спектральных моделей ucond

MN (x, y, t) к предельному по-
лю ucond(x, y, t).

Доказательство. По условию теоремы спектр гауссовского случайного поля u(x, y, t)
сосредоточен на поверхности или (23), или (24). Поэтому из ограниченности спектраль-
ного множества поля w(x, y) следует ограниченность спектрального множества поля
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u(x, y, t). Так как для спектральных моделей wMN (x, y) выполнены условия (17), то спек-
тральные модели uMN (x, y, t) представимы в виде (3), (6) и удовлетворяют условиям (4)
и (7). Таким образом, можно воспользоваться леммами 1 и 2, из которых и вытекает
утверждение теоремы.

Части (Б) теорем 1 и 2 описывают достаточные условия сходимости численных про-
странственных и пространственно-временных моделей морского волнения с аномально
высокими волнами, которые рассматривались в работах [6, 11, 24].

Заключение

Численные спектральные модели поверхности морского волнения являются перспек-
тивным средством для решения множества прикладных задач, связанных, например,
с исследованием влияния морского волнения на морские суда и платформы, решением
задач оптики океана, изучением особенностей возникновения аномально высоких волн
[5–11]. В данной работе на основе общих результатов о сходимости случайных полей для
широкого класса пространственных и пространственно-временных спектральных моде-
лей получены условия, гарантирующие сходимость к предельному полю, описывающему
взволнованную морскую поверхность. Полученные условия имеют простой вид и обеспе-
чивают сходимость оценок функционалов, вычисляемых методом Монте-Карло по мно-
жеству реализаций спектральных моделей морской поверхности.
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