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Проведено теоретическое исследование влияния кинетики разрушения на характер из-
менения скорости в откольном импульсе и показано, что учет роста пористости среды
при положительном давлении, являющегося следствием инерционного расширения пу-
зырей при кавитации, позволяет объяснить экспериментально наблюдаемое увеличение
амплитуды откольного импульса до значений, превышающих максимальное значение
скорости свободной поверхности.
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Исследования откольных явлений при отражении ударной волны от свободной по-
верхности тела [1, 2] позволяют получить информацию о прочностных свойствах мате-
риалов в субмикросекундном диапазоне. В этих условиях время разрушения сопоставимо
с длительностью действия нагрузки, и откольная прочность не является исчерпывающей
характеристикой, т. е. сопротивление разрушению следует рассматривать как функцию
скорости деформирования и других параметров состояния. Поэтому экспериментальные
данные, в частности профили скорости движения свободной поверхности исследуемых ма-
териалов, содержат информацию о кинетических закономерностях разрушения. В работах
[3–5] проведен анализ волновых процессов в разрушаемой среде и рассмотрена эволюция
импульса сжатия после его отражения от свободной поверхности образца. В частности,
определен критерий формирования откольного импульса и показано, что зависимость от-
кольной прочности от скорости деформирования определяется кинетикой разрушения.

Очевидно, кинетика влияет также на форму откольного импульса, причем характер
этого влияния может оказаться непредсказуемым. На рис. 1 приведены зависимости ско-
рости свободной поверхности от времени, экспериментально полученные для глицерина и
воды в работах [6–8]. Видно, что выход ударной волны на свободную поверхность вызы-
вает скачкообразное увеличение скорости поверхности до значения W0, равного удвоенной
массовой скорости в ударной волне. Далее наблюдается уменьшение скорости, обуслов-
ленное наличием волны разрежения, распространяющейся за ударным скачком. Взаимо-
действие падающей и отраженной от свободной поверхности волн разрежения приводит

к растяжению и разрушению материала, что вызывает релаксацию растягивающих на-
пряжений и формирование волны сжатия, которая выходит на свободную поверхность в
виде откольного импульса. Характер изменения скорости свободной поверхности глицери-
на (кривая 1) является типичным для многих материалов [9], в частности в откольном
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Рис. 1. Экспериментально полученные зависимости скорости свободной поверх-
ности от времени:
1 — глицерин [8], 2, 3 — вода (эксперименты 2, 3 соответственно в работах [6, 7]);
пунктирная линия — расчетный профиль, соответствующий условиям эксперимента 2
в работах [6, 7]

импульсе максимальное значение Wms < W0. Однако это не является обязательным усло-
вием, следующим из общих закономерностей динамики разрушения. Например, на рис. 1
видно, что для воды (кривые 2, 3) Wms > W0, причем это превышение выходит за пределы
допустимой погрешности и воспроизводится от эксперимента к эксперименту. Объяснению
столь необычного экспериментального факта и выявлению свойств кинетики разрушения,
способных привести к увеличению амплитуды откольного импульса до значения, превы-
шающего значение W0, посвящена данная работа.

Закономерности роста одиночной поры. При импульсном растяжении внутри
жидкостей возникают отрицательные давления, что приводит к возникновению и росту

пузырей — кавитации. Процесс зарождения пузырей в жидкостях описывается моделью
гомогенного зародышеобразования [10, 11], а их последующий рост — уравнениями гид-
родинамики. При этом первая стадия — гомогенное зародышеобразование — определяет

максимальные отрицательные давления (откольную прочность), которые могут реали-
зовываться в жидкости в данных условиях [3–5], тогда как форма откольного импульса
зависит от кинетики роста пузырей. Поэтому для выяснения физических причин, приво-
дящих к увеличению амплитуды откольного импульса, необходимо рассмотреть процесс
роста кавитационного пузырька. В простейшей постановке движение одиночного пузырь-
ка в жидкости при отрицательном давлении P на бесконечности описывается уравнением

Рэлея [12], из которого следует, что скорость увеличения радиуса пузырька R быстро

выходит на постоянное значение, не зависящее от вязкости жидкости, ее поверхностного
натяжения и начального радиуса пузырька [13]:

R ∼ t[−2P/(3ρ)]1/2

(t — время; ρ — начальная плотность жидкости).
В рассматриваемой задаче важно учитывать, что после прекращения растяжения,

когда давление скачкообразно увеличивается до положительного значения Pi, продолжа-
ется дальнейшее инерционное расширение пузырька до достижения максимального разме-
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ра Rmax, который при −P/Pi � 1 определяется соотношением [13]

Rmax ∼ R∗(−P/Pi)
1/3,

где R∗ — радиус пузырька в момент прекращения воздействия отрицательных давлений.
Инерционное расширение может быть существенным, что следует учитывать при постро-
ении кинетики откольного разрушения. Как правило, это не выполняется и предполагает-
ся, что скорость роста пор при разрушении становится равной нулю при положительных
давлениях.

Покажем, что рост пористости среды при сжатии, вызванный инерционным расши-
рением пузырей при смене знака давления, может привести к экспериментально наблюда-
емому увеличению амплитуды откольного импульса до значений, превышающих макси-
мальные значения скорости свободной поверхности. С этой целью используем простейшую
модель движения, которая не описывает реальную динамику роста и взаимодействия пор
при отколе, однако позволяет учитывать возможность увеличения пористости при поло-
жительном давлении вследствие инерционного расширения пузырьков.

Постановка и решение задачи. Рассмотрим в акустическом приближении эволю-
цию треугольного импульса сжатия после его отражения от свободной поверхности образ-
ца, разрушающегося при отрицательном давлении. В общем случае учет нелинейности мо-
жет иметь большое значение при анализе явлений, возникающих в результате отражения
ударной волны от свободной поверхности [13]. Однако согласно работе [3] в рассматрива-
емой ниже задаче учет нелинейности не приводит к появлению каких-либо качественных
особенностей. Предположим, что разрушение начинается при достижении растягиваю-
щими напряжениями критического значения Pk и характеризуется величиной удельного

объема пористой среды vp. Полный удельный объем среды равен сумме удельного объема
пористой среды vp и удельного объема сплошной среды vs: v = vp + vs. Система уравнений
гидродинамики, замкнутая уравнениями кинетики и состояния, в переменных Лагранжа
имеет вид

∂u

∂t
+

1

ρ

∂P

∂h
= 0,

∂v

∂t
− 1

ρ

∂u

∂h
= 0,

P = ρ2c2
(1

ρ
− v + vp

)
, ρ

∂vp

∂t
= F (t, h),

(1)

где t — время; h — лагранжева координата; u — массовая скорость; ρ, c — начальные

плотность и скорость звука; F — скорость изменения удельного объема пористой сре-
ды. В уравнении состояния давление определяется по удельному объему сплошной среды,
что позволяет учитывать зависимость скорости звука от пористости. Детальный анализ
обусловленных этим явлений, в частности изменения наклона характеристик в плоскости
давление — массовая скорость, проведен в работе [4].

На рис. 2 показана картина течения в плоскости t−h. В области I взаимодействие
падающей и отраженной волн отсутствует, и зависимость массовой скорости и давления
от координат и времени соответствует треугольному импульсу сжатия:

u(h, t) = u0 − k(ct− h), P (h, t) = ρcu(h, t).

Здесь u0 — максимальное значение массовой скорости; k — константа, характеризующая
длительность импульса 2h0:

h0 = −cτ0 = −u0/(2k).

В области III происходит взаимодействие падающего и отраженного от свободной по-
верхности (h = 0) импульсов, что приводит к возникновению растягивающих напряжений.
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Рис. 2. Картина течения в плоскости t−h при отражении треугольного импуль-
са сжатия от свободной поверхности h = 0:
I — область, где взаимодействие падающей и отраженной волн отсутствует; II — об-
ласть разрушения; III, III∗, IV, IV∗ — области, где взаимодействие волн не приводит
к разрушению

Рис. 3. Зависимость скорости свободной поверхности от времени при постоян-
ной скорости разрушения:
1 — скорость разрушения больше критической; 2 — скорость разрушения равна кри-
тической

Поскольку абсолютное значение растягивающих напряжений не превышает критическо-
го значения, среда не разрушается, и решение, удовлетворяющее условию на свободной

поверхности, имеет вид

u(h, t) = 2(u0 − kct), P (h, t) = 2ρckh. (2)

Согласно (2) скорость свободной поверхности после выхода на нее ударной волны скач-
кообразно возрастает до значения W0 = 2u0 (рис. 3), а затем линейно уменьшается до
момента времени t = 2τk. В дальнейшем характер изменения скорости свободной поверх-
ности определяется характером разрушения материала в области II, которое начинается
при h = hk, t = τk = −hk/c, когда давление достигает порогового значения Pk. Тече-
ние в области II определяется в результате решения системы (1) с граничными условиями
при h = hk, h→ −∞ и начальными условиями на (C−)-характеристике, проходящей через
начало координат.

В работах [3–5] приведено решение в области II для некоторых кинетических соотно-
шений.

Рассмотрим простейший случай постоянной скорости разрушения. Пусть F = 1/τµ

(τµ — характерное время процесса разрушения). В области II решение имеет вид [4]

P (h, t) = 2ρckh + ρc2(t− h/c− 2τk)/(4τµ); (3)

u(h, t) = 2(u0 − kct) + c(t + 3h/c + 2τk)/(4τµ).

На профиле скорости свободной поверхности (см. рис. 3) при t = 2τk имеет место излом и

далее, при 2τk 6 t 6 4τk, скорость свободной поверхности изменяется по закону

W

W0
= 1− t

2τ0
+

c

2W0

t− 2τk

τµ
.
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Согласно [3–5] формирование откольного импульса (кривая 1 на рис. 3) наблюдается толь-
ко в случае, если скорость разрушения (v̇p = 1/(ρτµ)) более чем в четрые раза превы-
шает скорость расширения удельного объема в разгрузочной части падающего импульса

(v̇ = k/ρ). Кривая 2 на рис. 3 соответствует критическим условиям, при выполнении
которых скорость свободной поверхности после начала разрушения остается постоянной

(Ws — скорость свободной поверхности в момент выхода на нее откольного импульса).
После начала разрушения давление в области II увеличивается и начиная с некоторого

момента становится положительным. Граница, на которой изменяется знак давления P ,
определяется из соотношения (3):

t = 2τk + h(1− 8kτµ)/c. (4)

На рис. 2 пунктирная линия BD построена по соотношению (4). Ниже этой линии
давление в области II является отрицательным, выше — положительным. При условии
формирования откольного импульса (kτµ < 4) скорость свободной поверхности увеличива-
ется и достигает значенияWms = W0 в момент времени tms (см. рис. 3), соответствующий
приходу (C+)-характеристики ABC (см. рис. 2), которая проходит через точку B, лежа-
щую на пересечении линии (4) с (C−)-характеристикой и имеющую координаты (t∗, h∗):

t∗ = τk/(1− 4kτµ), h∗ = −cτk/(1− 4kτµ), tms = 2t∗.

Таким образом, постоянная скорость разрушения, являющаяся следствием инерцион-
ного роста кавитационных пузырей при положительных давлениях, приводит к тому, что
при t > tms амплитуда откольного импульса становится больше W0. Рассмотренная мо-
дель разрушения является максимально упрощенной, что позволяет показать возможность
реализации условий, при которых Wms > W0. Однако определить максимальные значения
амплитуды откольного импульса не представляется возможным, поскольку скорость сво-
бодной поверхности увеличивается до бесконечности. Этого можно избежать, если учесть
зависимость скорости роста пор от давления.

Пусть F = −(P − Pi)/(ρ
2c2τµ), где Pi > 0 — пороговое значение давления, определя-

ющее возможность роста пор при положительном давлении.
Решение в области II (см. рис. 2) при Pi = 0 получено в работе [3]. В общем случае

это решение находится аналогично: из системы уравнений (1) исключаются величины v,
vp и проводится замена независимых переменных:

T = t + h/c, x = h.

Применяя к данной системе двух уравнений в частных производных преобразование

Лапласа по T , получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений, общее
решение которой, ограниченное при x → −∞ и обеспечивающее непрерывность (J−)-
инварианта Римана при x = xk, имеет вид

P̂ (x, s) =
2kρc

s

[
− 2cτµ +

s

∆

( 1

λ1
exp (λ1(x− x0))−

1

λ2
exp (λ2(x− x0))

)]
θ(x− x0) +

+ a exp (λ1x) +
Pi

2cτµs

(
2cτµ −

s

λ1∆
exp (λ1(x− x0))

)
,

(5)

û(x, s) =
2k

s

(
2(x− x0 + cτµ)− 1

λ1
exp (λ1(x− x0))−

1

λ2
exp (λ2(x− x0))

)
θ(x− x0)−

− ∆

ρcs
a exp (λ1x)− Pi

2ρc2τµs

(
2cτµ −

1

λ1
exp (λ1(x− x0))

)
,

где

λ1,2 = (−s±∆)/c, ∆ =
√

s(s + 1/τµ),
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a = −2ρk

λ2

[
2xk +4cτµ+

c

s
+

c

∆

(λ2

λ1
exp (λ1(xk−x0))−

λ1

λ2
exp (λ2(xk−x0))

)]
exp (−λ1xk)+

+
Pi

2c2τµλ2

(
4cτµ +

cλ2

λ1∆
exp (λ1(xk − x0))

)
exp (−λ1xk),

s — переменная Лапласа; û, P̂ — образы Лапласа массовой скорости и давления. Констан-
та a находится из условия непрерывности (J−)-инварианта Римана при x = xk. В областях
III∗, IV∗ и т. д. (см. рис. 2) функциональная зависимость J− от координат и времени раз-
личная, и в каждой последующей области инвариант определяется лишь после нахождения
решения в предыдущей области. Приведенное значение константы a определено в интер-
вале 0 6 T 6 2τk, где справедливо решение (5).

Некоторые результаты можно найти непосредственно из (5), не переходя к оригина-

лам. Например, используя известное свойство преобразования Лапласа [14] lim
s→∞

(sĜ(s)) =

G(0), находим давление справа от скачка вдоль (C−)-характеристики (см. рис. 2) в виде

P = −4kρc2τµ + Pi +
[
4kρc2τµ

(
1− τk

2τµ

)
− Pi

]
exp

(h− hk

2cτµ

)
(6)

(рассматривается случай h > h0, представляющий наибольший интерес). Из соотноше-
ния (6) следует, что после начала разрушения в точке hk, τk давление вдоль (C−)-ха-
рактеристики продолжает уменьшаться, если начальная скорость разрушения (v̇p =
−(Pk − Pi)/(ρ

2c2τµ)) более чем в четыре раза превышает скорость расширения удельного
объема в разгрузочной части падающего импульса (v̇ = k/ρ), и начинает увеличиваться
в противоположном случае, в обоих случаях стремясь к величине −4kρc2τµ +Pi. Знак этой
величины определяется соотношением между характерным временем разрушения и поро-
говым значением давления, при котором начинается схлопывание пор. Следовательно, как
и в рассмотренном выше случае постоянной скорости разрушения, можно предположить,
что при определенных параметрах кинетики амплитуда откольного импульса может пре-
вышать максимальное значение скорости свободной поверхности.

C учетом того что (J+)-инвариант сохраняет постоянное значение вдоль (C+)-харак-
теристик в неразрушенной части образца, найдем скорость свободной поверхности образца
при 2τk 6 t 6 4τk. Значение (J+)-инварианта на свободной поверхности равно ρcu(0, t), а
при h = hk из решения (5) в области разрушения следует

Ĵ+(s, xk)

ρc
=

4k

s
(xk − x0) +

4kλ1

sλ2

(
xk + 2cτµ −

Pi

2ρck

)
+

2kcλ1

s2λ2
+

8k

cλ2
2

exp (λ2(xk − x0)).

Используя известные формулы обращения и свойства преобразования Лапласа [14, 15], для
скорости свободной поверхности при 2τk 6 t 6 τk получаем

u(0, t)

W0
= 1− 1

δ0
[1 + (1− 2δµ + δi)F1(z)− δµF2(z)− 2δµF3(z)], (7)

где

F1(z) = exp (−z) [I0(z) + I1(z)]− 1,

F2(z) = exp (−z) [2z(I0(z) + I1(z)) + I0(z)]− z − 1,

F3(z) = exp (−z + zk)

z−zk∫
zk

[
I0(z − zk − ξ) +

(
1− 1

z − zk − ξ

)
I1(z − zk − ξ)

]
×

× I0

(√
ξ2 − z2

k

)
dξ θ(z − 2zk),
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z =
t− 2τk

2τµ
, zk =

xk − x0

2cτµ
=

τ0 − τk

2τµ
, δ0 =

τ0

τk
,

δµ = τµ/τk — скорость разрушения; δi = −Pi/Pk — пороговое значение давления, при кото-
ром начинается схлопывание пор; I0, I1 — модифицированные функции Бесселя нулевого

и первого порядков. Заметим, что функция F3 отлична от нуля только в том случае, когда
длительность импульса нагрузки меньше значения 4τk. Как правило, это условие не вы-
полняется, и соотношение (7) значительно упрощается, поскольку u(0, t) явно выражается
через модифицированные функции Бесселя.

На рис. 4, 5 приведены построенные по формуле (7) профили скорости при различ-
ных значениях параметров δµ, δi, определяющих кинетику разрушения, и заданном им-
пульсе сжатия δ0 = 5. Табличные значения функций Бесселя взяты из справочника [15].
Поскольку скорость свободной поверхности обратно пропорциональна величине δ0, измене-
ние длительности импульса сводится лишь к изменению масштаба по оси абсцисс, поэто-
му рис. 4, 5 являются универсальными. В начальный момент времени профиль скорости
повторяет форму исходного импульса сжатия. В момент времени t = 2τk на свободной по-
верхности появляются признаки начала разрушения материала, и в этой точке наблюдает-
ся излом. Условие формирования откольного импульса определяется начальной скоростью
разрушения и следует непосредственно из выражения (7). Действительно, при 2τk 6 t 6 τk

производная от скорости по времени равна

d

dt

(u(0, t)

W0

)
=

1

2τ0

[(1 + δi

δµ
− 2

)
exp (−z)

I1(z)

z
+ F1(z)

]
. (8)

1

2
3

t/(2tk)

u/W0

21

0,7

0,6

0,8

0,9

1,0

1,1

0 t/(2tk)

u/(2u0)

21

0,7

0,6

0,8

0,9

1,0

1,1

0

1

2

3

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Профили скорости свободной поверхности при фиксированном порого-
вом значении давления, при котором начинается схлопывание пор (δi = 0,5), и
различных значениях скорости разрушения:
1 — δµ = 1,75 · 10−2, 2 — δµ = 10−3, 3 — δµ = 10−4

Рис. 5. Профили скорости свободной поверхности при фиксированной скорости
разрушения δµ = 10−2 и различных пороговых значениях давления, при которых
начинается схлопывание пор:
1 — δi = 0, 2 — δi = 0,4, 3 — δi = 0,5
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В частности, при t = 2τk + 0 имеем
d

dt

(u(0, 2τk)

W0

)
=

1

4τ0

(1 + δi

δµ
− 2

)
=

1

8τ0

( v̇p

v̇
− 4

)
,

т. е., как и при постоянной скорости разрушения, откольный импульс наблюдается толь-
ко в случае, когда начальная скорость разрушения v̇p более чем в четыре раза превы-
шает скорость расширения удельного объема в разгрузочной части падающего импуль-
са v̇ (см. рис. 4, 5). В данном случае наибольший интерес представляет исследование

характера зависимости максимальных значений скорости Wms, которые достигаются в
откольном импульсе, от параметров кинетики разрушения. На рис. 4 пороговое значение
давления Pi, при превышении которого рост пор прекращается, является фиксированным
и равно Pi = −0,5Pk (δi = 0,5), а начальные значения скорости разрушения различны.
Видно, что существует такое критическое значение начальной скорости разрушения (кри-
вая 1 на рис. 4), при котором Wms = W0. Дальнейшее увеличение скорости разрушения
(кривые 2, 3 на рис. 4) приводит к тому, что значение Wms становится больше W0. Анало-
гичный результат получаем и в случае, если скорость разрушения фиксированна, а поро-
говое значение давления, при котором начинается схлопывание пор, возрастает. На рис. 5
представлены профили скорости при δµ = 10−2 и различных значениях Pi. При δi = 0
(кривая 1) амплитуда откольного импульса меньше W0, что обычно и наблюдается в экс-
периментах. Однако существует критическое пороговое значение давления (кривая 2), при
котором Wms = W0. При дальнейшем увеличении этого значения Wms > W0 (кривая 3 на
рис. 5).

Определим положение tms и амплитуду максимума скорости откольного импульса

Wms, приравняв производную (8) к нулю. При высокой скорости разрушения (δµ � 1),
представляющей наибольший интерес, полученные соотношения имеют простой вид:

tms

2τk
'

((1 + δi)
2δµ

2π

)1/3
. (9)

Подставляя (9) в (7), находим

Wms

W0
' 1 +

δi

δ0
− 3

δ0

((1 + δi)
2δµ

2π

)1/3
.

Критическое пороговое значение давления P ∗i , при котором начинается схлопывание пор
и при превышении которого Wms > W0, равно

δ∗i = −P ∗i
Pk
' 3

( δµ

2π

)1/3
.

Простая кинетика разрушения, использованная в данной работе, позволяет не толь-
ко качественно обосновать основную причину существования завышенных амплитуд от-
кольного импульса, но и удовлетворительно количественно описать экспериментальные
данные. На рис. 1 приведены расcчитанный по формуле (7) (пунктирная линия, δ0 = 8,3,
δµ = 3,5 · 10−4, δi = 0,5) и экспериментальный (кривая 2) профили скорости. Несмотря
на то что всех деталей течения, в частности резкого уменьшения скорости в откольном
импульсе после достижения максимума, расчет не отражает, полученное значение ампли-
туды хорошо согласуется с экспериментально определенной величиной.

Таким образом, проведенное исследование влияния кинетики разрушения на характер
изменения скорости свободной поверхности в откольном импульсе показывает, что учет
роста пористости среды при положительном давлении объясняет экспериментально на-
блюдаемое увеличение амплитуды откольного импульса до значений, превышающих мак-
симальное значение скорости свободной поверхности. Рассмотренная модель разрушения
учитывает инерционное расширение пузырей при положительных давлениях.
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