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ЛЕЖАЩЕМ НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 
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Исследовано распространение волн в упруго-вязкопластическом слое с полостью, лежащем на 
упругом основании при воздействии динамической нагрузки со стороны дневной поверхности 
с помощью метода “распада разрыва” С. К. Годунова. Используемая методика решения может 
способствовать дальнейшему развитию подобного класса задач в других разделах механики.  
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This paper is devoted to the study of wave propagation in elastic viscoplastic layer with a cavity,  
located on an elastic base under the dynamic pressure of day surface. This problem is solved by 
“discontinuity disintegration” method of S. K. Godunov. Using the S. K. Godunov’s method for  
research and solution of wave propagation in a layered semi-sphere with cavities located on an elastic 
base under the dynamic pressure will further develop the solution to the same types of problems in 
other mechanics subdisciplines.  
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Рассмотрим частный случай, когда источником возникновения волн (рис. 1) является дина-
мическая нагрузка, которая действует на слой со стороны дневной поверхности, со следую-
щими параметрами: n1 = 198, n2 = 202, m1 = 10; m2 = 16; n11 = 250, n22 = 254, 0024888.0==Δ dtt ; 

005.0==Δ=Δ hух .  
Начальные и граничные условия указаны ниже: 
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где A, B = const, А = 133.93335, В = 0.1193379; υ , u — соответственно составляющие скорости 
частиц среды по оси x и y;  xσ , yσ , zσ , τ — соответственно составляющие напряжения.  
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Рис. 1. Полость в упруго-вязкопластическом слое, лежащем на упругом основании 

Система уравнений упруго-вязкопластической среды [1, 2] в безразмерном виде относи-
тельно к параметрам упругости имеет вид: 
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Конечно-разностная система уравнений [3, 4] для системы дифференциальных уравнений (1) 
имеет вид: 
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Для упругого основания система дифференциальных уравнений в конечно-разностном виде 
имеет следующий вид [5, 6]:  
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В системах уравнений (2), (3) 
1mu , 

2mu , 
1mυ , 

2mυ , 
1

( )x mσ , 
2

( )x mσ , 
1

( )y mσ , 
2

( )y mσ , 
1mτ , 

2mτ  вычисляются в точках n1, n2, m1, m2, которые находятся на границах двух ячеек. 

В двух соседних ячейках состояние среды разное, поэтому происходит распад разрыва на 
границах, т. е. в результате взаимодействия двух соседних ячеек с различными состояниями, 
происходит “перетекания” массы, импульса и энергии через общую границу ячеек.  

Для решения подобных задач удобно использовать метод С. К. Годунова, который позво-
ляет сложные системы уравнений привести к более простым. Этот метод допускает наглядную 
физическую интерпретацию, соответствующую выбору разностной сетки с усредненными 
значениями физических величин. 

В нашем случае предлагается систему уравнений (1) разделить на две системы уравнений, 
одна из которых зависит только от оси x, а другая — от y. Таким образом, мы получили две 
простые системы уравнений, зависящие только от одной переменной.  
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Результаты исследований напряженно-деформированного состояния, прочности и устой-
чивости показаны в графическом виде. Для получения численных значений нормальных и 
касательных напряжений использованы исходные данные для упруго-вязкопластической среды: 

1 1.6γ = , 1 320a =  м/с, 1 200b =  м/с, 1 1.8ρ =  кг/м3, 350η =  1/с, 0.02α = − , 0 0.62K =  кГ/см2; для 
упругой среды: 2 2.67ρ =  г/см2, 2 5440a =  м/с, 2 3050b =  м/с, 2 2 2/ 1.7836а bγ = = . 

Изменения напряжений над полостью и под полостью по горизонтали иллюстрирует рис. 2. 
Видно, что напряжения над полостью превосходят в 610  раз напряжения под полостью. Это 
означает, что основная нагрузка приходится на верхний слой потолка полости, поэтому при 
строительстве необходимо уделить больше внимания верхним потолкам, укрепляя их более 
прочными конструкциями. 

 
Рис. 2. Нормальные и касательные напряжения по оси x (x = 1∆x – 400∆x) в момент времени  
t = 395∆t: а — на глубине y = 25∆y под полостью; б — на глубине y = 25∆y над полостью  

На рис. 3 представлены изменения напряжений по глубине вдоль левой и правой вертикаль-
ных стенок полости. Видно, что напряжения вдоль указанных стенок разного порядка, из чего 
следует, что динамическая нагрузка распределена на дневной поверхности ближе к правой 
боковой поверхности полости, чем к левой. 

 
Рис. 3. Нормальные и касательные напряжения по оси y на глубине y = 1∆y – 100∆y в момент вре-
мени t = 395∆t: а — x = 190∆x; б — x = 210∆x  

Изменения напряжений вдоль границы двух сред упруго-вязкопластического слоя и упругого 
основания показаны на рис. 4а, напряжений в упругом основании в горизонтальном направле-
нии — на рис. 4б. Можно заметить, что значения напряжений на границе двух сред на четыре по-
рядка выше, чем напряжения в упругом основании. Это свидетельствует о том, что на границе двух 
сред накладываются друг на друга прямые и отраженные волны, тем самым усиливая напряжения.  
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Рис. 4. Нормальные и касательные напряжения по оси x (x = 1∆x – 400∆x) в момент времени t = 395∆t: 
а — на глубине y = 50∆y на границе двух сред; б — на глубине y = 70∆y в упругой среде  

ВЫВОДЫ 

Методика и результаты проводимых исследований могут быть использованы для дальней-
шего развития и усовершенствования существующих математических моделей, описывающих 
физико-механические состояния изучаемых объектов, а также для решения подобных задач из 
других разделов механики. 

Результаты работы могут найти применение при строительстве крупных наземных и под-
земных сооружений, при изготовлении различных конструкционных материалов. 
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