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том поврежденности материалов.

Ключевые слова: параметр поврежденности, тензорная мера поврежденности, дли-
тельное разрушение, ползучесть, континуальная механика поврежденности, компьютер-
ное имитационное моделирование.

1. Концепция длительного разрушения вследствие ползучести. В опубли-
кованной в 1959 г. работе Ю. Н. Работнова “О механизме длительного разрушения” [1]
рассмотрены механизмы развития трещины и даны оценки длительной прочности на при-
мере образца с трещиной, перпендикулярной направлению растяжения. В 1991 г. данная
работа издана в сборнике Ю. Н. Работнова “Избранные труды. Проблемы механики де-
формируемого твердого тела” [2]. В данной работе введена функция ω, представляющая
собой площадь трещин, приходящуюся на единицу площади поперечного сечения в дан-
ный момент времени. В случае плоской модели трещины скорость увеличения площади ω
равна скорости роста трещины v, т. е. ∂ω/∂t = v(σ). В предположении, что трещина имеет

форму окружности, получаем выражение dω/dt = ω1/2v(σ), обобщая которое имеем

dω

dt
= ωβv(σ). (1.1)

При нормальном напряжении σ0 среднее напряжение в сечении равно

σ = σ0/(1− ω). (1.2)

Формула (1.2) описывает увеличение напряжений в поврежденном материале, поскольку
0 6 ω 6 1. Вводя выражение (1.2) в (1.1), получаем дифференциальное уравнение относи-
тельно функции ω(t), где σ0 — заданная функция времени. В начальный момент времени
t = 0 функция ω = 0, в момент разрушения t = T ω = 1. В случае если скорость роста
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трещины представляет собой степенную функцию напряжения v = Aσα, уравнение (1.1)
можно проинтегрировать. Разделяя переменные, можно получить уравнение

(1− ω)αω−β dω = Aσα
0 dt,

интегрируя которое находим

A

T∫
0

σα
0 dt =

Γ(1 + α)Γ(1− β)

Γ(2 + α− β)
,

где Γ — гамма-функция, определяемая при z > 0 соотношением

Γ(z) =

∞∫
0

τ z−1 e−τ dτ.

Следовательно,
T∫

0

σα dt = C = const

и при постоянном напряжении справедливо равенство

T = C/σα
0 . (1.3)

В [1] отмечается, что кривые длительной прочности при постоянном напряжении удовле-
творительно описываются соотношением (1.3). Постоянные C, α определяются экспери-
ментально путем обработки кривых длительной прочности, затем определяется длитель-
ная прочность σ0 при переменном напряжении.

В простейшем варианте поврежденность описывается некоторой скалярной величи-
ной — структурным параметром Качанова 0 6 ψ 6 1 [3] или параметром поврежденности
Работнова 0 6 ω 6 1. В начальном состоянии при ω = 0 (отсутствие поврежденности)
ψ = 1; с течением времени функция ψ убывает, поврежденность растет. Таким образом,
можно считать, что ψ = 1 − ω. Величину ω можно интерпретировать как относитель-
ную площадь поперечного сечения, занятую трещинами, микропорами, микродефектами.
В предположении, что скорость изменения параметра ω̇ зависит от напряжения и от ω,
можно считать ω одним из структурных параметров. Также полагается, что ω̇ является
степенной функцией отношения σ/(1 − ω), которое можно интерпретировать как среднее
напряжение на площади поперечного сечения, свободной от трещин [2, 4]. Таким обра-
зом, согласно классической теории Качанова — Работнова текущее состояние внутренней

поврежденности образца можно охарактеризовать с помощью единственного скалярного

параметра (параметра поврежденности) ω, который является монотонно возрастающей
функцией времени 0 6 ω 6 1. Параметр поврежденности интерпретируется как отно-
сительное уменьшение площади поперечного сечения вследствие возникновения внутри

образца микродефектов. Деградация материала обусловлена постепенным уменьшением
эффективной площади, которая несет растягивающую нагрузку и определяет сопротивляе-
мость образца растяжению. В силу этого несущая нагрузку площадь равна не S0, а некото-
рому меньшему значению S, и для параметра ω справедливо соотношение ω = (S0−S)/S0.
Определенный таким образом параметр поврежденности представляет собой геометриче-
скую характеристику текущего состояния поврежденности, и его изменение определяется
свойствами материала и историей внешнего нагружения.

2. Современное состояние проблемы. В настоящее время разрушение (макроско-
пическое нарушение сплошности тела в результате воздействия на него внешних факто-
ров) рассматривается с учетом процессов скрытого разрушения (зарождения и развития
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микродефектов в теле), которое исследуется с помощью методов и моделей механики повре-
жденности — динамично развивающегося раздела современной механики деформируемого

твердого тела [5–46]. В последнее время большое количество работ [5–17] посвящается
исследованию проблем компьютерного моделирования роста трещин и длительного разру-
шения с использованием различных мер поврежденности. В 2014 г. в силу востребованно-
сти вышло в свет второе издание фундаментальной работы Ю. Н. Работнова “Ползучесть
элементов конструкций” [18]. Континуальная механика поврежденности основывается на
том, что изменение со временем механических свойств материалов феноменологически

можно интерпретировать как результат накопления повреждений, различных дефектов,
микропор, трещин, при достижении которыми предельного опасного уровня происходит
разрушение. Трещинообразование начинается на ранних этапах деформации и обусловле-
но ростом имеющихся и возникновением новых суб- и микродефектов. В материале всегда
имеется большое число различных дефектов, вызывающих высокие локальные напряже-
ния. Уменьшение прочности (сопротивления тела воздействиям внешних факторов) де-
формируемых твердых тел часто можно объяснить скрытым разрушением и наличием

микродефектов. Таким образом, поскольку наличие повреждений тела существенно влияет
на характер его разрушения, использование механики разрушения и механики поврежден-
ности позволит решить важную задачу оценки запаса прочности твердого тела [19].

После появления работ Ю. Н. Работнова и Л. М. Качанова началась разработка мо-
делей процессов разрушения с применением параметра поврежденности. В конце 70-х гг.
XX в. моделирование роста трещины основывалось на предположении, что этот процесс
происходит в случае, если некоторая мера поврежденности достигает критического зна-
чения на некотором расстоянии от вершины трещины. В [20, 21] при моделировании ро-
ста трещин использовался скалярный параметр поврежденности Качанова — Работнова.
В [22] параметр поврежденности связывался с величиной пористости материала и пред-
полагалось, что процесс накопления повреждений обусловлен совместным действием диф-
фузионного и вязкого механизмов роста пор в условиях высокотемпературной ползучести.
В [23] в качестве меры поврежденности материала принималась интенсивность накоплен-
ных деформаций ползучести.Модель, описывающая рост трещины в условиях ползучести,
в общей постановке предложена в работе [24]. В этой модели предполагалось, что значе-
ние критической поврежденности материала не является постоянным, зависит от уровня
напряжений и уменьшается при увеличении интенсивности напряжений. В 70–90-х гг.
XX в. проводилось большое количество исследований с использованием идей континуаль-
ной механики поврежденности и параметра поврежденности (сплошности) Качанова —
Работнова [25–29]. В настоящее время проблемы учета процессов накопления поврежде-
ний продолжают изучать представители различных научных школ. Можно выделить три
основных направления развития континуальной механики поврежденности: 1) анализ взаи-
мовлияния процессов накопления повреждений и эволюции напряженно-деформированного
состояния в задачах нелинейной механики разрушения и вызванного накоплением повре-
ждений изменения характера сингулярности поля напряжений вблизи вершины трещины

[10, 19, 24, 30–35, 38, 39]; 2) компьютерное имитационное моделирование поврежденно-
сти и включение различных мер поврежденности в вычислительные комплексы, такие как
“Simulia Abaqus” [5, 17, 40–48]; 3) введение тензорных мер поврежденности, учитывающих
анизотропный характер накоплений повреждений в твердом теле [25, 49–52]. В настоящее
время существуют различные подходы к моделированию анизотропной поврежденности.
В [25] приведен достаточно полный библиографический список работ, посвященных изуче-
нию тензорных мер поврежденности и опубликованных до 1996 г. Ссылки на более поздние
работы и способ представления анизотропной поврежденности с помощью тензора повре-
жденности второго ранга приведены в работе [19]. В целом литература, посвященная ис-
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следованиям с помощью тензорных мер поврежденности, очень многообразна и обширна и
заслуживает отдельного обсуждения. Рассмотрим более подробно первые два указанные
направления.

2.1. Связанные задачи нелинейной механики разрушения. Двумерным задачам о ста-
ционарной и растущей полубесконечных трещинах в бесконечном теле в связанной по-
становке (упругость — поврежденность, пластичность — поврежденность, ползучесть —
поврежденность) свойственны некоторые особенности. В работах [32–35] показано, что
накопление повреждений приводит либо к полному устранению особенности напряжений

в окрестности вершины трещины, либо к значительному ослаблению сингулярности по-
ля напряжений (показатель степени α в величине r−α уменьшается). В [34] установлено,
что эффективные напряжения σij/ψ (ψ — параметр сплошности Качанова — Работнова)
ограничены при приближении к вершине трещины, а параметр сплошности и компоненты
тензора напряжений при r → 0 по линейному закону уменьшаются до нуля. В работе [32]
представлен асимптотический анализ полей напряжений и деформаций в окрестности рас-
тущей усталостной трещины в связанной постановке для линейно-упругих определяющих
соотношений. Численное исследование полученной системы уравнений для различных зна-
чений констант m, n, входящих в кинетическое уравнение

dψ

dN
=

{
−c(σe/ψ)mψm−n, σe > σthψ,

0, σe < σthψ,
(2.1)

задающее степенной закон накопления повреждений, показало, что связанность постанов-
ки задачи приводит к слабой сингулярности (по сравнению с классической асимптотикой
линейной механики разрушения) поля напряжений при малых значениях m и n, тогда как
при увеличении значений данных параметров особенность исчезает. (В (2.1) N — число

циклов нагружения; c, σth, m, n — постоянные, определяемые экспериментальным путем.)
В [10, 14] уточнены результаты проведенного в [32] численного анализа и найдено ана-
литическое решение задачи об усталостном росте трещины в среде с поврежденностью,
согласно которому при малых значениях m, n особенность поля напряжений устраняется.
Численное решение сформулированной системы дифференциальных уравнений и анализ

угловых распределений компонент тензора напряжений позволяют найти аналитическое

представление угловых распределений функции напряжений и сплошности вблизи верши-
ны:

f(θ) =
κ(cos θ)µ+2

(λ+ 2)(λ+ 1)
, g(θ) = κm/(n+1)(cos θ)µ, λ = µ =

1

1 + n−m
.

Распределение напряжений и сплошности в зоне активного накопления повреждений (0 6
θ 6 π/2) вблизи вершины усталостной трещины показано на рис. 1, 2 и имеет вид

σθθ(r, θ) = κrλ(cos θ)2+µ, σrθ(r, θ) = κrλ sin θ(cos θ)µ+1,

σrr(r, θ) = κrλ sin2 θ cosµ θ, ψ(r, θ) = κm/(n+1)rλ cosµ θ.

В работах [36, 37], где проведено асимптотическое исследование стационарной трещины
нормального отрыва в упругом нелинейно-вязком материале со степенной зависимостью
между напряжениями и скоростями деформаций ползучести, учет влияния поврежденно-
сти также приводит к устранению особенности поля напряжений в окрестности вершины

трещины.
Следующей особенностью задач данного типа является наличие области полностью

разрушенного материала, в которой все компоненты тензора напряжений и параметр

сплошности становятся равными нулю [10, 30–35]. В данных работах при численном опре-
делении коэффициентов асимптотических разложений компонент тензора напряжений и
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Рис. 1. Зависимости компонент тензора напряжений (а) и параметра сплошно-
сти g (б) от величины угла θ в окрестности вершины трещины при m = 2, n = 2:
сплошные линии — аналитическое решение, точки — численный расчет
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Рис. 2. Зависимости компонент тензора напряжений (а) и параметра сплошно-
сти g (б) от величины угла θ в окрестности вершины трещины при m = 2, n = 4:
сплошные линии — аналитическое решение, точки — численный расчет

сплошности (угловых распределений компонент тензора напряжений и параметра сплош-
ности) установлено, что начиная с некоторого значения полярного угла θd (значение θ = π
соответствует верхнему берегу трещины, θ = 0 — ее продолжению) функция, определяю-
щая главный член асимптотического разложения параметра сплошности, принимает от-
рицательные значения. Это противоречит физическому смыслу данной величины, поэтому
необходимо использовать модифицированную постановку задачи, согласно которой реше-
ние находится для значения 0 6 θ 6 θd. Область θd 6 θ 6 π, локализованная в окрестности
вершины распространяющейся трещины, представляет собой полностью разрушенную зо-
ну, в которой все компоненты тензора напряжений и параметр сплошности равны нулю,
на границе введенных областей должны выполняться условия непрерывности функции

сплошности и компонент тензора напряжений. Авторы работы [32] в силу невозможно-
сти выполнения граничных условий на берегах трещины перешли к модифицированной

постановке задачи, введя область полностью разрушенного материала, примыкающую к
берегам трещины. В [38, 39] исследованы асимптотические зависимости напряжений и па-
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раметра сплошности от расстояния от вершины растущей трещины нормального отрыва

до рассматриваемой точки и на основе экспериментальных данных сделано предположе-
ние, что граница области, в которой происходит процесс накопления повреждений, образо-
вана полуэллипсом и прямыми, параллельными берегам трещины. Задавая форму области
процесса, можно определить асимптотические разложения компонент тензора напряжений
и сплошности. Заметим, что в [38, 39] геометрия области процесса не определяется, а
задается априори. Поэтому задача нахождения конфигурации областей полностью повре-
жденного материала либо области активного накопления повреждений вблизи вершины

трещины не является полностью исследованной.
Одним из перспективных подходов к изучению взаимовлияния поврежденности и

напряженно-деформированного состояния является использование свойства автомодель-
ности процесса накопления повреждений в окрестности вершины трещины в материале

со степенными определяющими соотношениями в среде, в которой кинетика накопления
повреждений описывается уравнением Качанова — Работнова (или модификацией это-
го кинетического уравнения, предложенной в [53]). Следует отметить, что необходимо не
только изучить накопление повреждений, но и рассмотреть взаимодействие процессов на-
копления повреждений и изменения напряженно-деформированного состояния на различ-
ных масштабных уровнях: от микро- до макроуровня. Исследования процессов накопления
повреждений, проведенные как в России [5, 16], так и за рубежом [11, 22, 27, 28, 38, 39,
50, 51, 53, 54], показывают, что влияние параметров, описывающих накопление поврежде-
ний в малых масштабах, часто проявляется во всем диапазоне масштабов. С математи-
ческой точки зрения главную роль при изучении многомасштабных явлений и численном

решении рассматриваемых задач играет неполная автомодельность. Неполная автомодель-
ность характерна для задачи о стационарной трещине в среде с поврежденностью, когда
определяющие уравнения материала строятся на основе степенного закона ползучести с

использованием концепции эффективного напряжения:

ε̇ij = (3/2)B(σe/ψ)n−1sij/ψ. (2.2)

Здесь параметр сплошности ψ изменяется в соответствии со степенным законом накопле-
ния повреждений:

ψ̇ = −A(σe/ψ)m. (2.3)

Процесс активного накопления рассеянных повреждений происходит в непосредственной

окрестности вершины трещины, где образуется область диспергированного материала [11,
30, 31]. На удалении от вершины трещины параметр сплошности ψ → 1, что соответству-
ет неповрежденному материалу и позволяет сформулировать асимптотическое граничное

условие в бесконечно удаленной точке как условие асимптотического сближения с реше-
нием Хатчинсона — Райса — Розенгрена для степенного определяющего закона (2.2), где
ψ ≡ 1 (таким образом, рассматривается непосредственная окрестность вершины трещи-
ны). На основе гипотезы о незначительной поврежденности на больших расстояниях от
вершины трещины (больших по сравнению с линейным размером области полностью по-
врежденного материала, но малых по сравнению с длиной трещины и линейным размером
образца) поле напряжений определяется из решения Хатчинсона — Райса — Розенгрена:

σij(r →∞, θ, t) = (C∗/(BInr))
1/(n+1)σ̄ij(θ, n), (2.4)

где C∗ — инвариантный интеграл теории установившейся ползучести. Анализ размерно-
сти величин, входящих в уравнения (2.2)–(2.4), позволяет установить, что для определя-
ющих соотношений (2.2), кинетического уравнения (2.3), граничных условий (2.4) суще-

ствует автомодельная переменная R = r(At)−(n+1)/mBIn/C
∗ и система уравнений задачи

допускает автомодельное представление решения

σij(r, θ, t) = (At)−1/mσ̂ij(R, θ), ψ(r, θ, t) = ψ̂(R, θ).
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Следует отметить, что граничное условие в бесконечно удаленной точке можно запи-
сать в более общем по сравнению с (2.4) виде

σij(r →∞, θ, t) → C̃rsσ̄ij(θ, n), (2.5)

где показатель степени s подлежит определению в ходе решения задачи; C̃ — амплитуда

поля напряжений на бесконечности, определяемая геометрией реального образца и систе-
мой приложенных нагрузок. Для (2.2), (2.3), (2.5) существует автомодельная переменная

R = r(AtC̃m)1/(sm) (автомодельные решения, основанные на введении автомодельных пе-
ременных, степени которых должны быть определены в ходе решения задачи, относятся
к автомодельным решениям второго рода и удовлетворяют неполной автомодельности по

переменной R).
Асимптотическое решение задачи вне области диспергированного материала, фор-

мирующейся вблизи вершины трещины (на больших расстояниях от вершины трещины
R→∞), ищется в форме

χ(R, θ) =
∞∑

k=0

Rλk+1fk(θ), ψ(R, θ) = 1−
∞∑

k=0

Rγkgk(θ), (2.6)

где параметры λk − 1 < 0, γk < 0, fk(θ), gk(θ) подлежат определению в ходе решения

задачи. Асимптотическое решение задачи, базирующееся на представлении (2.6), приве-
дено в [30]. Конфигурации области полностью поврежденного материала вблизи вершины
трещины нормального отрыва и трещины поперечного сдвига показаны на рис. 3. После
возврата к исходным переменным поле напряжений вне области полностью поврежденного

материала определяется с помощью равенства

σij(r, θ, t) = (At)−1/mC̃(Rλ−1σ̃
(0)
ij (θ) +Rλ1−1σ̃

(1)
ij (θ) +Rλ2−1σ̃

(2)
ij (θ) + . . .), (2.7)

где R = r(AtC̃m)1/((λ−1)m). Особенностью полученного представления является зависи-
мость поля напряжений только от одного амплитудного множителя C̃, учитывающего вли-
яние геометрии образца и системы приложенных нагрузок. Поэтому для нахождения поля
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Рис. 3. Геометрия области полностью поврежденного материала вблизи вер-
шины трещины нормального отрыва (а) и трещины поперечного сдвига (б)
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напряжений вблизи вершины трещины достаточно определить один масштабный мно-
житель (амплитудный коэффициент) C̃. В традиционной механике трещин используется
подход, приводящий к задаче нахождения трех или более коэффициентов асимптотических
разложений поля напряжений. В последнее время в нелинейной механике разрушения, од-
ной из задач которой является определение напряженно-деформированного состояния в
непосредственной окрестности вершины трещины, большое внимание уделяется построе-
нию приближений высшего порядка в асимптотических разложениях механических вели-
чин (полей напряжений, деформаций и перемещений) в окрестности вершины трещины в
нелинейных материалах.

Для материалов, поведение которых описывается степенным законом установившейся
ползучести ε̇ij = 3Bσn−1

e sij/2, асимптотические разложения компонент тензора напряже-
ний можно представить в виде

σij(r, θ) = (C∗/(BInr))
1/(n+1)σ

(1)
ij (θ) + A2r

s2−1σ
(2)
ij (θ) + A3r

s3−1σ
(3)
ij (θ) + . . . . (2.8)

Первое слагаемое в (2.8) называется решением Хатчинсона — Райса — Розенгрена. Ис-
пользуемый в (2.8) C∗-интеграл определяется равенством

C∗ =

∫
Γ

(Ẇ dx2 − σijnjui,1 ds),

где Ẇ =

ε̇kl∫
0

σij dε̇ij =
n

n+ 1
σeε̇e. Анализ асимптотического выражения интенсивности на-

пряжений позволяет установить, что в (2.8) показатели степеней связаны между собой:
s3− s1 = 2(s2− s1). Асимптотический анализ трехчленного асимптотического разложения
компонент тензора напряжений (2.8) и интенсивности касательных напряжений показы-
вает, что константы A2, A3 не являются независимыми: A3/A1 = (A2/A1)

2. В литературе
имеется большое число оценок инвариантного C∗-интеграла, полученных для различных
образцов, наиболее часто используемых в экспериментах. Однако остается нерешенной
проблема определения второго коэффициента A2 в асимптотических разложениях. Есте-
ственно предположить, что в общем случае A2 является функцией приложенных нагрузок,
геометрических характеристик образца и показателя нелинейности материала n. Опреде-
ление этого коэффициента является важной задачей нелинейной механики разрушения,
поскольку даже оценки, приведенные в справочной литературе, дают существенную по-
грешность. Например, для образца с односторонним боковым надрезом для инвариантного
C∗-интеграла имеется оценка C∗ = Bσ0ε0W (1− a)ah1(P/P0), где P0 = 1,4555ηW (1− a)σ0;
h1 — безразмерная функция приложенной нагрузки и геометрии образца. Более точные
вычисления, проведенные в последнее время, показали, что значения функции h1 могут

отличаться от значений, приведенных в справочниках, более чем на 100 %. Следовательно,
использование вычислительных комплексов, таких как “Abaqus”, позволяет получить бо-
лее точные оценки параметров механики разрушения. Предельные значения амплитудных
коэффициентов, входящих в формулы для полей напряжений в области вершины трещи-
ны, являются характеристиками сопротивления материала разрушению. Для нахождения
постоянной A2 применяются различные подходы, использующие конечно-элементный рас-
чет для образцов различной конфигурации при различных условиях нагружения. В общем
случае исследование данной проблемы не является математически завершенным и тре-
бует объединения известных результатов в единый справочник, подобный справочникам,
содержащим оценки коэффициентов интенсивности напряжений и J-интеграла.

Наряду с описанным выше подходом используется асимптотическое представление

механических полей вблизи вершины трещины (2.7), содержащее лишь один амплитудный
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множитель, что значительно упрощает решение задачи. Один амплитудный фактор C̃
можно определить путем включения скалярного параметра сплошности (поврежденности)
в расчетные комплексы, с помощью которых осуществляется конечно-элементный анализ.

2.2. Включение мер поврежденности в CAE-системы. В последнее время большое

внимание уделяется компьютерному моделированию процессов деформирования повре-
жденности и континуального разрушения нелинейных материалов и конструкций [5, 6, 17]
с использованием скалярной или тензорной меры поврежденности. При построении мате-
матических моделей нелинейного деформирования и поврежденности материалов и про-
гнозировании на их основе прочности и долговечности элементов конструкций исполь-
зуются конечно-элементные решения задач определения напряженно-деформированного
состояния элементов конструкций с учетом процессов накопления повреждений. Основ-
ной подход базируется на встраивании в многоцелевую программу инженерного анализа

“Simulia Abaqus” процедуры, позволяющей учитывать влияние накопления повреждений
на напряженно-деформированное состояние в модельном образце или реальном элемен-
те конструкции. При этом часто используемые скалярный параметр поврежденности и
симметричный тензор поврежденности Вакуленко — Качанова второго ранга включа-
ются в определяющие соотношения теории упругости и теории установившейся ползу-
чести для описания взаимного влияния процессов накопления повреждений и эволюции

напряженно-деформированного состояния в образце. Внедрение программного комплекса
“Simulia Abaqus” в инженерную практику позволяет с помощью процедуры UMAT вклю-
чить в конечно-элементное решение, получаемое в комплексе “Simulia Abaqus”, кинетиче-
ское уравнение накопления повреждений и определяющие соотношения, содержащие пара-
метр поврежденности [42, 43]. В работе [42] проведено исследование влияния переменной
нагрузки на эволюцию поврежденности в пластине. Текущее состояние поврежденности
в материале образца характеризуется симметричным тензором поврежденности второго

ранга Вакуленко — Качанова. Физические свойства материала описываются с помощью
тензора Aijkl, представляющего собой функцию компонент тензора поврежденности D и

материальных констант неповрежденного материала при текущей температуре — модуля

Юнга E и коэффициента Пуассона ν:

Aijkl = − ν

E
δijδkl +

1 + ν

2E
(δikδjl + δilδjk) +

D1

4(1 +D1)E
(δjkDil + δilDjk + δjlDik). (2.9)

Здесь Dij — компоненты тензора поврежденности; D1 — главное значение тензора повре-
жденности. Распределение параметра поврежденности D1 показано на рис. 4.

Энергетическая модель континуального разрушения хрупких сред реализована в CAE-
системе “Simulia Abaqus” в работе [43]. В конце 90-х гг. XX в. в работе [55] была развита
модель сплошной повреждающейся среды; в этой модели параметр поврежденности ас-
социируется с необратимыми потерями термомеханических форм энергии, связанными с
образованием новых поверхностей при развитии микротрещин. В рассматриваемой модели
кинетическое уравнение принимает вид

dω

dt
= − 1

τβ

〈du(e, ω)

dω

〉
, 〈x〉 =

{
0, x 6 0,

x, x > 0,
(2.10)

где e — тензор малых деформаций; u(e, ω) — сумма упругого потенциала и поверхност-
ной энергии микротрещин; τ — время релаксации; β > 0 — константа. Из кинетиче-
ского уравнения (2.10) следует, что скорость накопления поврежденности определяется
балансом работы, которую нужно затратить на образование новых поверхностей, и осво-
бождающейся упругой энергии. Если величина выделяющейся упругой энергии больше
энергии, затрачиваемой на образование новых микротрещин, то поврежденность ω будет
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Рис. 4. Распределение параметра поврежденности D1 в образце [42]

накапливаться. Рассмотренная модель континуального разрушения реализована в “Simulia
Abaqus 6.9” с помощью пользовательских подпрограмм UMAT и VUMAT и протестирова-
на на характерных задачах. В [43] проведена серия расчетов для квазистатической задачи
о накоплении повреждений вблизи цилиндрической и сферической полостей. Результаты
численного решения тестовых задач хорошо согласуются с теоретическими оценками, что
позволяет использовать рассмотренную модель в различных приложениях [45]. Решению
связанных задач континуального разрушения термо- и пороупругих сред с использовани-
ем “Simulia Abaqus” посвящена работа [44]. В работах [44, 45, 47] модель Качанова —
Работнова обобщена на случай насыщенной пористой среды с повреждаемым скелетом.
Рассмотренная модель континуального разрушения реализована в “Simulia Abaqus 6.9” с
учетом процессов переноса для одного флюида. Выявлены некоторые ограничения приме-
нения пользовательских подпрограмм для решения задач континуального разрушения с

учетом неизотермической фильтрации [46].
В [48] показано, каким образом вычислительная механика поврежденности может быть

использована для прогнозирования поведения элементов конструкций (сосудов под высо-
ким давлением) в условиях эксплуатации. В этой работе для расчета поврежденности

сварного соединения (цилиндр — цилиндр) критерий разрушения применен для решения
задачи в трехмерной постановке.

Заключение. Цикл исследований Ю. Н. Работнова, открытый работами [1, 2, 4], вме-
сте с работами Л. М. Качанова положил начало новому направлению механики деформи-
руемого твердого тела — континуальной механике поврежденности. Континуальная меха-
ника поврежденности позволяет феноменологически, с помощью осредненного параметра
поврежденности описать эволюцию рассеянных дефектов — микротрещин, число которых
в любом элементарном объеме полагается достаточно большим. В последнее время в этом
подходе поврежденность используется в качестве дополнительного термодинамического

параметра.
Приведенный обзор литературы, который, безусловно, не может быть исчерпывающим

вследствие большого количества направлений, использующих представления механики по-
врежденности, позволяет предположить, что теоретические идеи и представления конти-
нуальной механики поврежденности будут развиваться путем создания математических

моделей накопления повреждений на макро-, мезо- и микроуровнях, поскольку процесс
накопления повреждений является многомасштабным и многоуровневым. Эффективным
средством решения рассматриваемых задач является неполная автомодельность. Напри-
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мер, в работе [30] на основе автомодельного представления решения задачи о накоплении
повреждений в твердом теле и введения автомодельной промежуточной асимптотики по-
лучен закон скейлинга (многомасштабности) накопления повреждений.

По-видимому, дальнейшее развитие механики поврежденности будет связано с раз-
работкой комплекса вычислительных программ, позволяющих оценить напряженно-
деформированное состояние в элементах конструкции, определить конфигурацию зон ло-
кализации необратимых деформаций и зон активного накопления повреждений, а следо-
вательно, получить оптимальные характеристики элементов конструкций, а также с ре-
ализацией имитационного (компьютерного) моделирования на основе экспериментальных
и теоретических исследований для модельных и используемых в теплоэнергетике, авиа- и
автомобилестроении элементов конструкций, что позволит сформулировать критерии раз-
рушения, учитывающие изменение свойств материала в процессе эксплуатации элемента
конструкции.
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