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Разработан аналитический метод определения напряженного состояния монолитной крепи 
параллельных горных выработок, сооруженных закрытым способом вблизи наклонной зем-
ной поверхности. Учтено влияние угла наклона земной поверхности и взаимного расположе-
ния горных выработок на формирование напряжений в крепи выработок.  
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An analytical method has been developed for determining the stress state of monolithic support of 
parallel mine workings constructed by a closed method near an inclined Earth's surface. The influence 
of the Earth's surface inclination angle and mutual location of mine openings on the formation of 
stresses in the support of openings has been considered.  
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При проектировании комплексов подземных объектов горно-добывающей промышленности, 
расположенных в районах со сложным рельефом земной поверхности, необходим учет влияния 
таких факторов, как угол наклона земной поверхности, компоновка параллельных тоннелей, 
конструктивные решения крепи, деформационные характеристики массива пород и материала 
крепи, технология проходки, последовательность сооружения выработок и др. С этой целью в 
настоящее время используются, как правило, результаты расчетов, полученных численными 
методами, например, с применением проблемно-ориентированных программных комплексов, 
реализующих метод конечных элементов. Как известно, они существенно зависят от размеров 
выбранной конечно-элементной области, граничных условий, квалификации специалиста, 
выполняющего расчеты, поэтому требуют, по возможности, дополнительной верификации 
путем сравнения с данными расчета аналитическими методами [1].  

В практике проектирования подземных сооружений различного назначения нашли приме-
нение разработанные в Тульском государственном университете аналитические методы расчета 
конструкций подземных сооружений [2 – 5], в основу которых положены полученные решения 
соответствующих задач теории упругости. Следует отметить, что до недавнего времени не было 
строгого аналитического метода расчета монолитной крепи комплекса параллельных вырабо-
ток, сооруженных закрытым способом вблизи горного склона, учитывающего наличие как близко 
расположенной земной поверхности с углом наклона к горизонту, так и соседних выработок. 
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Разработанный метод базируется на результатах математического моделирования напря-
женного состояния монолитной крепи комплекса параллельных выработок кругового попереч-
ного сечения, сооруженных вблизи наклонной земной поверхности, при действии гравитаци-
онных сил. Опираясь на положения геомеханики [6] и механики подземных сооружений [1]  
о взаимодействии конструкций и окружающего массива грунта как элементов единой дефор-
мируемой системы, предложенная модель позволяет учесть влияние на напряженное состояние 
крепи и окружающего массива пород таких факторов, как угол наклона поверхности склона к 
горизонту; количества выработок в комплексе, их взаимное расположение и глубину заложения 
каждой относительно наклонной поверхности; размеры поперечных сечений выработок; тол-
щину используемой в каждой выработке крепи и деформационные характеристики их мате-
риалов; поле начальных напряжений в массиве, обусловленных собственным весом пород. 
Модель позволяет учесть также реологические свойства массива грунта [8]; последовательность 
сооружения тоннелей, а также отставание возведения обделок от забоя в каждом из тоннелей [2]. 

Поскольку рассматриваются участки достаточно протяженных выработок, в математичес-
кой модели взаимодействия элементов геомеханической системы используется расчетная схема 
плоской задачи теории упругости, представленная на рис. 1. 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи 

На схеме полубесконечная однородная весомая линейно-деформируемая среда S0 огра-
ничена прямой 0L′ , образующей угол β с горизонтальной осью OX ′  прямоугольной системы 
координат X OY′ ′ , и контурами L0,m произвольного числа N круговых отверстий радиусами R0,m 
(m = 1, …, N). Центры отверстий расположены в точках с координатами mx′ , my′  (m = 1, …, N). 

Материал среды S0, моделирующей выработки массив пород, обладает объемным весом γ, 
модулем деформации 0E , коэффициентом Пуассона 0ν , коэффициентом бокового давления λ  
в ненарушенном массиве грунта в направлении угла β. В системе координат XOY, оси которой 
образуют угол β с соответствующими осями системы X OY′ ′ , гравитационные силы в весомой 
среде S0 моделируются напряжениями ))(( 00

xσ , ))(( 00
yσ , ))(( 00

xyτ , причем между нормальными 

напряжениями ))(( 00
xσ , ))(( 00

yσ  выполняется соотношение ))(())(( 0000
yx λσσ = . 

Отверстия подкреплены концентрическими кольцами (областями) mS  с внутренними кон-
турами mL ,1  радиусами mR ,1  (m = 1, …, N), моделирующими крепь горных выработок. Мате-
риалы колец mS  имеют деформационные характеристики mE , mν  (m = 1, …, N). Весом крепи 
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по сравнению с весом массива пород пренебрегаем. Таким образом, начальные напряжения  
в кольцах mS  (m = 1, …, N) полагаются равными нулю. Смещения в кольцах рассматриваются 
только дополнительные. 

Полные напряжения *)(0
xσ , *)(0

yσ , *)(0
xyτ  в среде 0S  представляются в виде сумм дополнитель-

ных напряжений )(0
xσ , )(0

yσ , )(0
xyτ  и начальных ))(( 00

xσ , ))(( 00
yσ , ))(( 00

xyτ :  
))(()(*)( 0000

xxx σσσ += ,     ))(()(*)( 0000
yyy σσσ += ,     ))(()(*)( 0000

xyxyxy τττ += . 

Граничные условия задачи теории упругости запишутся в виде: 
— граница полуплоскости 0L′  свободна от действия внешних сил 

 * 0yσ = ,    * 0x yτ = ; (2) 
— среда 0S  и кольца mS  деформируются совместно  

 (1)( )* (0)( )* (1)( )* (0)( )*,m m m m
r r r rθ θσ σ τ τ= = , (3) 

 (1)( ) (0)( ) (1)( ) (0)( ),m m m mu u v v= = ; 

— нагрузка на внутренних контурах mL ,1  (m = 1, …, N) поперечных сечений колец отсутст-

вует 
 01 =)*)(( m

rσ ,    01 =*))(( m
rθτ . (4) 

В условиях (2) – (4) *))(( ml
rσ , *))(( ml

rθτ  — полные радиальные и касательные напряжения;  
( )( ),l mu  ))(( mlv  — радиальные и окружные перемещения в точках контуров mlL ,  (l = 0.1,  

m = 1,…, N) в полярных системах координат с полюсами, расположенными в центрах каждого 
из отверстий. 

Решение задачи теории упругости получено с помощью метода комплексных потенциалов 
Колосова – Мусхелишвили [9], связанных с напряжениями и смещениями в соответствующих об-
ластях известными соотношениями. Это потребовало сведение поставленной задачи теории упру-
гости к соответствующей краевой задаче теории функций комплексного переменного (ТФКП), 
для решения которой использован математический аппарат — аналитическое продолжение комп-
лексных потенциалов через границу полуплоскости, интегралы типа Коши и ряды Лорана [9, 10]. 

Граничные условия соответствующей краевой задачи ТФКП примут вид: 

 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0t t t tϕ ϕ ψ′+ + =  на 0L′ , (5) 

 
0, 0, 0, 0, 0 0, 0, 0, 0 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0 0 0, 0, 0 0, 0 0, 0,
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

ae ( ) ( ) ( ) [ ae ( ) ( ) ( )] на ,

m m m m m m m m m m m m m

m
m m m m m m m m m m m m m

t t t t t t t t f t

t t t t t t t t L

ϕ ϕ ψ ϕ ϕ ψ
μϕ ϕ ψ ϕ ϕ ψ
μ

⎧ ′ ′+ + = + + +
⎪
⎨ ′ ′− − = − −⎪
⎩

 (6) 

 1, 1, 1, 1,( ) ( ) ( ) 0m m m m m m mt t t tϕ ϕ ψ′+ + =  на mL ,1   ),...,( Nm 1= . (7) 

В условиях (5) – (7) приняты обозначения: 0t x iH= + , σθ
mnm

i
mnmmn RzeRzt ,,, +=+=  (n = 0, 1, 

m = 1, …, N), θσ ie=  — аффикс точки единичной окружности; ae 3 4l lν= − , 
)( l

l
l

E
ν

μ
+

=
12

  

(l = 0, 1,…, N). Граничное условие (5) отражает отсутствие внешних нагрузок на границе 
полуплоскости 0L′ , условия (6) — непрерывность векторов полных напряжений (первое 
соотношение) и дополнительных смещений (второе соотношение) на контурах mL ,0  отверстий, 
условия (7) — отсутствие внешних нагрузок на контурах mL ,1  (m = 1, …, N), подкрепляющих 
отверстия колец. 
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Решение поставленной задачи получено с использованием метода И. Г. Арамановича [10], 
модифицированного в работах [2 – 5, 11]. Особенностью является сведение решения исходной 
задачи о напряженном состоянии полубесконечной многосвязной области к итерационному 
процессу решения ряда задач о напряженном состоянии кольца, подкрепляющего одно кру-
говое отверстие в полной плоскости, при граничных условиях, содержащих дополнительные 
члены в виде рядов Лорана с неизвестными коэффициентами, отвечающими за влияние сосед-
них отверстий и наклонной границы. Решение задачи реализовано в виде компьютерной про-
граммы, позволяющей выполнять расчеты при практическом проектировании. Ниже приве-
дены результаты расчетов монолитной бетонной крепи двух параллельных выработок, располо-
женных вблизи наклонной земной поверхности. Общая расчетная схема представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Расчетная схема 

На рис. 3 приведены эпюры расчетных нормальных тангенциальных напряжений θσ , МПа, 
возникающих на наружном и внутреннем контурах поперечного сечения крепи обеих выра-
боток при следующих исходных данных: Е0 = 1000 МПа, 3500 .=ν , γ = 0.022 МН/м3, λ = 0.53,  
Н = 9 м, l = 9 м, R0,1 = R0,2 = 3.0 м, R1,1 = R1,2 = 2.7 м, Е1 =Е2 = 27000 МПа, 2021 .==νν , β = 30°. 

 
Рис. 3. Напряжения на наружном (пунктирная линия) и внутреннем (сплошная линия) контурах 
для крепи выработки: а — левой при β = 0°; б — левой при β = 30°; в — правой при β = 30° 
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Для иллюстрации влияния наклонной земной поверхности на напряженное состояние крепи 
выработок на рис. 3а приведены эпюры напряжений θσ , МПа, возникающих на обоих контурах 
поперечного сечения крепи левой выработки при горизонтальном расположении земной по-
верхности (результаты справедливы для крепи правой выработки с учетом наличия осевой 
симметрии). Видно, что наличие наклонной земной поверхности приводит к существенному 
перераспределению напряжений в крепи. 

На рис. 4 приведены эпюры напряжений θσ  (МПа), возникающих в точках наружного и 
внутреннего контуров поперечного сечения крепи выработок при β = 45°, полученные при 
расчете крепи двух выработок различного диаметра при исходных данных: H = 10 м, центры 
поперечных сечений тоннелей имеют координаты z1 = (0;0), z2 = (12;0) — центры выработок 
расположены на одной горизонтали. Поперечные сечения крепи имеют следующие 
характеристики: R0,1 = 3.5 м, R1,1 = 3.0 м; R0,2 = 5.2 м, R1,2 = 4.7 м; E0 = 2300 МПа, 3500 .=ν ;  
E1 = E2 = 36000 МПа, 2021 .==νν ; γ = 0.022 МН/м3, 530.=λ .  

 
Рис. 4. Напряжения на наружном (пунктирные линии) и внутреннем (сплошные линии) контурах 
крепи выработок при β = 45°: а — левой; б — правой  

Результаты расчета соответствуют случаю возведения крепи непосредственно в забое выра-
ботки, что является наихудшим случаем. Они могут быть использованы для учета последова-
тельности сооружения горных выработок по методике, приведенной в [2]. 

ВЫВОДЫ 

Выполнено сравнение результатов расчета с данными, полученными другими авторами для 
частных случаев, показавшее удовлетворительное согласование. Это свидетельствуют о том, 
что компьютерная программа, реализующая разработанный метод расчета, позволяет 
выполнять многовариантные расчеты для оценки напряженного состояния крепи параллельных 
выработок круглого поперечного сечения, сооруженных закрытым способом в непосредствен-
ной близости от наклонной земной поверхности. 
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