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Рассматривается задача определения упругих и вязких характеристик композицион-
ных материалов, необходимых и достаточных для выбора физических соотношений при
решении задач ударного нагружения с малыми скоростями удара (до 200 м/с) и неста-
ционарного деформирования в диапазоне скоростей не более 102 с−1 для многослойных
балок, пластин и оболочек.
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Введение. В настоящее время в авиации, ракетостроении, судостроении и т. д. ши-
роко применяются многослойные композиционные материалы (КМ) типа стекло-, угле-,
органопластиков и т. п. с различными направлениями армирующих волокон и объемной
долей полимерного связующего.

Характеристики однонаправленных слоев являются основой для расчета эффектив-
ных упругих характеристик многослойного пакета композита. Таким образом, многослой-
ные оболочки, пластины и балки характеризуются эффективными жесткостями, которые в
свою очередь определяются упругими характеристиками жесткости монослоев. Все извест-
ные на сегодняшний день методы определения эффективных характеристик многослойных

композитов основаны на фундаментальных работах С. Г. Лехницкого [1] и С. А. Амбар-
цумяна [2] и развиты в работах как отечественных, так и зарубежных ученых (см. [3–6]
и др.), в частности для динамических задач (см., например, [7, 8] и др.).

Вследствие наличия полимерного связующего КМ в той или иной степени обладают

вязкоупругими свойствами, которые проявляются уже при квазистатическом нагружении,
а при ударном нагружении играют существенную роль. Это обусловило появление нового
направления исследований — идентификации эффективных деформационных характери-
стик моделей вязкоупругого деформирования композитных конструкций при нестационар-
ном нагружении (см. [8, 9] и др.).

Вместе с тем существуют так называемые нестационарные методы экспериментально-
го определения динамических упругих констант КМ по результатам измерения скоростей

продольных и изгибных волн деформации [10, 11]. Экспериментальные данные о степени
затухания этих волн могут быть использованы для определения динамических вязких кон-
стант. В этом случае единственным ограничением является наличие слоев многослойных
композитов в количестве, достаточном для реализации продольного ударного нагружения
образцов. Как показали предварительные эксперименты, в материалах типа угле- и стек-
лопластиков должно быть не менее 12 слоев, что характерно, например, для авиационных
конструкций.
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Рис. 1. Расчeтная схема многослойного пакета композита для оболочек, пластин
и балок

Определение необходимого и достаточного набора упругих и вязких констант КМ

служит основой для выбора физических соотношений при решении задач ударного на-
гружения и нестационарного деформирования элементов композитных конструкций типа

многослойных балок, пластин и оболочек.
1. Физические соотношения для многослойных оболочек, пластин и балок.

Угле- и стеклопластики представляют собой слоисто-волокнистые КМ, которые исполь-
зуются для создания многослойных конструкций типа оболочек, пластин и балок. Слои
пакета композита, структура которого представлена на рис. 1, имеют различную жест-
кость, поэтому упругие свойства всего пакета характеризуются тензором жесткости A.
При этом для любого слоя закон Гука имеет вид

σij = Aijklekl (i, j, k, l = 1, 2, 3), (1)

где σij — компоненты тензора напряжений слоя; ekl — компоненты тензора деформаций;
Aijkl — компоненты тензора жесткости слоя.

Ниже выводятся соотношения для эффективных жесткостей многослойных оболо-
чек с упрощением для многослойных пластин и балок. Используется система координат
(x1, x2, x3). Для цилиндрических оболочек x1 — координата в меридиональном направле-
нии, x2 — координата в окружном направлении, x3 — координата в направлении нормали

к срединной поверхности оболочки. Для прямоугольных пластин (x1, x2, x3) — декартова

система координат. В задаче об изгибе балки x1 — продольная координата, x3 — коорди-
ната в направлении нормали к срединной поверхности балки.

Для рассматриваемых цилиндрических оболочек используем линейные кинематиче-
ские соотношения пологих оболочек на основе сдвиговой теории типа теории Тимошенко

в следующем виде [12]:

eαβ = Ωαβ + x3χαβ, eα3 = Ωα3, e33 = Ω33 (α, β = 1, 2). (2)

Здесь eαβ — компоненты тензора деформаций оболочки; Ωαβ — компоненты симметрич-
ного тензора деформаций срединной поверхности; Ωα3 — деформации поперечного сдвига;
Ω33 — деформации нормали; χαβ — компоненты симметричного тензора искривлений сре-
динной поверхности оболочки.
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Выражения для усилий, моментов и поперечных сил имеют вид

Nαβ =

H/2∫
−H/2

σαβ dx3, N33 =

H/2∫
−H/2

σ33 dx3,

Mαβ =

H/2∫
−H/2

σαβx3 dx3, Qα3 =

H/2∫
−H/2

σα3 dx3 (α, β = 1, 2).

(3)

Здесь Nαβ — компоненты тензора мембранных усилий оболочки; N33 — компоненты тен-
зора усилия обжатия нормали; Mαβ — компоненты тензора моментов; Qα3 — компоненты

тензора поперечных сил оболочки.
Подставляя (1) и (2) в соотношения (3), получаем физические соотношения

Nαβ = ΘαβγδΩγδ + Σαβγδχγδ + Θαβ33Ω33, N33 = Θ3333Ω33 + Θ33αβΩαβ + Σ33αβχαβ,

Mαβ = ΣαβγδΩγδ + Ξαβγδχγδ + Σαβ33Ω33, Qα3 = 2Θα3β3Ωα3 (α, β, γ, δ = 1, 2),

где Θ, Σ, Ξ — тензоры мембранной, мембранно-изгибной и изгибной жесткостей оболочки:

(Θ,Σ,Ξ) =

H/2∫
−H/2

A(1, z, z2) dz. (4)

Интегрируя (4), находим выражения для эффективных жесткостей многослойной оболоч-
ки, в которые входят жесткости отдельных слоев Ak:

Θαβγδ =
K∑

k=1

Aαβγδ
k (zk+1 − zk), Θαβ33 =

K∑
k=1

Aαβ33
k (zk+1 − zk),

Θ3333 =
K∑

k=1

A3333
k (zk+1 − zk), Θα3β3 =

K∑
k=1

Aα3β3
k (zk+1 − zk),

Σαβγδ =
1

2

K∑
k=1

Aαβγδ
k (z2

k+1 − z2
k), Σαβ33 =

1

2

K∑
k=1

Aαβ33
k (z2

k+1 − z2
k),

(5)

Ξαβγδ =
1

3

K∑
k=1

Aαβγδ
k (z3

k+1 − z3
k).

Из формул для тензоров эффективных жесткостей многослойной оболочки (5) можно по-
лучить эффективные жесткости для многослойных пластин и балок.

При матричной записи физических соотношений используются следующие обозначе-
ния компонент тензоров эффективных жесткостей: 11 → 1; 22 → 2; 33 → 3; 23 → 4; 13 → 5;
12 → 6. При матричной записи физические соотношения (1) имеют вид

{σ} = [D]{ε}.
Здесь {ε}т — вектор деформаций:

— для оболочек и пластин

{ε}т = {Ω11,Ω22,Ω33, 2Ω23, 2Ω13, 2Ω12, χ11, χ22, 2χ12};
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— для балок

{ε}т = {Ωxx,Ωzz, 2Ωxz, χxx};
{σ}т — вектор усилий, моментов и поперечных сил:

— для оболочек и пластин

{σ}т = {N11, N22, N33, 2Q23, 2Q13, N12,M11,M22,M12};
— для балок

{σ}т = {N11, N33, 2Q13,M11}.
Для векторов деформаций, усилий, моментов и поперечных сил в случае многослойной

пологой оболочки и многослойных пластин матрица эффективных жесткостей [D] разме-
ром 9× 9 имеет следующий вид:

[D] =



Θ11 Θ12 Θ13 0 0 Θ16 Σ11 Σ12 Σ16

Θ21 Θ22 Θ23 0 0 Θ26 Σ21 Σ22 Σ26

Θ31 Θ32 Θ33 0 0 0 Σ31 Σ32 0
0 0 0 Θ44 0 0 0 0 0
0 0 0 0 Θ55 0 0 0 0

Θ61 Θ62 0 0 0 Θ66 0 0 Σ66

Σ11 Σ21 Σ31 0 0 0 Ξ11 Ξ12 Ξ16

Σ12 Σ22 Σ32 0 0 0 Ξ21 Ξ22 Ξ26

Σ16 Σ26 0 0 0 Σ66 Ξ61 Ξ62 Ξ66


,

в случае многослойных балок матрица эффективных жесткостей [D] размером 4× 4 имеет
вид

[D] =


Θ11 Θ13 0 Σ11

Θ31 Θ33 0 Σ31

0 0 Θ55 0
Σ11 Σ31 0 Ξ11

 .
Здесь компоненты матриц эффективных жесткостей для оболочек, пластин и балок опреде-
ляются по формулам (5). Отметим, что матрицы эффективных жесткостей записаны для
случая, когда в каждом слое пакета композита плоскостью упругой симметрии является
срединная поверхность слоя.

2. Характеристики жесткости и вязкости КМ. Упругие свойства всего пакета
композита характеризуются матрицей жесткости слоя

[Ak] =

 Ak
11 Ak

12 Ak
16

Ak
21 Ak

22 Ak
26

Ak
61 Ak

62 Ak
66

 . (6)

В свою очередь компоненты матрицы жесткости выражаются через компоненты однона-
правленного монослоя (представительного элемента), рассматриваемого в системе коор-
динат (1, 2), оси которой совпадают с осями симметрии материала (см. рис. 1):

[Ak] = [TA]т[A1,2][TA].

Здесь [A1,2] — матрица жесткости однонаправленного монослоя, которая в случае плоского
напряженного состояния имеет вид [5]

[A1,2] =
1

1− ν12ν21

 E11 ν21E11 0
ν12E22 E22 0

0 0 (1− ν12ν21)G12

 ;
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[TA] — матрица поворотов для матрицы жесткости однонаправленного КМ:

[TA] =

 c2 s2 sc
s2 c2 −sc
−2sc 2sc c2 − s2

 ; (7)

s = sinϕ; c = cosϕ; ϕ — угол укладки волокон.
Угле- и стеклопластики представляют собой слоисто-волокнистые КМ, которые вслед-

ствие наличия полимерного связующего в той или иной степени обладают вязкоупругими

свойствами. В качестве реологических соотношений [13] примем линейную зависимость

напряжений от деформаций и их скоростей (модель Фойгта):

σij = Aijklekl +W ijkl dekl

dt
(i, j, k, l = 1, 2, 3).

Здесь σij — компоненты тензора напряжений слоя; ekl — компоненты тензора деформаций;
Aijkl — компоненты тензора жесткости; W ijkl — компоненты тензора вязкости слоя.

Компоненты матрицы жесткости слоя определены в (6). Рассмотрим один из возмож-
ных способов определения компонент матрицы вязкости. Как правило, в качестве матри-
цы вязкости используется матрица декрементов затухания [14]. В работе [15] на основе
анализа особенностей формирования диссипативных характеристик слоисто-волокнистых
КМ при динамическом нагружении получена упругодиссипативная матрица, которая в
настоящей работе используется в качестве матрицы вязкости. Согласно [15] для однона-
правленного КМ, рассматриваемого в системе координат (1, 2), оси которой совпадают с
осями симметрии материала (см. рис. 1), матрица вязкости однонаправленного монослоя
в случае плоского напряженного состояния записывается следующим образом:

[W1,2] =

 ψ11/E11 −ν21ψ11/E22 0
−ν12ψ11/E11 ψ22/E22 0

0 0 ψ12/G12

 (8)

(ψ11, ψ22, ψ12 — коэффициенты диссипации, определенные в работе [15], при свободном
колебании консольных образцов из углепластика).

При повороте системы координат на угол ϕ (см. рис. 1) матрица вязкости однонаправ-
ленного монослоя в системе координат (x, y) принимает вид

[W k] = [TB]т[W1,2][TB]. (9)

Здесь [TB] — матрица поворотов для матрицы вязкости однонаправленного КМ. Матрица
поворотов для матрицы вязкости (9) обозначена TB, так как она отличается от аналогич-
ной матрицы поворотов (7) для матрицы жесткости однонаправленного КМ:

[TB] =

 c2 s2 2sc
s2 c2 −2sc
−sc sc c2 − s2

 .
Таким образом, вязкие свойства всего пакета композита характеризуются матрицей

вязкости слоя

[W k] =

 W k
11 W k

12 W k
16

W k
21 W k

22 W k
26

W k
61 W k

62 W k
66

 .
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Рис. 2. Схема экспериментальной установки (а) и характерная осциллограмма (б),
используемые для определения динамических характеристик жесткости методом

“нестационарного стержня”:
1 — испытываемый стержень; 2 — электронный осциллограф С8-13 с памятью; 3 — электрон-
ный частотомер ЧЗ-34 для определения времени пробега волны; 4 — высокочувствительный

усилитель Я40-1103 (1У14); 5 — метаемое тело (ударник); 6 — магнитоиндукционные дат-
чики регистрации скорости ударника; 7 — электронный частотомер ЧЗ-34 для определения
скорости ударника

Определяющими компонентами матрицы вязкости являются E11, E22, G12 — обще-
принятые технические упругие константы и коэффициенты ψ11, ψ22, ψ12 — технические

вязкие константы, получаемые из экспериментов, в которых реализуются простые виды
напряженного состояния.

3. Динамические упругие и вязкие константы КМ. В работах [10, 11] для опре-

деления динамического модуля упругости Edyn
11 разработан метод, основанный на реги-

страции скорости распространения прямых и отраженных волн деформаций при продоль-
ном ударе по торцу свободноподвешенного стержня, изготовленного из композиционного
материала, и получивший название метода “нестационарного стержня”. Схема экспери-
ментальной установки и характерная осциллограмма представлены на рис. 2.

На свободноподвешенном стержне в трех сечениях наклеены тензодатчики типа КФ-
4П1-5-100-Б-12, подключенные через мостовую измерительную схему к высокочувстви-
тельному усилителю. Тензодатчик R1J предназначен для синхронизации момента запуска
развертки осциллографа с моментом воздействия продольной волны на тензодатчики R2J
или R3J и R4J или R5J. Симметричное расположение тензодатчиков на стержне необхо-
димо для исключения изгибной составляющей продольной волны. Удар производился по
торцу стеклопластикового стержня размером 330× 10× 10 мм с углами укладки 0◦ и 90◦.
Масса ударника m = 3 · 10−3 кг, скорость соударения V = 40 м/с. Скорость ударника ре-
гистрировалась магнитоиндукционными датчиками при пролете им базового расстояния

между катушками индуктивности L1 и L2 с магнитами N1 и N2.
На осциллограмме, представленной на рис. 2,б, показано распространение импульса

продольной волны вдоль стержня при ее многократном отражении от торцов с последую-
щим затуханием. Экспериментально определяемая скорость распространения продольной
волны деформации Cexp

E и время ∆τ пробега продольной волной базового расстояния L,
определяемого по осциллограмме, связаны соотношением

Cexp
E = L/∆τ.
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Рис. 3. Схема экспериментальной установки (а) и характерная осциллограмма (б),
используемые для определения динамических характеристик жесткости методом

“нестационарной балки”:
1 — испытываемая балка; 2 — электронный осциллограф С8-13 с памятью; 3 — электрон-
ный частотомер ЧЗ-34 для определения времени пробега волны; 4 — высокочувствительный

усилитель Я40-1103 (1У14); 5 — электронный частотомер ЧЗ-34 для определения скорости
ударника; 6 — магнитоиндукционные датчики регистрации скорости ударника; 7 — метаемое

тело (ударник)

Динамический продольный модуль упругости определяется по формуле

Edyn
11 = ρ(Cexp

E )2,

где ρ — плотность композиционного материала испытываемого стержня.
На основе анализа переходных процессов в балках из композиционных материалов при

поперечном ударе [11, 16] показано, что при определенных условиях, накладываемых на
величины ударных импульсов и характерные размеры балок, можно получить осцилло-
граммы, на которых удается зарегистрировать прямую и отраженную изгибные волны

деформаций, распространяющиеся со скоростью волны поперечного сдвига. Эта скорость
волны в свою очередь функционально связана с динамическим модулем поперечного сдвига

Gdyn
13 . Предлагаемый метод определения динамического модуля поперечного сдвига полу-

чил название метода “нестационарной балки”.
На рис. 3 показаны схема экспериментальной установки и характерная осциллограмма

распространения изгибного импульса. На шарнирно закрепленной балке в трех сечениях
наклеены тензодатчики КФ-4П1-5-100-Б-12, подключенные через мостовую измеритель-
ную схему к высокочувствительному усилителю. Тензодатчик R1J предназначен для син-
хронизации момента запуска развертки осциллографа с моментом воздействия изгибной

волны на тензодатчики R2J или R3J и R4J или R5J. Поперечный удар производился по то-
му же образцу, который ранее нагружался продольным ударом по схеме “нестационарного
стержня” при тех же параметрах удара.

На осциллограмме, представленной на рис. 3,б, показано распространение прямого
и отраженного от торца изгибных импульсов вдоль балки с последующим затуханием.
Экспериментально определяемая скорость распространения изгибной волны деформаций

и время ∆τ пробега изгибной волной базового расстояния L связаны соотношением

Cexp
G = L/∆τ.
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Та бли ц а 1
Статические и динамические упругие характеристики испытываемых КМ

КМ ϕ, град Edyn
11 · 10−8,
Н/м2

Gdyn
13 · 10−8,
Н/м2

Edyn
11 /Est

11 Edyn
11 /Gdyn

13

0, 90 283 47 1,11 6,0
Стеклопластик ±45 174 38 1,08 4,6

0, ±45, 90 223 43 1,09 5,2

0, 90 1480 88 1,08 16,9
Углепластик ±45 1154 81 1,04 14,3

0, ±45, 90 1325 85 1,06 15,5

Динамический модуль поперечного сдвига определяется по формуле

Gdyn
13 = ρ(Cexp

G )2/k.

Здесь ρ — плотность материала балки, изготовленной из КМ; k — коэффициент, завися-
щий от формы поперечного сечения (для балки с прямоугольным поперечным сечением
k = 2/3).

На рис. 2,б и рис. 3,б представлены осциллограммы распространения продольного и
изгибного импульсов для стеклопластиковых стержней и балок соответственно. Аналогич-
ные осциллограммы получены для углепластиковых стержней и балок, характеристики
которых представлены ниже. Характеристики монослоя стеклопластика: ρ = 1800 кг/м3,
h = 0,3 · 10−3 м, E11 = 270 · 108 Н/м2, E22 = 70 · 108 Н/м2, G12 = 46 · 108 Н/м2,
ν12 = 0,26. Характеристики монослоя углепластика: ρ = 1450 кг/м3, h = 0,125 · 10−3 м,
E11 = 1400 · 108 Н/м2, E22 = 85 · 108 Н/м2, G12 = 61 · 108 Н/м2, ν12 = 0,28. Объемная доля
полимерного связующего в пакете композита составляет 35 %.

Эффективные модули упругости и поперечного сдвига для пакета композита Est
11, E

st
22,

Gst
13, рассчитанные по зависимостям [5], будем называть статическими модулями упруго-

сти и поперечного сдвига. Динамические модули упругости и поперечного сдвига Edyn
11 ,

Edyn
22 , Gdyn

13 определяются на основе экспериментальных “нестационарных методов”: мето-
да “нестационарного стержня” и метода “нестационарной балки” — по скоростям распро-
странения продольных и изгибных волн деформаций.

Результаты определения статических и динамических модулей упругости испытыва-
емых КМ приведены в табл. 1, из которой следует, что для стеклопластика динамические
модули упругости больше соответствующих статических модулей на 8–11 %, для углепла-
стика— на 4–8 %. Наибольшее увеличение имеет место для стеклопластика, армированно-
го под углами 0◦ и 90◦, наименьшее— для углепластика, армированного под углами ±45◦.
При этом для динамических модулей сохраняется значительная степень анизотропии: для
стеклопластика E/G ≈ 6, для углепластика E/G ≈ 15.

Введем динамические модули вязкости и модули вязкости поперечного сдвига W dyn
11 ,

W dyn
22 , W dyn

13 , которые зависят от динамических модулей упругости и поперечного сдвига
и определяются по зависимостям (8) и (9) на основе полученных в эксперименте скоростей
распространения продольных и изгибных волн деформации и декрементов их затухания.

Для определения модулей вязкости продольной упругости W dyn
11 , W dyn

22 испытывались

те же стержни и балки размером 330×10×10 мм с прямоугольным поперечным сечением.
В отличие от экспериментов, описанных в [15], использовались осциллограммы послеудар-
ных колебаний, получаемые методом “нестационарного стержня” (см. рис. 2,б). Развертка
по времени выбиралась таким образом, чтобы на экране осциллографа фиксировалось не
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Та бли ц а 2
Динамические вязкие характеристики испытываемых КМ

КМ ϕ, град W dyn
11 , м2/Н W dyn

22 , м2/Н W dyn
12 , м2/Н

0, 90 0,260 0,257 0,138
Стеклопластик ±45 0,290 0,294 0,117

0, ±45, 90 0,271 0,273 0,130

0, 90 0,072 0,073 0,039
Углепластик ±45 0,093 0,094 0,027

0, ±45, 90 0,081 0,082 0,031

менее 10 циклов прохождения продольной волны по стержню. Результаты обработки ос-
циллограмм для испытываемых КМ представлены в табл. 2.Модули продольной вязкости

W dyn
11 ,W dyn

22 получены методом “нестационарного стержня”. Использование метода “неста-

ционарной балки” для определения модуля вязкости поперечного сдвига W dyn
13 затрудне-

но, прежде всего из-за сильной дисперсии изгибного импульса, распространяющегося по
балке. Поэтому в табл. 2 приведены значения модуля вязкости сдвига, определенные по
методике, изложенной в [15], т. е. по значениям логарифмических декрементов затухания в
направлении углов укладки волокон 0◦, 90◦ и 45◦. Из табл. 2 следует, что при одной и той
же объемной доле полимерного связующего степень демпфирования стеклопластика боль-
ше степени демпфирования углепластика. Для материалов, армированных под углами 0◦

и 90◦, демпфирующая способность стеклопластика примерно в четыре раза выше, чем у
углепластика. Для стекло- и углепластиков, армированных под углами ±45◦, наблюдает-
ся наибольшая демпфирующая способность по сравнению с демпфирующей способностью

при других схемах армирования.
Заключение. При теоретическом анализе ударного нагружения и нестационарного

деформирования композитных балок, пластин и оболочек с использованием в качестве фи-
зических соотношений достаточно простых реологических моделей типа модели Фойгта

определяющими компонентами матрицы вязкости могут служить динамические модули

вязкости, а также динамические модули упругости и поперечного сдвига, которые уста-
навливаются из экспериментов при простых видах напряженного состояния.

Динамические модули упругости и поперечного сдвига Edyn
11 , Edyn

22 , Gdyn
13 определяются

по скоростям распространения продольных и изгибных волн деформаций с использованием

экспериментальных “нестационарных методов”.

Динамические модули вязкости и модули вязкости сдвига W dyn
11 , W dyn

22 , W dyn
13 зависят

от динамических модулей упругости и поперечного сдвига и определяются по эксперимен-
тально найденным скоростям распространения продольных и изгибных волн деформаций

и декрементов их затухания.
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