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Построена и численно реализована математическая модель поля излучения в полупрозрачной 
среде, формирующегося под действием падающего коллимированного и диффузного излучения. Для 
решения задачи разработан подход на основе модифицированного метода средних потоков. 
Тестирование метода, проведенное путем сравнения с результатами других исследователей, подтвер-
дило его надежность и высокую точность. В качестве примера проведен анализ влияния на поле излу-
чения в водоемах различных факторов: собственного излучения среды, анизотропии рассеяния, отра-
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Введение 

Интерес к задачам радиационного и комбинированного теплообмена в полу-
прозрачных средах, где радиационное поле формируется падающим коллимиро-
ванным (узконаправленным) излучением, обусловлен их широким практическим 
значением. Например, постановки таких задач имеют место при исследовании кри-
сталлизации тугоплавких оксидов, нагреваемых с помощью лазерного излучения 
[1−2]. Лазеры, как источник света, используются для изучения дисперсных биоло-
гических объектов, таких как кровь человека [3]. Тепловое состояние водоемов 
определяется падающим солнечным потоком, также представляющим собой колли-
мированное излучение [4]. 

В слое полупрозрачного материала происходят процессы поглощения, переиз-
лучения и рассеяния света, отражения его на границах среды. Падающее излучение 
имеет диффузную и коллимированную составляющие и испытывает на поверхно-
сти раздела сред отражение и преломление. Для точной количественной оценки 
термической структуры полупрозрачного материала необходимы надежные мето-
ды расчета поля излучения в излучающих, поглощающих, рассеивающих средах.  
В работах [2−4] поле излучения рассчитывалось по экспоненциальному закону 
Бугера. Более сложная модель поля излучения, состоящего из коллимированной и 
диффузной частей, рассматривалась в работе [1], но при этом не учитывалось  
его рассеяние средой. 
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В работе [5] было проведено сравнение нескольких методов определения 
поля излучения для характерных условий в водоемах. Исследования были продол-
жены в работе [6], где авторами была поставлена цель разработать метод  
решения, который бы учитывал физические особенности переноса излучения  
в водных суспензиях и в то же время минимизировал бы объем вычислительных 
работ. Предложенный метод трех потоков показал хорошее согласие результатов  
с более точным методом дискретных ординат и с экспериментальными данными. 
Однако в вышеназванных работах [5−6] не учитывалось собственное излучение 
среды. 

В настоящей работе проводится численный анализ поля излучения в слое  
полупрозрачной среды, на границы которой падает коллимированный и неколли-
мированный (диффузный) радиационный поток. Данная модель была использова-
на для расчета поля излучения в водоеме, формирующегося под действием  
падающего солнечного потока и излучения небесного свода. Для решения задачи 
разработан подход на основе модифицированного метода средних потоков (СП-ме-
тод). Данный метод своими широкими возможностями для учета оптических 
свойств среды и границ наряду с относительной простотой численного алгоритма 
хорошо зарекомендовал себя для исследований радиационного и комбинированно-
го теплообмена [7−8]. 

Постановка  задачи  и  метод  решения 

Рассмотрим краевую задачу переноса излучения в плоском слое поглощаю-
щей, излучающей и рассеивающей среды с заданным распределением температу-
ры Т(х). Поле излучения состоит из двух частей: коллимированного (распростра-
няющегося в пределах узкого телесного угла) и неколлимированного (диффузно-
го) излучения (рис. 1): 

.сI I Iν ν ν
Σ = +                                                       (1) 

Интенсивность коллимированного излучения определяется законом Бугера: 

( ) (0) ,cc cI I e ντ γ
ν ν ντ −=                                              (2) 

где                                                  * *(0) (1 ( )) ,c c
сI Iν νρ θ= −                                              (3) 

*cIν  ⎯ интенсивность падающего 
на границу коллимированного излу-
чения, cos( ),c сγ θ=  угол падения 

*
сθ  и преломления сθ  коллимиро-

ванного излучения связаны между 
собой законом Снеллиуса, *( )сρ θ  ⎯ 
коэффициент отражения на границе 
раздела сред, определяется из зако-
на Френеля. 

 

Рис. 1. Физическая схема и система 
                         координат. 
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Поле неколлимированного излучения определяется уравнением переноса 

1
2

1

 ( , )
( , )

 

(1 ) ( ) ( , ') ( , ') ' ( , ) (0) ,
2 4

c
c

c
b

I
I

n I T p I d p I e ν

ν ν
ν ν

ν

τ γν ν
ν ν ν ν ν ν ν ν

∂ τ γ
γ τ γ

∂ τ

ω ω
ω γ γ τ γ γ γ γ

π
−

−

+ =

= − + +∫
      (4) 

00 ,   1 1,ν ντ τ γ< < − ≤ ≤  
с граничными условиями: 

0 :ντ =     
2

* * *
*2( ) ( ) ( ) (1 ( )) ( ),

n
I I I

n
ν

ν ν ν ν ν
ν

γ ρ γ γ ρ γ γ+ −= + −    γ  > 0,              (5) 

0 :ν ντ τ=    
1

2

0

( ) ( ) 2 ( ( ) ) ,с
b сI n I T r I I dν ν ν ν ν ν νγ ε γ γ γ γ− += + +∫    γ  < 0.          (6) 

Здесь Iν ⎯ спектральная интенсивность излучения, Iν
+  и Iν

−  ⎯ интенсивности 
излучения в нижнюю (γ > 0) и верхнюю (γ < 0) полусферу: 

1 1 0

1 0 1

( , ) ( , ) ( , ) ,I d I d I dν ν ν ν ν ντ γ γ τ γ γ τ γ γ+ −

− −

= +∫ ∫ ∫                          (7) 

γ ⎯ косинус угла между направлением распространения излучения и осью коор-
динат х, ( )bI Тν  ⎯ функция Планка излучения черного тела, k xν ντ =  и 0 kν ντ δ=  ⎯ 
спектральная оптическая глубина и толщина слоя, δ ⎯ толщина слоя (характер-
ный размер), kν ν να β= +  ⎯ спектральный коэффициент ослабления, να  и νβ ⎯ 
спектральные коэффициенты поглощения и рассеяния, / kν ν νω β=  ⎯ спектраль-
ное альбедо однократного рассеяния (число Шустера), nν ⎯ спектральный показа-
тель преломления, νε  и rν  ⎯ спектральная полусферическая диффузная излуча-
тельная и отражательная способности нижней границы, связанные между собой 
соотношением 1 ,rν νε = −  pν  ⎯ спектральная индикатриса рассеяния, которая 
постулируется в виде [9]: 

0 0
0

( ) ( ),
L

l l
l

p a Pν γ γ
=

= ∑    a0 = 1,                                         (8) 

где γ0 ⎯ косинус угла между падающим 'γ  ( cγ ) и рассеянным γ-лучами, Рl ⎯ 
полином Лежандра порядка l. 

Эквивалентная система уравнений СП-метода имеет вид [8]: 

0( ) (1 )( ) (1 ) / ,с
с

d m m
d ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν
ω ω ω γ

τ
+ − + + − −Φ −Φ + − Φ − Φ = − Φ + Φ         (9) 

( ) (1 )( ) .сd m m
d ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν ν

ν
δ δ ω ς ω ς

τ
+ + + − − − + −Φ − Φ + − Φ −Φ = Φ                (10) 

Граничное условие для системы (9)−(10) на поверхности раздела воздух−вода 
учитывает пропускание падающего потока и отражение в двух зонах ⎯ в области 
полного внутреннего отражения и внутри конуса преломления [10]: 



А.М. Тимофеев 

 70 

0 :ντ =                         
*2 *2

*
2 2(1 ) (1 ) .
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n n
ν ν

ν ν ν ν ν ν
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ρ ρ+ − −Φ = − Φ + − Φ + Φ                            (11) 

На нижней границе (дно водоема) учитывается собственное излучение по-
верхности и диффузное отражение падающих потоков коллимированного и некол-
лимированного излучения: 

0 :ν ντ τ=   0 / 4 ( ).сrν ν ν ν ν νε− +Φ = Φ + Φ +Φ                               (12) 
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безразмерные плотности полусферических потоков, 
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коэффициенты переноса, которые являются функционалами решения и находятся 

в процессе итерационного решения, ( )
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безразмерная плотность потока коллимированного излучения в слое, 
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*

4 4
* *4 4

c
cс

с Iq
T T

νν
ν

γ

σ σ
Φ = =  ⎯                                         (16) 

безразмерная плотность потока коллимированного излучения, падающего на гра-
ницу раздела, Т* ⎯ определяющая температура (Т*

 = Т(0)), значение коэффициента 
νρ  может быть рассчитано по формуле Уолша−Данкла для полусферической  

отражательной способности идеальной поверхности [11]: 
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где * .n n nν ν=  
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Из решения задачи определяются плотность интегрального суммарного по-
тока излучения: 

0

( )с dν ν ν
∞

ΣΦ = Φ +Φ∫                                              (18) 

и дивергенция суммарного потока падающего излучения: 

2
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d
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= − Φ − Φ − Φ −Φ∫                (19) 

где ν ν ν
+ −Φ = Φ −Φ  ⎯ плотность результирующего спектрального потока неколли-

мированного излучения. 
Ограничиваясь случаем L = 2 в разложении (8), из формального решения за-

дачи (4)−(6) можно получить аналитические соотношения для коэффициентов пе-
реноса: 
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где обобщенные моменты имеют вид (индекс ν для краткости опущен): 
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интегрально-экспоненциальная функция. 
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Метод решения задачи подробно описан в работах [7, 8]. В качестве началь-
ного приближения для коэффициентов переноса используются осредненные зна-
чения m± = ± 2, δ 

± = 1/3. Указанные значения коэффициентов переноса получаются 
из соотношений (20) в предположении изотропности поля излучения в соответст-
вующих полусферах. Далее решается СП-система и коэффициенты переноса уточ-
няются по формулам (20)−(22), затем снова решается система (9)−(10). Итераци-
онный процесс повторяется до выполнения критерия конца итераций. На каждом 
шаге итераций краевая задача (9)−(12) решается методом матричной факторизации 
или прогонки, а интегралы в (21)−(22) вычисляются с помощью стандартных квад-
ратурных формул. Быстрая сходимость метода (3−4 итерации) для широкого диа-
пазона определяющих параметров позволяет эффективно использовать его для 
задач радиационного и комбинированного теплообмена. 

Анализ 

Для тестирования метода было проведено сравнение с результатами работы [6]. 
На рис. 2 показано поведение приведенных потоков излучения * ,q q  *сq q  и 

*q qΣ  для слоя неизлучающей, анизотропно рассеивающей серой среды. Наблю-
дается очень хорошее совпадение результатов, свидетельствующее о надежности 
предложенного метода. Расхождение в данных для неколлимированного потока 
объясняется тем, что в СП-методе используется усеченная (трехчленная) индикат-
риса рассеяния, в то время как в отмеченной работе было использовано 150 членов 
ряда (8). 

Ниже представлены результаты расчетов, выполненных для значений опреде-
ляющих параметров задачи, типичных для мелких водоемов (рис. 2). Темпера-
турное поле водоема считается однородным Т = 10 °С. Среда является оптически 
серой. Результаты, полученные для данных “стандартных” условий, будут служить 
базисом для дальнейшего параметрического анализа. 

На рис. 3. показано влияние собственного излучения среды. В верхних слоях 
воды в указанных условиях преобладает высвечивание в направлении падающего 
излучения. В результате радиационный поток имеет отрицательный знак, и суммар-
ный поток существенно меньше того, что рассчитан для ослабляющей среды без 

 
 

Рис. 2. Сравнение с результатами работы [6]. 
qс = 500 Вт/м2, q* = 200 Вт/м2, θс

* = 300,  
ω = 0,75, τ0 = 2, r = 0,5. Сплошные и штриховые 
линии ⎯ из работы [6], маркеры ⎯  
                              СП-метод. 

 
 
Рис. 3. Влияние собственного излучения. 

qс = 600 Вт/м2, q* = 300 Вт/м2, θс
* = 30°,  

ω = 0,75, τ0 = 2, r = 0,3, рассеяние изотропное, 
T(τ) = 10 °C; штриховые линии ⎯ расчет без 
        учета собственного излучения среды. 
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учета собственного излучения. Эти  
результаты показывают важность учета 
собственного излучения среды в тепло-
обмене в водоемах. Отметим еще раз, что 
в работах [5−6] этот момент не был  
учтен, и расчеты проведены для поглощающей и рассеивающей среды. 

В случае отсутствия солнечного излучения (ночные условия, пасмурная по-
года) поле излучения в слое воды является почти однородным (кривая 2, рис. 4). 
Коллимированное излучение в результате рассеяния в среде увеличивает диффуз-
ную составляющую радиационного потока так, что амплитуда его изменения  
в слое существенно увеличивается (кривая 1, рис. 4). При этом в верхних слоях 
преобладает высвечивание в сторону верхней границы, а в нижних ⎯ в сторону 
дна водоема. Сильное анизотропное рассеяние вперед ( 0,58ς = : a1 = 1,73,  
a2 = 1,0), по сравнению с изотропным рассеянием, приводит к увеличению полу-
сферического потока, распространяющегося в положительном направлении q+, что 
приводит к увеличению результирующего радиационного потока q = q+− q+ (кри-
вая 4, рис. 4). Отражение на нижней границе водоема снижает значение радиаци-
онного потока в придонной области (кривая 3, рис. 4). 

Заключение 

Цель настоящего исследования заключалась в развитии модифицированного 
метода средних потоков (СП-метода), применительно к задачам расчета поля из-
лучения в полупрозрачной среде с учетом падающего коллимированного излуче-
ния. Данный метод заслуживает внимания тем, что позволяет учитывать такие 
важные физические процессы как анизотропное рассеяние, отражение и прелом-
ление на границе раздела сред и при этом минимизировать объем вычислительных 
работ. Результаты, полученные с помощью предложенного метода, хорошо согла-
суются с результатами других исследователей, что подтверждает его надежность  
и применимость к решению широкого круга задач радиационного теплообмена. 

В качестве примера был проведен анализ влияния на поле излучения в водо-
емах различных факторов: собственного излучения среды, анизотропии рассеяния, 
отражательной способности дна. Выполненный анализ показал, что собственное 
излучение среды, анизотропия рассеяния, отражение на границах среды оказывают 
заметное влияние на поле излучения в водоемах и, соответственно, на теплообмен 
в целом. Отмеченный факт свидетельствует о важности точной и надежной коли-
чественной оценки различных оптических факторов при решении радиационной 
части задачи. 
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