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Для горного дела представляет значительный интерес задача об отыскании формы выра-
ботки в горном массиве, обеспечивающей максимальную прочность. Надежность и безопас-
ность работ в горном деле в значительной мере зависят от формы выработки в массиве. Задачи 
отыскания оптимальных форм выработок (отверстий) сводятся к решению вариационных за-
дач с неизвестными границами. В некоторых случаях для определения формы выработок, на 
которых технологически неизбежная концентрация была бы сведена к минимуму по сравне-
нию со всеми другими возможными формами, приходим к задаче теории упругости с неиз-
вестной границей. Задачи теории упругости и пластичности с неизвестными границами рас-
смотрены в [1 – 19]. В [20] приведен обзор работ по определению равнопрочных отверстий 
в бездефектных конструкциях. На стадии проектирования конструкций и сооружений необхо-
димо учитывать случаи, когда в отдельных элементах сооружений имеются трещины. 

В настоящей работе, в отличие от [1 – 20], учитывается наличие прямолинейной трещины 
в окрестности выработки в горном массиве. Прочностью горного массива с выработкой при 
проектировании можно обоснованно управлять конструкторско-технологическими методами, 
в частности геометрией формы выработки. Однако до сих пор неизвестны решения задач гео-
механики по построению такой геометрии поверхности выработки в горном массиве, чтобы со-
зданное ею напряженное поле препятствовало разрушению горного массива с выработкой. Из-
меняя форму выработки в горном массиве, можно снизить уровень напряженного состояния. 

Цель настоящей работы — разработка расчетной модели горного массива с выработкой  
и трещиной, позволяющей рассчитать форму выработки с максимальной прочностью. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим горный массив, ослабленный выработкой, предполагая, что горная порода — 
однородное и изотропное тело. Выработка расположена достаточно далеко от поверхности 
земли. Начало системы координат совместим с геометрическим центром выработки. В окрест-
ности выработки горная порода ослаблена произвольно размещенной прямолинейной трещи-
ной длиной 12l  (рис. 1). 

 

Рис. 1. Расчетная схема задачи о форме выработки максимальной прочности 

Пусть тяжелое упругое полупространство y H<  ослаблено одним туннелем, представля-
ющим собой цилиндр с осью, параллельной поверхности полупространства. Рассмотрим зада-
чу об отыскании формы выработки, обеспечивающей максимальную прочность. Данная задача 
считается плоской. Напряженное состояние горного массива формируется от действия текто-
нических и гравитационных усилий. Тектонические усилия принимаем постоянными по глу-
бине массива. Распределение напряжений в горном массиве от гравитационных усилий прини-
маем согласно гипотезе А. Н. Динника: 

* ( )x g H yσ λρ= − − ,   * ( )y g H yσ ρ= − − ,   0xyτ = , 

где xσ , yσ  — горизонтальные и вертикальные нормальные напряжения; xyτ  — касательные 
напряжения; / (1 )λ ν ν= −  — коэффициент бокового распора породы, ν  — коэффициент 
Пуассона; *ρ  — средняя плотность горного массива; g  — ускорение силы тяжести; H y−  — 
глубина рассматриваемой точки массива от поверхности земли. 

Берега прямолинейной трещины свободны от внешних нагрузок. В центре трещины разме-
стим начало локальной системы координат x1O1y1, ось 1x  которой совпадает с линией трещины 
и составляет угол 1α  с осью x . К неизвестной пока поверхности выработки приложено нор-
мальное давление n pσ = −  ( 0)p >  и равная нулю касательная нагрузка. Считается, что вдали 
от выработки все упругое полупространство сдеформировано напряжениями (имитирующими 
тектонические усилия) 

x xσ σ ∞= ,   y yσ σ ∞= ,   0xyτ = , 

а поверхность полупространства y H=  подвержена постоянной нормальной нагрузке y yσ σ ∞=  
и равной нулю касательной. 

Граничные условия в данной задаче имеют вид 

 
n nti pσ τ− = −  на ( )r ρ θ= , (1) 

1
0yσ = , 

1 1
0x yτ =  на берегах трещины. 
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Требуется определить форму отверстия (функцию ( ))ρ θ  в горном массиве таким образом, 
чтобы созданное ею напряженное поле препятствовало росту трещины. Для определения 
функции ( )ρ θ  формы выработки в горном массиве постановку задачи необходимо дополнить 
критерием выбора формы выработки. Очевидно, что чем ниже уровень напряженности в мас-
сиве, тем выше ее несущая способность. Согласно теории квазихрупкого разрушения Ирвина –
 Орована, параметром, характеризующим напряженное состояние в окрестности вершин тре-
щины, является коэффициент интенсивности напряжений. Следовательно, ответственным за 
разрушение материала массива можно считать коэффициент интенсивности напряжений 
в окрестности вершин трещины. Однако в тяжелом массиве не существует такого отверстия, 
чтобы тангенциальное нормальное напряжение tσ , действующее на его контуре, было посто-
янным [21]. Иначе говоря, в тяжелом горном массиве не существует отверстия, которое не об-
ладало бы концентрацией напряжений. Поэтому естественно допустить в ослабленном массиве 
лишь такую концентрацию напряжений, которая существовала бы и без выработки. 

В качестве критерия выбора формы выработки примем условие 

 
t yσ σ γ= +  ( const,σ =  const)γ =  (2) 

с дополнительными равенствами нулю коэффициентов интенсивности напряжений у всех вер-
шин трещины: 

 
1

I 0lK = ,   1
II 0lK = ,   01

I =−lK ,   1
II 0lK − = . (3) 

Граничное условие (1) с дополнительными равенствами (2), (3) служат для определения 
искомого контура выработки, условно названного равнопрочным. Условия, накладываемые  
на σ  и γ , определяются в процессе решения задачи. 

МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Пусть в упругом изотропном горном массиве с выработкой имеется одна прямолинейная 
трещина длиной 12l  (рис. 1). Принято, что выработка расположена достаточно далеко от поверх-
ности полупространства, при этом граничные условия на контуре выработки и берегах трещины 
будем удовлетворять точно, а на границе полупространства приближенно, асимптотически. 

Сравнение с решениями плоских задач теории упругости для отверстия вблизи границы те-
ла [22] показывает, что для этого достаточно, чтобы глубина 2H R= , где R — характерный 
линейный размер выработки. Будем искать неизвестный заранее контур L  выработки в горном 
массиве в классе контуров, близких к круговым. Для решения задачи используем приближен-
ный метод, представляющий собой комбинацию методов возмущений и теории аналитических 
функций в каждом приближении. 

Представим неизвестный контур L  в виде 
( ) ( )R Hρ θ ε θ= + , 

в котором функция ( )H θ  подлежит определению в процессе решения задачи. Здесь RR /0=ε  — 
малый параметр; 0R  — наибольшая высота неровности профиля контура L  выработки от 
окружности r R= . 

Не уменьшая общности поставленной задачи, считается, что искомая функция ( )H θ  мо-
жет быть представлена в виде тригонометрического ряда Фурье 

* *

0
( ) ( cos sin )k k

k
H a k b kθ θ θ

∞

=

= +∑ . 
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Искомые функции (напряжения, перемещения, коэффициенты интенсивности напряжений) 
ищутся в виде разложений по малому параметру ε : 

(0) (1) (0) (1)

(0) (1) (0) (1)

(0) (1) (0) (1) (0) (1)
I I I II II II

..., ...,

..., ...,

..., ..., ...,

n n n nt nt nt

t t t u u u

v v v K K K K K K

σ σ εσ τ τ ετ

σ σ εσ ε

ε ε ε

= + + = + +

= + + = + +

= + + = + + = + +

 

в которых пренебрегаются для упрощения члены, содержащие ε  в степени выше первой. 
Каждое из приближений удовлетворяет системе дифференциальных уравнений плоской 

теории упругости. Значения компонент тензора напряжений при ( )r ρ θ=  получим, разлагая 
в ряд выражения для напряжений в окрестности r R= . Используя формулы [23] для компо-
нент напряжений nσ  и ntτ , граничные условия задачи на контуре r R=  и берегах трещины за-
пишем в виде: 

для нулевого приближения 
(0)
r pσ = − ,   (0) 0rθτ = ,   

1

(0) 0yσ = ,   
1 1

(0) 0x yτ =  на берегах трещины; 
для первого приближения 

(1)
r Nσ = ,   (1)

r Tθτ = ,   
1

(1) 0yσ = ,   
1 1

(1) 0x yτ =  на берегах трещины, 
где 

 

(0)
(0) ( )2 ( ) r
r

dHN H
d rθ

σθτ θ
θ

∂
= −

∂
  при  r R= ,   

(0)
(0) (0) 1 ( )( ) ( ) r

r
dHT H

R d r
θ

θ
τθσ σ θ

θ
∂

= − −
∂

. (4) 

Напряжения можно представить по формулам: 

 

*

2

*

4 Re ( ) ( 2 ),
2 (1 )

( 2 ) 2

(1 2 )[ ( ) ( )] ( 2 ),
2 (1 )

r t x y x y

i
t r r y x xy

y x

gz z z iH
i

i e i

gz z z z z iH
i

θ
θ

ρσ σ σ σ σ σ
ν

σ σ τ σ σ τ

ρ νσ σ
ν

∞ ∞

−

∞ ∞

+ = + = Φ + + + − −
−

− + = − + =

−′= Φ +Ψ + − + − −
−

 (5) 

здесь ( )zΦ  и ( )zΨ  — комплексные потенциалы Колосова – Мусхелишвили. При ( ) 0zΦ = , 
( ) 0zΨ =  формулы (5) дают напряжения в нетронутом горном массиве y H< . 
С помощью (5) граничные условия задачи в нулевом приближении запишутся в виде 

 

[ ]2
0 0 0 0 0

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ) при Re ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) на берегах трещины,

i iz z e z z z f p z

x x x x x F x

θ θ′Φ +Φ − Φ +Ψ = − =

′Φ +Φ + Φ +Ψ =
 (6) 

где 

 

2* *
0

0
0 1 * 1 1 1

(1 2 )2 ( 2 ) ( 2 ) ,
2 (1 ) 2 (1 )

( ) 2 ( sin ),

i
x y y x

y

g gf z z iH e z z iH
i i

F x g x y H

θρ ρ νσ σ σ σ
ν ν

σ ρ α

∞ ∞ ∞ ∞

∞

⎡ ⎤−
= + + − − − − + − −⎢ ⎥− −⎣ ⎦

= + + −
 

0 0 0
1 1 1z x iy= +  — координаты точки 1O  относительно системы координат xOy ; 1x  — аффикс то-

чек трещины в нулевом приближении; 0 ( )zΦ , 0 ( )zΨ  — комплексные потенциалы в нулевом 
приближении. 
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Комплексные потенциалы 0 ( )zΦ  и 0 ( )zΨ  ищем в виде 

 

1

1

1

1 1

1

1 1
1

1

0
0 1

0
0 1

0 01 1 1
1 12

1 1 1

0
20 01 1

0 12
0 1 1

1

( )1( )
2

11 1 ( ) ( ) ,
2 1 (1 )

( )1( ) ( )
2 ( )

1 2(1

l
k

k
k l

l
i i

l

l i
ik

k
k l

g t dtz a z
t z

T T Te g t e g t dt
z zT T zT

g t T ez b z e g t dt
t z t z

e
zT

α α

α
α

π

π

π

∞
−

= −

−

−

∞
−−

= −

Φ = + +
−

⎧⎛ ⎞ ⎫−⎪ − − +⎨ ⎬⎜ ⎟− −⎪⎝ ⎠ ⎭⎩

⎡ ⎤
Ψ = + − +⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

−
+ +

∑ ∫

∫

∑ ∫
11

1 01 1 1
12 2 2 3

1 1 1

2 ( )) ( ) ,
(1 ) (1 )

ii
iz T T ze T e g t dt

z T z zT T z

αα
α

−
− ⎫⎡ ⎤+ − ⎪− − ⎬⎢ ⎥− − ⎪⎣ ⎦ ⎭

 (7) 

где 1 0
1 1

iT te zα= + ; 1 0
1 1( )iz e z zα−= − ; 0

1 1( )g x  — искомая функция, характеризующая раскрытие 
берегов трещины: 

0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

2( ) ( , 0) ( , 0) ( ( , 0) ( , 0))
(1 )

dg x u x u x i v x v x
i d x

μ
κ

+ − + −⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦+
, 

0 *
0

1 ( )
2 2(1 )x y

gHa p ρσ σ
ν

∞ ∞= + − −
−

,   0 *
0

(1 2 ) 1 ( )
2(1 ) 2 y x
gHb ρ ν σ σ

ν
∞ ∞−

= − −
−

, 

2
2

0
0

0
2 RCba += ,   

κ+
=

1
10

1
RCa ,   

κ+
−=

1
10

1
RkCb , 

n
nn RCa =0    (n ≥ 3),   2

0
2

20 )1( +−− −−= n
n

nn CRaRnb    (n ≥ 3), 

2
*

1
gRiC ρ

−= ,   
)1(4

*
1 ν

ρ
−

−=− i
gRC ,   *

2
(1 2 ) 1 ( )

2(1 ) 2 y x
gHC ρ ν σ σ

ν
∞ ∞−

= − −
−

, 

*
0

1 ( )
2 2(1 )x y

gHC p ρσ σ
ν

∞ ∞= + − −
−

,   
)1(4

)21(*
3 ν

νρ
−
−

−=
i

gRC , 

0=−nC    (n ≥ 2),   0=nC    (n > 3), 
μ  — модуль сдвига материала горной породы; 3 4κ ν= − . 

Удовлетворяя функциями (7) граничному условию (6) на берегах трещины, после некото-
рых преобразований приходим к сингулярному интегральному уравнению относительно неиз-
вестной функции 0

1 1( )g x : 

 

1

1

0 0 0
11 1 1 11 1 1 0 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

l

l

R t x g t S t x g t dt F x x lπ
−

⎡ ⎤+ = ≤⎣ ⎦∫ , (8) 

где 

 

0 (0) (0) (0) (0)
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1

(0) 0 (0) 0
1 1 1 1 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) , ( ) ,k k
k k

k k

F x x x x x x F x

x a x x b x

′

∞ ∞
− −

= =

⎡ ⎤= − Φ +Φ + Φ +Ψ +⎣ ⎦

Φ = Ψ =∑ ∑
 

1x , t, 0
1z  и 1l  — безразмерные величины, отнесенные к R, 11R  и 11S , определяются по известным 

формулам в [24]. 
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К сингулярному интегральному уравнению (8) необходимо добавить равенство 

 

1

1

0
1 ( ) 0

l

l

g t d t
−

=∫ , (9) 

обеспечивающее однозначность перемещений при обходе контура трещины. 
Сингулярное интегральное уравнение (8) при дополнительном условии (9) сводится [24 – 26] 

к системе M  алгебраических уравнений относительно приближенных 0
1 ( )mg t  ( 1, 2,... )k M=  

искомой функции в узловых точках: 

 

0 0 0 0
1 1 11 1 1 1 11 1 1 0 1

1 1

1 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ), ( ) 0
M M

m m r m m r r m
m m

l g t R l t l x g t S l t l x F x g t
M = =

⎡ ⎤+ = =⎣ ⎦∑ ∑ , 

где cos[(2 1) / 2 ]mt m M= −  (m = 1, 2,… M), cos( / )rx r Mπ=  (r = 1, 2,… M – 1). 
Для коэффициентов интенсивности напряжений в нулевом приближении имеем: 
для окрестности вершины трещины при 1 1x l=  

(0) (0) 0
I II 1 1

1

2 1( 1) ( ) ctg
4

M
m

m
m

mK iK l g t
M

π π
=

−
− = −∑ , 

для вершины трещины 1 1x l= −  

(0) (0) 0
I II 1 1

1

2 1( 1) ( ) tg
4

M
m M

m
m

mK iK l g t
M

π π+

=

−
− = −∑ . 

По формулам (5) и (7) находятся компоненты напряжений в горном массиве в нулевом 
приближении. Зная напряженное состояние в нулевом приближении, получим формально 
функции N  и T  согласно (4). 

Переходим к решению задачи в первом приближении. Граничные условия задачи первого 
приближения запишутся в виде 

 

[ ]2
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) при Re ,

( ) ( ) ( ) ( ) 0 на берегах трещины.

i iz z e z z z N iT z

x x x x x

θ θ′Φ +Φ − Φ +Ψ = − =

′Φ +Φ + Φ +Ψ =
 (10) 

Решение краевой задачи (10) аналогично нулевому приближению ищем в виде 

 

(1) (1) (1) (1)
1 0 1 1 0 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )z z z z z zΦ = Φ +Φ Ψ = Ψ +Ψ , (11) 

где комплексные потенциалы )()1(
0 zΦ  и )()1(

0 zΨ  определяются формулами, аналогичными (7), 
в которых следует )(0

1 tg  заменить на )(1
1 tg , а аналитические функции )()1(

0 zΦ  и )()1(
0 zΨ  ищутся 

в виде степенных рядов: 

 

(1) (1)
1 1

0 0
( ) , ( )k k

k k
k k

z a z z b z
∞ ∞

− −

= =

Φ = Ψ =∑ ∑ . (12) 

Коэффициенты ka  и kb  находятся по формулам 

 

1 1
0 0 1 1

2
2 0

2
2 2

0, 0, , ,
1 1

( 2), ,

( 1) ( 3), .

n
n n

n ik
n n n k

k

A R A Ra b a b

a A R n b A R

b n R a R A n N iT A e θ

κ
κ κ

∞

− − +
=−∞

= = = = −
+ +

= ≥ = −

= − − ≥ − = ∑
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Удовлетворяя функциями (11), (12) краевым условиям на берегах трещины, после преобразо-
ваний получим сингулярное интегральное уравнение относительно неизвестной функции 1

1 1( )g x : 

 

1

1

1 1
11 1 1 11 1 1 1 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

l

l

R t x g t S t x g t dt F x x lπ
−

⎡ ⎤+ = ≤⎣ ⎦∫ , (13) 

где (1) (1) (1) (1)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x x x x x x′⎡ ⎤= − Φ +Φ + Φ +Ψ⎣ ⎦ , 1x , 1t , 0

1z  и 1l  — безразмерные величи-

ны, отнесенные к R . 
К интегральному уравнению (13) необходимо добавить дополнительное условие 

 

1

1

1
1 ( ) 0

l

l

g t dt
−

=∫ , (14) 

обеспечивающее однозначность перемещений при обходе контура трещины в первом прибли-
жении. 

Сингулярное интегральное уравнение (13) при условии (14) аналогично нулевому прибли-
жению сводится [24 – 26] к системе M  линейных алгебраических уравнений относительно 
приближенных значений )(1

1 mtg  (m = 1, 2,… M) искомой функции в узловых точках: 

 

1 1 1
1 1 11 1 1 1 11 1 1 1 1

1 1

1 ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ), ( ) 0.
M M

m m r m m r r m
m m

l g t R l t l x g t S l t l x F x g t
M = =

⎡ ⎤+ = =⎣ ⎦∑ ∑  (15) 

Для коэффициентов интенсивности напряжений в первом приближении имеем: 
для вершины трещины 1 1x l=  

(1) (1) 1
I II 1 1

1

2 1( 1) ( )ctg
4

m
m

m

mK iK l g t
M

π π
∞

=

−
− = −∑ , 

для окрестности вершины трещины при 1 1x l= −  

(1) (1) 1
I II 1 1

1

2 1( 1) ( ) tg
4

M
m M

m
m

mK iK l g t
M

π π+

=

−
− = −∑ . 

Для заданной функции ( )H θ  формы выработки полученные линейные алгебраические си-
стемы являются замкнутыми и позволяют исследовать напряженно-деформированное состоя-
ние горного массива с выработкой и найти коэффициенты интенсивности напряжений 
в окрестности концов трещины. 

Для построения недостающих уравнений, позволяющих вычислить искомые коэффициен-
ты *

ka  и *
kb , надо найти окружное нормальное напряжение tσ  на контуре выработки. Напряже-

ние tσ  на контуре выработки определяем с помощью формул (5). 
На основании полученного решения с точностью до величин первого порядка относитель-

но малого параметра ε  находим tσ  на контуре L  ( ( ))r ρ θ= : 
(0)

(0) (1)( ) ( ) ( )t
t t tr R

r R

H
r

σσ σ θ ε θ σ θ
=

=

⎡ ⎤∂
= + +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

. 

Требуем выполнения дополнительных условий (2), (3). Минимизацию напряжений на кон-
туре выработки проводим с использованием условия равнопрочности (2) и принципа наимень-
ших квадратов. 
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Минимизации напряжений добьемся с помощью критерия 

[ ]2

1
( ) ( ) min

n

t i i
i

U yσ θ σ γ
=

= − + →∑ , 

где sini iy R θ= . 
Задача оптимизации состоит в том, чтобы получить такие значения неизвестных парамет-

ров *
ka , *

kb  (параметры управления), которые будут обеспечивать величинам ( )t iσ θ  функции 
нормального тангенциального напряжения значения согласно условию (2) при выполнении до-
полнительных условий (3). 

Функция U  и коэффициенты интенсивности напряжений у вершин трещины зависят от ис-
комых коэффициентов *

ka  и *
kb . Поставленная задача оптимального проектирования формы вы-

работки в горном массиве сводится к задаче на условный экстремум функции * *( , , , )k kU a b σ γ , 
когда коэффициенты *

ka  и *
kb  связаны с дополнительными условиями: 

 
1 1 1 1

I II I II0, 0, 0, 0l l l lK K K K− −= = = = . (16) 

Требуется найти минимальное значение функции * *( , , , )k kU a b σ γ , причем ее 2 2k +  аргумен-
ты не являются независимыми, а подчинены четырем добавочным условиям (16) (2 2 4)k + > . 

Для решения задачи на условный экстремум используем метод неопределенных множите-
лей Лагранжа. Введем четыре неопределенных множителей 1λ , 2λ , 3λ , 4λ  и рассмотрим вспо-
могательную функцию 

1111
II4I3II2I10

llll KKKKUU −− ++++= λλλλ . 

Для функции * *
1 2 3 4( , , , , , , , )k kU a b σ γ λ λ λ λ  запишем 2 2k +  необходимых условия экстремума: 

 

0 0 0 0
1* *0, 0 ( 1, 2,..., ); 0, 0.

k k

U U U Uk m
a b σ γ

∂ ∂ ∂ ∂
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂
 (17) 

Полученные (2m + 2) уравнения с четырьмя добавочными уравнениями (16) составляют си-
стему (2m1 + 2 + 4) уравнений с (2m1 + 2 + 4) неизвестными *

ka , *
kb , 1( 1, 2,..., )k m= , σ , γ , 1λ , 2λ , 

3λ , 4λ . Добавляя эти (2m1 + 2 + 4) уравнения к полученным ранее алгебраическим системам, 
имеем замкнутую алгебраическую систему для нахождения всех неизвестных, в том числе ко-
эффициентов *

ka , *
kb  1( 1, 2,..., )k m=  и величин σ  и γ . 

Разобьем отрезок [0, 2 ]π  изменения переменной θ  на n  равных частей 2 / nθ πΔ = . Так 
как функция * *( , , )t i k ka bσ θ  и коэффициенты интенсивности напряжений у вершин трещины ли-
нейно зависят от неизвестных параметров *

ka , *
kb , то составление и решение систем (16), (17) 

упрощается. Систему уравнений (17) можно записать в виде нормальной системы. 
Полученные алгебраические системы (15) – (17) дают возможность исследовать напряжен-

но-деформированное состояние горного массива, найти оптимальную форму выработки и оп-
тимальные значения параметров σ  и γ . Решая алгебраическую систему (15) – (17) методом 
Гаусса с выбором главного элемента для разных механических характеристик горного массива, 
находим проектные параметры *

ka  и *
kb  формы выработки для различных сред горной породы. 

Меняя значения 1α  и 0
1z , можно исследовать разные случаи расположения трещин в горном 

массиве и оценить их влияние на равнопрочную форму выработки в горном массиве. 
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Численный расчет выполнен для случая, когда горный массив ослаблен трещиной 1 45α = ° , 

1 / 0.5l R = , 0 /8
1 1.30Reiz π= . Результаты расчетов коэффициентов *

ka  и *
kb  разложения функ-

ции ( )H θ  формы выработки для горного массива, материал которого имеет 44.25 10E = ⋅  МПа 
(модуль упругости) и 0.27ν =  (коэффициент Пуассона), приведены в таблице (коэффициенты 
даны в безразмерным виде). 

Коэффициенты Фурье равнопрочной формы выработки в горном массиве для случая одной трещины 

*
0 /a R  *

1 /a R  *
2 /a R  *

3 /a R  *
4 /a R  *

5 /a R  *
6 /a R  *

7 /a R  *
8 /a R  *

9 /a R  

0.4701 0.4198 – 0.3887 0.3524 0.3009 – 0.2817 0.2096 0.1833 0.1075 0.0984 

 
*
1 /b R  *

2 /b R  *
3 /b R  *

4 /b R  *
5 /b R  *

6 /b R  *
7 /b R  *

8 /b R  *
9 /b R  

0.3877 0.3119 – 0.2867 0.2188 0.1976 – 0.1575 0.1364 0.0978 0.0632 
 
После определения функций 0

1 1( )g x  и 1
1 1( )g x  с помощью их интегрирования в каждом при-

ближении находятся нормальные и касательные составляющие раскрытия берегов трещины. 
Если трещина одним концом выходит на поверхность выработки, то равенства (9) и (14) в каж-
дом приближении заменяются дополнительным условием, выражающим конечность напряже-
ний у края трещины на контуре выработки. 

Сравнение равнопрочных выработок, определенных на основании условий (2), (3) в горном 
массиве, с другими выработками показывает, что напряжение tσ  на них минимально по срав-
нению с максимальной величиной tσ  на любых других контурах выработок. Поэтому найден-
ная форма выработки обладает свойством максимальной прочности по сравнению со всеми 
другими выработками. 

ВЫВОДЫ 

Предложен критерий и метод решения задачи по предотвращению разрушения горного 
массива, ослабленного выработкой и прямолинейной трещиной, при действии тектонических 
и гравитационных усилий. Построена замкнутая система алгебраических уравнений, позволя-
ющая получить решение задачи оптимального проектирования выработки в горном массиве, 
ослабленном трещиной, в зависимости от механических и геометрических характеристик гор-
ного массива. Установлена связь между формой выработки и коэффициентами интенсивности 
напряжений, а также местоположением и размером трещины. Найденная форма выработки 
в горном массиве обеспечивает снижение концентрации напряжений на контуре выработки, 
минимизацию коэффициентов интенсивности напряжений и повышение несущей способности 
горного массива. Результаты рассмотренной теоретической работы открывают новые возмож-
ности оптимального проектирования выработок в горном массиве. 
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