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1. Введение

Решение нелинейных уравнений — важная проблема прикладных наук. Математиче-
ское моделирование используется для преобразования некоторых задач науки и техники
в различные типы математических нелинейных уравнений. Обычно для решения таких
задач используются итерационные методы. Для такой локальной сходимости необходима
информация о решении. В различной литературе описывается анализ локальной сходи-
мости с использованием рядов Тейлора, однако радиусы сходимости для решения задачи
в [1–3] получены не были. Этот подход был распространен на итерационный метод в бана-
ховых пространствах для получения лучших теоретических результатов без использова-
ния рядов Тейлора. Эти методы обсуждались многими исследователями, см., например,
ссылки в статьях [4–6].

∗Работа выполнена при поддержке Совета по исследованиям науки и техники (Нью Дели, Индия) в
рамках схемы Стартового научного гранта для молодых ученых (проект № YSS/2015/001507).
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Цель данной статьи — выполнить анализ локальной сходимости с радиусами сходи-
мости, аппроксимирующими решение x∗ для нелинейного оператора T , определяемого
путем

T (x) = 0, (1.1)

где T — оператор, дифференцируемый по Фреше, определенный на подмножестве D
банахова пространства X со значением в банаховом пространстве Y . Известная схема
Ньютона обычно используется для решения уравнения (1.1), сходящегося квадратично
и определяемого следующим образом:

xn+1 = xn −
[
T>(xn)

]−1
T (xn), n ≥ 0. (1.2)

Кроме того, для получения последовательных оценок производных необходимы итера-
ционные схемы более высокого порядка сходимости, такие как в [7–10]. Они являются
громоздкими и неограниченными. Однако эти схемы высокого порядка сходимости мо-
гут использоваться для решения некоторых жестких систем уравнений. Локальная схо-
димость итерационных схем исследовалась многими, например, классификация третьего
порядка имеется в [11, 12], четвертого порядка — в [13], пятого порядка — в [14–17] и
так далее. Некоторые статьи посвящены исследованию локальной сходимости на осно-
ве различных схем, таких как схема типа Ньютона [18], Чебышева, Чебышева–Галлея
[19, 20], деформированные методы Галлея [21] и другие. Одна деформированная схема
высокого порядка типа Чебышева представлена в [22], где выполнен анализ ее локальной
сходимости. Ее подшаги следующие:

yn = xn −
[
T>(xn)

]−1
T (xn),

zn = xn + α
[
T>(xn)

]−1
T (xn),

(1.3)

Hn =
1

λ

[
T>(xn)

]−1[
T>
(
xn + λ(zn − xn)

)
− T>(xn)

]
,

xn+1 = xn +
1

2
Tn(yn − xn),

где x0 — начальная точка; n = 0, 1, 2, . . .; λ ∈ (0, 1]; α ∈ R — заданные параметры.
Деформированные схемы улучшают скорость сходимости ньютоновских схем. Модифи-
цированные методы Галлея [23] дают локальную сходимость высокого порядка:

yn = xn −
[
T>(xn)

]−1
T (xn),

un = yn + (1− a)
[
T>(xn)

]−1
T (xn),

(1.4)
zn = yn − γAa,n

[
T>(xn)

]−1
T (xn),

xn+1 = zn + αBa,n

[
T>(xn)

]−1
T (zn),

где α, γ, a ∈ (−∞,∞)\{0}, Ha,n =
1

a

[
T>(xn)

]−1(
T>(un)−T>(xn)

)
, Aa,n = I− 1

2
Ha,n

(
I−

1

2
Ha,n

)
. Унифицированный метод локальной сходимости типа Джаратта (JTM) также

исследуется в [24], он определяется для каждого n = 0, 1, 2, . . . следующим образом:
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yn = xn −
[
T>(xn)

]−1
T (xn),

Hn =
[
T>(xn)

]−1[
T (xn) +

2

3
γ(yn − xn)− T>(xn)

]
, (1.5)

xn+1 = yn +
3α

4

(
I + (δ + β)Hn

)−1
(I + βHn)Hn(yn − xn),

где I — тождественный оператор, α, β, γ, δ — вещественные параметры. Здесь мы об-
суждаем анализ локальной сходимости для решения нелинейного уравнения (1.1) для
итерационной схемы Шармы и Гупты [25], которая определяется для n = 0, 1, 2, . . . как

yn = xn −
1

2
ΓnT (xn),

zn = xn −
[
T>(yn)

]−1
T (xn), (1.6)

xn+1 = zn −
(
2
[
T>(yn)

]−1 − Γn

)
T (zn).

Здесь Γn =
[
T>(xn)

]−1. Первые два шага этой схемы известны как метод Хомьера;
это — версия более высокого порядка и модифицированная форма кубически сходящей-
ся схемы Хомьера, описанной в [26]. Доказано, что порядок метода (1.6) по крайней
мере пятый. Остальная часть статьи организована следующим образом. В пункте 2 ана-
лизируется локальная сходимость вышеупомянутой итерационной схемы для решения
нелинейных уравнений в банаховых пространствах с использованием условия Липшица.
Численные примеры с использованием условия Липшица представлены в п. 3. В следу-
ющем пункте исследуется локальная сходимость итерационной схемы при условии Гель-
дера. Условие Гельдера является более обобщенным, чем условие Липшица. Наконец,
рассматриваются некоторые численные примеры, подтверждающие важность условия
Гельдера, и даются заключительные замечания.

2. Анализ локальной сходимости с условием Липшица

Опишем анализ локальной сходимости метода (1.6). Для этого введем некоторые ска-
лярные функции и параметры. Предположим, что L0 > 0 и L > 0 — заданные параметры.
Все функции определены на интервале

[
0,

1

L0

)
следующим образом:

f1(t) =
1

1− L0t

[
Lt

2
+

1 + L0t

2

]
, (2.1)

p(t) = L0f1(t)t, (2.2)

f2(t) =
Lt

2(1− L0t)
+
L(1 + L0t)(1 + f1(t))

(1− L0t)(1− p(t))
t, (2.3)

f3(t) =

[
1 +

(
2

1− L0f1(t)t
+

1

1− L0t

)(
1 + L0f2(t)t

)]
f2(t), (2.4)

h1(t) = f1(t)− 1, h2(t) = f2(t)− 1, h3(t) = f3(t)− 1, (2.5)

и, используя

r1 =
1

L+ 3L0
<

1

L0
, (2.6)

мы можем получить
0 ≤ f1(t) < 1 для t ∈ [0, r1). (2.7)
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Аналогичным образом, мы можем найти r2 для функции h2(t), а h2(t) имеет нуль в
интервале

(
0,

1

L0

)
. Кроме того, h2(r1) > 0 и r1 <

1

L0
, откуда следует, что

0 < r2 < r1 (2.8)

и
0 ≤ f2(t) < 1 для t ∈ [0, r2). (2.9)

Используя эту процедуру, мы можем получить h3(0) < 0 и h3(r2) > 0. Таким образом,
h3 имеет нуль в (0, r2). Пусть r — наименьший нуль. Поскольку f3(r2)− 1 > 0 и L0r2 < 1
для t ∈ [0, r), мы получим

r < r2 < r1,

0 ≤ f1(t) < 1, 0 ≤ f2(t) < 1, 0 ≤ f3(t) < 1.

Анализ локальной сходимости рассматриваемой схемы при непрерывности Липшица
характеризуется следующей теоремой.

Теорема 2.1. Предположим, что T : D ⊆ X → Y — оператор, дифференцируемый по
Фреше с первым порядком, и L0 > 0, L > 0 — заданные параметры. Также предполо-
жим, что существует x∗ ∈ D для всех x, y ∈ D, и удовлетворяются следующие усло-
вия :

T (x∗) = 0,
[
T>(x∗)

]−1 ∈ L(X,Y ),∥∥[T>(x∗)
]−1(

T>(x)− T>(x∗)
)∥∥ ≤ L0‖x− x∗‖, (2.10)∥∥[T>(x∗)

]−1(
T>(x)− T>(y)

)∥∥ ≤ L‖x− y‖, (2.11)

где L(X,Y ) — множество ограниченных линейных операторов из X в Y и B(x∗, r) ⊆ D.
Радиус r необходимо найти. Последовательность {xn}, генерируемая (1.6) для
x0 ∈ B(x∗, r), описана для n = 0, 1, 2, . . . в B(x∗, r) и стремится к x∗. Следовательно,
верны следующие соотношения для n = 0, 1, 2, . . . :

‖yn − x∗‖ ≤ f1
(
‖xn − x∗‖

)
‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < r, (2.12)

‖zn − x∗‖ ≤ f2
(
‖xn − x∗‖

)
‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < r, (2.13)

‖xn+1 − x∗‖ ≤ f3
(
‖xn − x∗‖

)
‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < r. (2.14)

Кроме того, если существует R ∈
[
r,

1

L0

)
, такое что B(x∗, R) ⊆ D, то предельная

точка x∗ является единственным решением в B(x∗, R).

Доказательство. Поскольку x0 ∈ D, то из неравенства (2.10) получим∥∥[T>(x∗)
]−1(

T>(x0)− T>(x∗)
)∥∥ ≤ L0‖x0 − x∗‖ < L0r < 1.

На основании леммы Банаха об обратимой функции [4, 5]
[
T>(x0)

]−1 существует и∥∥[T>(x∗)
]−1

T>(x0)
∥∥ ≤ (1 + L0‖x0 − x∗‖), (2.15)∥∥[T>(x∗)

]−1
T (x0)

∥∥ ≤ (1 + L‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖, (2.16)∥∥[T>(x0)
]−1

T>(x∗)
∥∥ ≤ 1

1− L0‖x0 − x∗‖
. (2.17)
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Теперь определим y0 с использованием первого шага схемы (1.6), для n = 0 мы можем
получить аппроксимацию

y0 − x∗ = x0 − x∗ −
1

2

[
T>(x0)

]−1
T (x0)

= −
[
T>(x0)

]−1
T>(x∗)

∫ 1

0

[
T>(x∗)

]−1[
T>
(
x∗ + t(x0−x∗)

)
− T>(x0)

]
(x0−x∗) dt+

1

2

[
T>(x0)

]−1
T>(x∗)

∫ 1

0

[
T>(x∗)

]−1
T>
(
x∗ + t(x0−x∗)

)
(x0−x∗) dt. (2.18)

С использованием норм обеих частей уравнения (2.18) получим

‖y0−x∗‖ ≤
∥∥[T>(x0)

]−1
T>(x∗)

∥∥∥∥∥∥∫ 1

0

[
T>(x∗)

]−1[
T>
(
x∗+t(x0−x∗)

)
−T>(x0)

]
(x0−x∗) dt

∥∥∥∥+

1

2

∥∥[T>(x0)
]−1

T>(x∗)
∥∥∥∥∥∥∫ 1

0

[
T>(x∗)

]−1
T>
(
x∗ + t(x0−x∗)

)
(x0−x∗) dt

∥∥∥∥
≤ 1

1− L0‖x0 − x∗‖

[
L‖x0 − x∗‖

2
+

1

2

(
1 + L0‖x0−x∗‖

)]
‖x0−x∗‖

≤ f1
(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖ < r. (2.19)

Поскольку h1(0) < 0 и h1
(

1

L0

)
→∞, то на основании теоремы о промежуточном значе-

нии h1(t) имеет по крайней мере один корень в
]
0,

1

L0

[
. Предположим, что r1 — наимень-

ший корень h1(t) в
]
0,

1

L0

[
. Теперь мы видим, что 0 < r1 <

1

L0
и 0 ≤ f1(t) < 1 ∀ t ∈ [0, r1) .

Докажем, что T>(y0) обратимо. Таким образом, используя уравнение (2.10), получим∥∥[T>(x∗)
]−1[

T>(y0)− T>(x∗)
]∥∥ ≤ L0‖y0 − x∗‖
≤ L0f1

(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖

= p
(
||x0 − x∗||

)
< 1, (2.20)

где p(t) = L0f1(t)t, и снова на основании леммы Банаха∥∥[T>(y0)
]−1

T>(x∗)
∥∥ ≤ 1

1− p
(
‖x0 − x∗‖

) . (2.21)

Кроме того, с использованием следующего подшага схемы (1.6) получим

‖z0 − x∗‖ ≤ ‖x0 − x∗‖+
∥∥[T>(y0)

]−1
T (x0)

∥∥
и
‖z0 − x∗‖ ≤

∥∥x0 − x∗ − [T>(x0)
]−1

T (x0)
∥∥+

∥∥[T>(x0)
]−1

T>(x∗)
∥∥×∥∥T>(x∗)−1

(
T>(y0)− T>(x0)

)∥∥ ∥∥[T>(y0)
]−1

T>(x∗)
∥∥∥∥[T>(x∗)

]−1
T (x0)

∥∥
≤ L‖x0 − x∗‖2

2
(
1− L0‖x0 − x∗‖

) +
1

1− p
(
‖x0 − x∗‖

)(
1− L0‖x0 − x∗‖

) ×∥∥[T>(x∗)
]−1(

T>(y0)− T>(x0)
)∥∥ ∥∥[T>(x∗)

]−1
T (x0)

∥∥
≤ L‖x0 − x∗‖2

2
(
1− L0‖x0 − x∗‖

) +
L
(
1 + L0‖x0 − x∗‖

)(
1 + f1

(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖2

)(
1− L0‖x0 − x∗‖

)(
1− p(‖x0 − x∗‖

))
= f2

(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖.
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Ясно, что h2(t) имеет по крайней мере один нуль в ]0, r1[. Пусть r2 — наименьший
нуль h2(t). Таким образом, мы имеем 0 < r2 < r1 и h2(r2) > 0 ∀ t ∈ [0, r2). Получим

‖z0 − x∗‖ ≤ f2(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖ < r.

На основании леммы Банаха обратимая функция
[
T>(y0)

]−1 существует и

∥∥[T>(y0)
]−1

T>(x∗)‖ ≤ 1

1−
∥∥I − [T>(x∗)

]−1
T>(y0)

∥∥ ≤ 1

1− L0‖y0 − x∗‖
.

Последний подшаг схемы (1.6) задается следующим образом:

‖x1 − x∗‖ ≤ ‖z0 − x∗‖+(
2
∥∥[T>(y0)

]−1
T>(x∗)

∥∥+
∥∥[T>(x0)

]−1
T>(x∗)

∥∥)∥∥[T>(x∗)
]−1

T (z0)
∥∥

≤
[
1 +

(
2

1− L0‖y0 − x∗‖
+

1

1− L0‖x0 − x∗‖

)(
1 + L0‖z0 − x∗‖

)]
‖z0 − x∗‖

≤
[
1 +

(
2

1− L0f1
(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖

+
1

1− L0‖x0 − x∗‖

)
×

(
1 + L0f2

(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖

)]
f2
(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖

= f3
(
‖x0 − x∗‖

)
‖x0 − x∗‖. (2.22)

Функция h3(t) = f3(t)− 1 дает h3(0) < 0 и h3(r2) > 0. Следовательно, h3(t) имеет по
крайней мере один корень в ]0, r2[ . Пусть r — наименьший корень h3(t) в ]0, r2[ . Тогда
мы можем получить

r < r2 < r1 <
1

L0

и 0 ≤ f3(t) < 1 ∀ t ∈ [0, r). Теперь из уравнения (2.22) получим

‖x1 − x∗‖ ≤ f3(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ < r.

Следовательно, теорема верна для n = 0. Заменив x0, y0, z0 и x1 на xn, yn, zn, xn+1

в предыдущих результатах, мы можем получить неравенства (2.12)–(2.14). Используя
оценку ‖xn+1 − x∗‖ ≤ ‖xn − x∗‖ < r, мы получим xn+1 ∈ B(x∗, r). Таким образом,

‖xn+1 − x∗‖ ≤ f3(t)‖xn − x∗‖
≤ f3(t)f3(‖xn−1 − x∗‖)‖xn−1 − x∗‖

≤ f3(t)2f3(‖xn−1 − x∗‖)‖xn−2 − x∗‖

≤ f3(t)n+1‖x0 − x∗‖.

Используя limn→∞ f3(t)
n+1 = 0, мы получили limn→∞ xn = x∗, и, таким образом, аппрок-

симация “стремится” к решению.
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Чтобы доказать единственность, пусть y∗ ∈ B(x∗, r), где y∗ 6= x∗ при T (y∗) = 0. Пусть
F =

∫ 1
0 T
>(y∗ + t(x∗ − y∗)

)
dt. Тогда, используя (2.10), мы получим∥∥T>(x∗)−1

(
F − T>(x∗)

)∥∥ ≤ ∫ 1

0
L0

∥∥y∗ + t(x∗ − y∗)− x∗
∥∥ ≤ L0

2
‖x∗ − y∗‖ =

L0

2
R < 1,

что подтверждает существование T−1 и соответствует тождеству

0 = T (x∗)− T (y∗) = F (x∗ − y∗).

Из этого мы можем заключить, что x∗ = y∗.

3. Численные результаты для условия Липшица

В этом пункте приведены численные примеры, показывающие эффективность нашей
локальной сходимости.

Пример 3.1 [16]. Рассмотрим функцию f , определенную на D =
[
− 1

2
,

5

2

]
, следующим

образом:

f(x) =

{
x3 log x2 + x5 − x4, x 6= 0,

0, x = 0.

Единственное решение x∗ = 1. Последовательные производные f имеют вид:

f ′(x) = 3x2 log x2 + 5x4 − 4x3 + 2x2,

f ′′(x) = 6x log x2 + 20x3 − 12x2 + 10x,

f ′′′(x) = 6 log x2 + 60x2 − 24x+ 22.

Мы видим, что f ′′′ неограниченна на D, но итерационный метод (1.6) удовлетворяет всем
гипотезам теоремы 2.1 при x∗ = 1. Мы получим L0 = L = 96.6628. Таким образом, мы
имеем

r = 0.000916634 < r2 = 0.00230864 < r1 = 0.00258631.

Пример 3.2. Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение типа Гаммерштейна. Та-
кие уравнения имеют сильный физический базис и имеют место в электромагнитной
термодинамике [15]. Уравнение имеет следующий вид:

x(s) = u(s) +

∫ b

a
G(s, t)H

(
x(t)

)
dt, a ≤ x ≤ b,

для x(s), u(s) ∈ C[a, b] при∞ < a < b <∞; G — функция Грина, а H — полиномиальная
функция. Стандартная процедура решения таких уравнений состоит в его переписи в
виде нелинейного оператора в банаховом пространстве:

F (x) = 0,

F : Ω ⊆ C[a, b]→ C[a, b] с непустым открытым выпуклым подмножеством и

F [x(s)] = x(s)− u(s)−
∫ b

a
G(s, t)H

(
x(t)

)
dt
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с однородной нормой ‖v‖ = maxs∈[a,b] |v(s)|. Видно, что в некоторых случаях усло-
вия ограниченности могут не удовлетворяться, поскольку F ′′(x) или F ′′′(x) может быть
неограничена в общей области. Таким образом, альтернатива — найти область, содер-
жащую решение. Однако удобнее использовать результаты локальной сходимости, по-
лученные в нашем исследовании, для получения радиуса шара сходимости. Применим
наше теоретическое исследование, полученное в предыдущей теореме, к конкретному
уравнению Гаммерштейна, задаваемому следующим образом [16]:

F (x(s)) = x(s)− 5

∫ 1

0
s tx(t)3dt

при x(s) в C[0, 1]. Первая производная F имеет вид:

F ′(x(s))v(s) = v(s)− 15

∫ 1

0
s tx(t)2v(s) dt.

Пусть x∗ = 0. Здесь мы имеем L0 = 7.5 и L = 15. Для существующей итерационной
схемы (1.6) получим

r = 0.0067881 < r2 = 0.0195405 < r1 = 0.0266667.

Пример 3.3 [16]. Предположим, что X = Y = R и функция F определена на D = [1, 3]
следующим образом:

F (x) =
2

3
x

3
2 − x.

Используя x∗ =
9

4
и F ′(x∗)−1 = 2, L0 = L = 1, мы получим

r = 0.0886045 < r2 = 0.22316 < r1 = 0.25.

В таблице 1 приведены значения параметров, используемых в схеме (1.4). Мы вычис-
лили радиус шара сходимости для схемы (1.6) и сравнили его с существующей итераци-
онной схемой (1.4) в табл. 2. Таблица 2 подтверждает, что рассматриваемая схема дает
больший шар сходимости, чем существующая схема (1.4).

Таблица 1. Значения параметра

Примеры a γ α

3.1 0.987 0.6 0.001
3.2 1 0.005 0.008
3.3 1 0.575 0.03

Таблица 2. Сравнение радиусов шара сходимости

Примеры Метод (1.6) Метод (1.4)

3.1 9.1 · 10−4 2.5 · 10−9

3.2 0.006788 0.004999
3.3 0.088604 0.059554

4. Анализ локальной сходимости
с использованием условия Гельдера

В данном пункте мы выполним анализ локальной сходимости итерации пятого по-
рядка (1.6) в банаховых пространствах с использованием условия Гельдера, поскольку
некоторые нелинейные уравнения не удовлетворяют условию непрерывности Липшица,
например

g(x(s)) = x(s)− 5

∫ 1

0
s tx(t)q+1dt
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при x(s) в C[0, 1]. Первая производная задается следующим образом:

g′(x(s)) = v(s)− 5

q + 1

∫ 1

0
s tx(t)qdt. (4.1)

Ясно, что условие непрерывности Липшица не действует здесь для q ∈ (0, 1), и решение
получается только с использованием условия Гельдера. Для таких примеров мы также
получим результаты по локальной сходимости. Предположим, что L0 > 0 и L > 0 —
заданные параметры. Предположим также, что существует решение x∗ ∈ D такое, что
для всех x, y ∈ D верны следующие соотношения:

T (x∗) = 0,
[
T>(x∗)

]−1 ∈ L(X,Y ),∥∥[T>(x∗)
]−1(

T>(x)− T>(x∗)
)∥∥ ≤ L0‖x− x∗‖q, (4.2)∥∥[T>(x∗)

]−1(
T>(x)− T>(y)

)∥∥ ≤ L‖x− y‖q. (4.3)

Лемма. Если T удовлетворяет предположениям (4.2) и (4.3), то в этой точке при-
водимые ниже неравенства справедливы для x ∈ D, q = (0, 1] и t ∈ [0, 1] :∥∥[T>(x∗)

]−1
T>(x)

∥∥ ≤ 1 + L0‖x− x∗‖q, (4.4)∥∥[T>(x∗)
]−1

T>(x+ t(x− x∗))
∥∥ ≤ 1 + L0‖x− x∗‖q, (4.5)∥∥T>(x∗)]−1T (x)
∥∥ ≤ (1 + L0‖x− x∗‖q

)
‖x− x∗‖. (4.6)

Доказательство. Рассмотрим гипотезу (4.2). Мы можем получить∥∥[T>(x∗)
]−1

T>(x)
∥∥ ≤ 1 +

∥∥T>(x∗)−1T>(x)− T>(x∗)−1T>(x∗)
∥∥ ≤ 1 + L0‖x− x∗‖q.

Таким же образом находим∥∥[T>(x∗)
]−1

T>
(
x+ t(x− x∗)

)∥∥ ≤ 1 + tqL0‖x− x∗‖q ≤ 1 + L0‖x− x∗‖q.

Теперь ∥∥[T>(x∗)
]−1

T (x)
∥∥ ≤ ∥∥[T>(x∗)

]−1
T>
(
x∗ + t(x− x∗)

)
(x− x∗)

∥∥
≤
(
1 + L0‖x− x∗‖q

)
‖x− x∗‖.

Теорема 4.1. Предположим, что x∗ ∈ D такое, что (4.2) и (4.3) удовлетворяются.
Последовательность {xn}, генерируемая схемой (1.6) для x0 ∈ B(x∗, ρ), известна для
n ≥ 0 и стремится к x∗. Следовательно, приводимые ниже меры верны для n ≥ 0 :

‖yn − x∗‖ ≤ g1(‖xn − x∗‖)‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < ρ, (4.7)

‖zn − x∗‖ ≤ g2(‖xn − x∗‖)‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < ρ, (4.8)

‖xn+1 − x∗‖ ≤ g3(‖xn − x∗‖)‖xn − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < ρ, (4.9)

где g1, g2 и g3 — функции, которые должны быть определены. Кроме того, если суще-

ствует Q ∈
[
ρ,
(

1 + q

L0

)1/q]
такое, что B(x∗, Q) ⊆ D, то предельная точка x∗ пред-

ставляет собой только одно решение в B(x∗, Q).
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Доказательство. Предположим, что ‖x0 − x∗‖q <
1

L0
, и, используя уравнение (4.2),

получим ∥∥[T>(x∗)
]−1(

T>(x0)− T>(x∗)
)∥∥ ≤ L0‖x0 − x∗‖q < 1.

Согласно лемме Банаха,
[
T>(x0)

]−1 существует и удовлетворяет

∥∥[T>(x0)
]−1

T>(x∗)
∥∥ ≤ 1

1− L0‖x0 − x∗‖q
. (4.10)

Следовательно, из алгоритма (1.6) мы имеем, что y0, z0 и x1 хорошо определены. Для
n = 0 получим аппроксимацию

‖y0 − x∗‖ ≤
‖x0 − x∗‖

1− L0‖x0 − x∗‖q

[
L‖x0 − x∗‖q

(q + 1)
+

(1 + L0‖x0 − x∗‖q)
2

]
≤ g1(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ < ρ.

Определим g1(t) =
1

1− L0tq

[
Ltq

q + 1
+

1 + L0t
q

2

]
. Предположим, что δ1(t) = g1(t) − 1. Это

показывает, что δ1(0) < 0 и δ1
((

1

L0

)1/q)
→∞. Кроме того, δ1(t) имеет по крайней мере

один нуль в
(

0,
1

L0

1/q)
. Будем считать, что ρ1 — наименьший нуль δ1(t) в

(
0,

1

L0

1/q)
.

Тогда

0 < ρ1 <

(
1

L0

)q

и 0 ≤ g1(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ). Теперь покажем, что T>(y0) необратимо:∥∥[T>(x∗)
]−1[

T>(y0)− T>(x∗)
]∥∥ ≤ L0g1(‖x0 − x∗‖q)‖x0 − x∗‖q = w(‖x0 − x∗‖), (4.11)

где w(t) = L0g1(t
q)tq, а это означает, что∥∥[T>(y0)

]−1
T>(x∗)

∥∥ ≤ 1

1− w(‖x0 − x∗‖)
. (4.12)

Опять из итерационной схемы (1.6) найдем

‖z0 − x∗‖ ≤
L‖x0 − x∗‖q‖x0 − x∗‖

(q + 1)(1− L0‖x0 − x∗‖q)
+

L
(
1 + L0‖x− x∗‖q

)(
1 +

(
g1(‖x0 − x∗‖)

)q‖x0 − x∗‖q)‖x0 − x∗‖(
1− L0‖x0 − x∗‖q

)(
1− w(‖x0 − x∗‖)

)
≤ g2(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖,

где g2(t) =

[
Ltq

(q + 1)(1− L0tq)
+

L(1 + L0t
q)
(
1 +

(
g1(t)

)q
tq
)

(1− L0tq)
(
1− w(t)

) ]
. Предположение δ2(t) = g2(t) − 1

показывает, что δ2(0) < 0. Поэтому δ2(t) имеет по крайней мере один нуль в (0, ρ1), и мы
получим 0 < ρ2 < ρ1 и 0 ≤ g2(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ2). Следовательно,

‖z0 − x∗‖ ≤ g2(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ < ‖x0 − x∗‖ < ρ.
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Кроме того,∥∥[T>(y0)
]−1

T>(x∗)
∥∥ ≤ 1

1− ‖I − [T>(x∗)]−1T>(y0)‖
≤ 1

1− L0‖y0 − x∗‖q
.

И, наконец, получим

‖x1 − x∗‖ ≤
[
1 +

(
2

1− L0g1(‖x0 − x∗‖q)‖x0 − x∗‖q
+

1

1− L0‖x0 − x∗‖q

)
×(

1 + L0g2(‖x0 − x∗‖q)‖x0 − x∗‖q
)]
g2(‖x0 − x∗‖q)‖x0 − x∗‖

≤ g3(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖,

где

g3(t) =

[
1 +

(
2

1− L0(g1(t))qtq
+

1

1− L0tq

)(
1 + L0(g2(t))

qtq
)](

g2(t)
)q
. (4.13)

Предположим, что функция δ3(t) = g3(t) − 1. Следовательно, δ3(ρ2) > 0 и δ3(t) имеют
по крайней мере один нуль в (0, ρ2). Пусть ρ — наименьший положительный нуль δ3(t)
в (0, ρ2). Тогда имеем

ρ < ρ2 < ρ1 <

(
1

L0

)1/q

и 0 ≤ δ3(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ). Таким образом, мы можем получить

‖x1 − x∗‖ ≤ g3(‖x0 − x∗‖)‖x0 − x∗‖ < ρ.

Следовательно, теорема верна для n = 0.
Подставив xn, yn, zn и xn+1 вместо x0, y0, z0 и x1, таким же образом мы можем

получить неравенства (4.7)–(4.9) для n = 0, 1, 2, . . . . Ввиду того, что ‖xn+1 − x∗‖ ≤
‖xn − x∗‖ < ρ, имеем xn+1 ∈ B(x∗, ρ) и находим, что

‖xn+1−x∗‖ ≤ g3(t)‖xn−x∗‖ ≤ g3(t)2g3(‖xn−1−x∗‖)‖xn−2−x∗‖ ≤ · · · ≤ g3(t)n+1‖x0−x∗‖.

Поскольку δ3(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ) и limn→∞ g3(t)
n+1 = 0, получаем limn→∞ xn = x∗. Чтобы

показать единственность, положим y∗ ∈ B(x∗, ρ), y∗ 6= x∗, T (y∗) = 0. Также пусть F =∫ 1
0 T
>(y∗ + t(x∗ − y∗)) dt. Тогда, используя (2.10), получим

∥∥T>(x∗)−1
(
F − T>(x∗)

)∥∥ ≤ ∫ 1

0
L0‖y∗ + t(x∗ − y∗)− x∗‖q

≤ L0

(q + 1)
‖x∗ − y∗‖q =

L0

(q + 1)
Qq < 1.

Поэтому T−1 существует. Используя тождество 0 = T (x∗)−T (y∗) = F (x∗− y∗), получим
x∗ = y∗.

Здесь мы представили локальную сходимость схемы (1.6) с использованием условий
(4.2), (4.3). Мы определили следующие функции на интервале

[
0,

1

L
1/q
0

]
:
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g1(t) =
1

1− L0tq

[
Ltq

q + 1
+

1 + L0t
q

2

]
,

g2(t) =

[
Ltq

(q + 1)(1− L0tq)
+
L(1 + L0t

q)
(
1 + (g1(t))

qtq
)

(1− L0tq)(1− w(t))

]
,

g3(t) =

[
1 +

(
2

1− L0(g1(t))qtq
+

1

1− L0tq

)(
1 + L0(g2(t))

qtq
)](

g2(t)
)q
.

Используем L1 = 1 + L0t
q и

δ1(t) = g1(t)− 1, δ2(t) = g2(t)− 1, δ3(t) = g3(t)− 1.

Параметр ρ1 =
((

1− L1

2

)/(
L1

1 + q
+ L0

))1/q
<
(

1

L0

)1/q
и (1 + L0t

q) < 1. Получим 0 ≤

δ1(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ1). Кроме того, δ2(0) < 0 и δ2

((
1

L0

)1/q)
> 0. Следовательно, δ2(t)

имеет по крайней мере один нуль в
(

0,
(

1

L0

)1/q)
. Предположим, что ρ2 — наименьший

нуль δ2(t). Следовательно, δ2(ρ1) > 0 и ρ1 <
(

1

L0

)1/q
. Тогда 0 < ρ2 < ρ1 <

(
1

L0

)1/q
и

0 ≤ δ2(t) < 1 ∀ t ∈ [0, ρ2). Мы имеем следующее:

0 ≤ g1(t) < 1, 0 ≤ g2(t) < 1.

Кроме того, мы находим, что δ3(0) = g3(0) − 1 < 0 и δ3(t) → ∞ при t →
(

1

L0

)1/q
.

Функция δ3 имеет нуль в
(

0,
(

1

L0

)1/q)
. Поэтому ρ < ρ2 < ρ1 и 0 ≤ δ3(t) < 1 для каждого

t ∈ [0, ρ). Таким образом, ρ — наименьший нуль δ3(t).

5. Численные результаты для условия Гельдера

Представим численные примеры для проверки правильности нашего подхода.

Пример 5.1 [22]. Рассмотрим функцию g, определенную на D =
[
− 1

2
,

5

2

]
следующим

образом:

g(x) =

{
x3 log x2 + x5 − x4, x 6= 0,

0, x = 0.

Единственное решение x∗ = 1. Производные g:

g′(x) = 3x2 log x2 + 5x4 − 4x3 + 2x2.

g′′(x) = 6x log x2 + 20x3 − 12x2 + 10x.

Данная функция удовлетворяет всем условиям итерационной схемы (1.6) и теорема 4.1
верна; при x∗ = 1, q = 0.5 мы получим L0 = L = 96.6628. Также получим

ρ = 6.46693 · 10−7 < ρ2 = 4.8614 · 10−6 < ρ1 = 5.6995 · 10−6.
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Пример 5.2 [18]. Рассмотрим

g(x(s)) = x(s)− 5

∫ 1

0
s t x(t)3 dt

при x(s) в C[0, 1]. Первую производную можно задать следующим образом:

g′
(
x(s)

)
v(s) = v(s)− 15

∫ 1

0
s t x(t)2v(s) dt.

Таким образом, для тривиального решения x∗ = 0 мы получим L0 = 7.5 и L = 15. Теперь,
используя итерационную схему (1.6) и q = 0.5, имеем

ρ = 0.0000345557 < ρ2 = 0.000328498 < ρ1 = 0.000553633.

Пример 5.3 [22]. Пусть X = Y = R. Определим g на D = [1, 3] следующим образом:

g(x) =
2

3
x

3
2 − x.

Тогда при x∗ =
9

4
, g′(x∗)−1 = 2, L0 = L = 1, q = 0.5 получим

ρ = 0.0060425 < ρ2 = 0.0454234 < ρ1 = 0.0532544.

В табл. 3 представлены оценки радиусов шара сходимости с использованием об-
суждаемого метода (1.6) и существующего алгоритма (1.5) со значениями параметров:
γ = −3.5, α = −3.5, β = −1.5, K = 1, δ = −11.5. Мы видим, что с использованием
представленного метода радиус шара сходимости больше, чем при использовании мето-
да (1.5).

Таблица 3. Сравнение радиусов шара сходимости

Примеры Метод (1.6) Метод (1.5)

5.1 6.4669 · 10−7 1.6514 · 10−7

5.2 3.4500 · 10−5 7.1609 · 10−6

5.3 6.0425 · 10−3 1.5430 · 10−3

6. Результаты и будущая работа

В данной статье мы проанализировали локальную сходимость схемы типа Хомьера
пятого порядка с использованием условий Липшица и Гельдера в банаховых простран-
ствах. Эта локальная сходимость образуется без использования разложения Тейлора.
Преимущество данного подхода — итерационный метод всегда сходится к решению. Так-
же получен шар сходимости для решения. Впоследствии эти предположения были ослаб-
лены и получены решения для различных типов нелинейных интегральных уравнений,
не решаемых при помощи предыдущего подхода. В будущем мы планируем рассмотреть
локальную сходимость при более слабых предположениях.
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