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We consider an inverse boundary value problem of heat conduction. To solve it, we propose a new approach
based on the Laplace transform. This approach allows us to confine the original problem to solving the Volterra
equations of the first kind. We have developed algorithms of the numerical solution to the resulting integral
equations. The algorithms developed are based on the application of the product integration method and
the quadrature of middle rectangles. A series of test calculations were performed to test the efficiency of the
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Введение

В прикладных задачах, связанных с исследованием нестационарных тепловых про-
цессов, довольно часто возникает ситуация, когда невозможно осуществить прямые из-
мерения требуемой физической величины и ее характеристики восстанавливаются по
результатам косвенных измерений. При этом единственный путь отыскания требуемых
значений связан с решением обратной задачи теплопроводности с исходными данными,
известными только на части границы. Подобного рода задачи возникают не только при
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исследовании тепловых процессов, но и при исследовании процессов диффузии и изуче-
нии свойств материалов, связанных с тепловыми характеристиками [1–3]. Так же многие
задачи из области нанотехнологий, метрологии, оптимального управления сводятся к ре-
шению обратных граничных задач [4–6].

В статье исследуется уравнение Вольтерра I рода, полученное в работе [7] в результате
применения интегральных преобразований Лапласа для решения уравнения теплопро-
водности. Решение уравнений Вольтерра вызывает большой интерес у исследователей.
Для примера приведем монографию [8], где дана обширная библиография. Разработ-
ке специальных регуляризующих алгоритмов, учитывающих специфику интегральных
уравнений Вольтерра I рода, также посвящены работы Н.А. Магницкого [9], А.М. Дени-
сова [10], В.В. Васина [11], М.М. Лаврентьева и его школы [12, 13].

Практическая реализация регуляризующего алгоритма решения интегрального урав-
нения I рода вольтерровского типа связана с применением процедуры дискретизации
исходного уравнения. При этом эффект перехода от исходного уравнения к регуляри-
зованному может быть полностью потерян. Одна из причин такой потери может быть
обусловлена неустойчивостью разностной схемы. В данной статье используются устойчи-
вые разностные методы, в которых в качестве параметра регуляризации выступает шаг
дискретизации. Саморегуляризующий эффект численных методов решения уравнений
Вольтерра I рода впервые был обоснован в работе А.С. Апарцина и А.Б. Бакушинско-
го [14] и изучался в дальнейшем в трудах многих авторов, например [15, 16].

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу:

ut = uxx, x ∈ (0, 1) , t > 0, (1)

с краевыми условиями:
u (x, 0) = 0, u (0, t) = 0, (2)

ux (0, t) = g (t) , x ∈ (0, 1) , t > 0. (3)

Требуется найти граничное значение функции

u (1, t) = φ(t), t > 0. (4)

Пусть g ∈ C2+η
[0,T ] при всех T > 0, η ∈ (0, 1), и существуют константы M > 0, m ≥ 0

такие, что |g(t)| ≤ Memt для t ∈ [0, T ] при всех T > 0. Известно, что при g (t) = g0 (t)
существует точное решение u(1, t) = φ0 (t). Рассмотрим случай, когда вместо g0(t) нам
известны некоторые приближения gδ(t) и уровень погрешности δ > 0 так, что

‖gδ − g0‖C 6 δ, ux (0, t) = gδ (t) , x ∈ (0, 1) , t > 0. (5)

Единственность решения задачи (1)–(3) доказана в работе [12].
Поиск численного решения (4) обратной граничной задачи (1), (2), (5) выполняем

с помощью подхода, предложенного в [7] и основанного на применении прямого и об-
ратного преобразований Лапласа. Для этого предполагаем, что существуют константы
C > 0 и β0 > 0 такие, что ∀x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞) имеет место |u (x, t)| 6 Ceβ0t, причем
φ (t) удовлетворяет условиям Дирихле ∀ t ∈ [0, T ] при всех T > 0. В [7] показано, что
аппроксимация (4) может быть получена из интегрального уравнения Вольтерра типа
свертки
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Aφ = 2

t∫
0

π2
N∑

p=1

(−1)p+1 p2e−π2p2(t−s)φ (s) ds = g0(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (6)

где N — некоторое фиксированное натуральное число. Основная цель работы — показать
применимость метода квадратурных сумм для приближенного решения (6).

2. Алгоритм численного решения уравнения (6)

Рассмотрим задачу приближенного решения (6). Представим уравнение (6) в эквива-
лентном виде

Aφ =

t∫
0

KN (t− s)φ(s) ds = y(t), 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (7)

где
KN (t− s) = π2

N∑
p=1

(−1)p+1 p2e−π2p2(t−s), y(t) =
1
2
g0(t). (8)

Как хорошо известно [17], уравнение Вольтерра I рода является частным случаем
уравнения Фредгольма, в котором ядро обращается в нуль на треугольнике 0≤ t < s≤T ,
а на диагонали t = s имеет разрыв первого рода. Для устойчивого приближенного ре-
шения (7), (8), вообще говоря, можно использовать стандартные методы регуляризации
некорректных задач, например [18]. С другой стороны, рассматриваемая задача относит-
ся к классу условно корректных задач, а сеточный аналог (7), (8) имеет единственное ре-
шение в силу KN (0) 6= 0. Специфика ядер Вольтерра KN ∈ C∆, ∆ = {t, s | 0 ≤ s ≤ t ≤ T},
при фиксированных значениях N проиллюстрирована в [19, табл. 1]. В ней указаны зна-
чения KN 6= 0 на диагонали t = s, а также корни t∗ уравнений KN (λ) = 0, N = 10, 21,
λ = t− s.

Таблица 1. Числовые характеристики ядер Вольтерра KN

N t∗ KN (0) N t∗ KN (0)

10 0.01378 −542.828 16 0.00913 −1342.266
11 0.01221 651.394 17 0.00631 1510.049
12 0.01173 −769.829 18 0.00809 −1687.702
13 0.01022 898.134 19 0.00516 1875.225
14 0.01019 −1036.308 20 0.00735 −2072.617
15 0.00789 1184.353 21 0.00429 2279.879

На рисунке дана характеристика зави-
симости t∗ от величины N в ядре (8). Гра-
фик “линия 1” соответствует случаю, ко-
гда N четно, а график “линия 2” — ко-
гда N нечетно. Из рисунка видно, что с
ростом N значение t∗ убывает (при этом
монотонность имеется только отдельно по
четным и нечетным N). Значения t∗ ис-
пользуем далее для ограничения величи-
ны шага сетки h сверху, чтобы значение
сеточной функции Kh

N в первом узле было
отличным от нуля. Из табл. 1 и рисунка

Рис. Зависимость t∗ от числа слагае-
мых N в (8)

видно, что шаг сетки h зависит от параметра N , равного количеству слагаемых в (8).
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Введем равномерную сетку ti = ih, ti− 1
2

= (i − 1
2)h, i = 1, n, nh = T. Для достаточ-

но малых значений h рассмотрим алгоритмы численного решения уравнения Вольтер-
ра I рода (7), (8), основанные на саморегуляризующем свойстве процедуры дискретиза-
ции [14, 20]. В качестве “базовых” методов используем метод средних прямоугольников
и метод интегрирования произведения [21], который особенно эффективен в случаях,
когда K(t − s) — сильно осциллирующая функция. Критериями выбора указанных ме-
тодов для численного решения уравнения (7), (8) стали простота реализации численной
процедуры и возможность получения приближенного решения с погрешностью порядка
O(h2) при точно заданных исходных данных.

Решим (7), (8) с помощью метода средних прямоугольников. Аппроксимируем ин-
теграл в (7) суммой. Для вычисления φ(t) в (i − 1

2)-м узле сетки выпишем уравнение
относительно φh(ti− 1

2
) ≡ φh

i− 1
2

. Интересующую нас сеточную функцию, полученную с

помощью метода средних прямоугольников, обозначим через φ̌h
i− 1

2

. Тогда решение зада-
чи (7), (8) определяется следующим образом:

φ̌h
i− 1

2

=

yh
i − π2h

N∑
p=1

(−1)p+1 p2
i−1∑
j=1

e−π2p2h(i−j+ 1
2
) φ̌h

j− 1
2

π2h
N∑

p=1
(−1)p+1 p2e−

1
2
π2p2h

, i = 1, n. (9)

Используя метод интегрирования произведения, переходим от (7), (8) к конструкции

π2
N∑

p=1

(−1)p+1 p2
i∑

j=1

φh
j− 1

2

jh∫
(j−1)h

e−π2p2(ih−s)ds = yh
i , i = 1, n. (10)

Обозначив значения φ(t) в (i− 1
2)-м узле сетки через φ̂h

i− 1
2

, сгруппируем слагаемые в (10).
Тогда приближенное решение (7), (8) определяется по следующей расчетной схеме:

φ̂h
i− 1

2

=

yh
i − π2

N∑
p=1

(−1)p+1 p2
i−1∑
j=1

φ̂h
j− 1

2

jh∫
(j−1)h

e−π2p2(ih−s)ds

π2
N∑

p=1
(−1)p+1 p2

ih∫
(i−1)h

e−π2p2(ih−s)ds

, i = 1, n. (11)

3. Вычислительный эксперимент

Рассмотрим теперь вопрос о сходимости численных методов и об устойчивости кар-
каса приближенного решения φh

i− 1
2

к возмущениям исходных данных. Проведем вычис-
лительные эксперименты для тестовых примеров. Выполним расчеты с одинарной точ-
ностью. При подсчете решений φh

i− 1
2

по (9) и (11) используем сеточный аналог

y(t) = π2
N∑

p=1

(−1)p+1 p2

t∫
0

e−π2p2(t−s)φ (s) ds, (12)
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где φ (t) — некоторая тестовая функция. Зададим N = 2, 4. Для сравнения точности
численных методов выберем единое значение N в формулах (9), (11), (12). Предвари-
тельно определим для заданных N корни t∗ уравнения KN (t∗) = 0: K2(0.0468) = 0,
K4(0.0292) = 0. Значения h выбираем из условия h < 2t∗ так, чтобы в знаменателе (9)
KN

(
h
2

)
6= 0.

Основные этапы вычислительного эксперимента, позволяющего оценить порядок схо-
димости численного метода, состояли в следующем:

• для модельной функции φ (t) решаем задачу (7), (8) при фиксированных значени-
ях N и точно заданной y(t) методом средних прямоугольников по формуле (9);

• для модельной функции φ (t) решаем задачу (7), (8) при фиксированных значени-
ях N и точно заданной y(t) с помощью метода интегрирования произведения по
формуле (11);

• для φ̌h
i− 1

2

вычисляем величину погрешности ‖εh
1‖Ch

= max
1≤i≤n

∣∣∣φi− 1
2
− φ̌h

i− 1
2

∣∣∣;
• для φ̂h

i− 1
2

вычисляем величину погрешности ‖εh
2‖Ch

= max
1≤i≤n

∣∣∣φi− 1
2
− φ̂h

i− 1
2

∣∣∣.
Результаты расчетов приведены в таблицах 2–5. В качестве тестов воспользуемся функ-
циями из [7]:

1. φ1(t) = te−t, t ∈ [0, 1], 2. φ2(t) = t(e−t − e−1), t ∈ [0, 1];

3. φ3(t) = e−t sin 3πt, t ∈ [0, 1], 4. φ4(t) = e−t sin 10πt, t ∈ [0, 1].

Таблица 2. Погрешности сеточного решения для функции φ1

h
‚‚ε1

‚‚N=2

Ch

‚‚ε2

‚‚N=2

Ch

‚‚ε1

‚‚N=4

Ch

‚‚ε2

‚‚N=4

Ch

1/64 0.068768 0.002936 2.957998 0.008284
1/128 0.015911 0.000734 0.024131 0.002235
1/256 0.003908 0.000184 0.048312 0.000570
1/512 0.000973 0.000046 0.011468 0.000143
1/1024 0.000243 0.000011 0.002831 0.000036

Таблица 3. Погрешности сеточного решения для функции φ2

h
‚‚ε1

‚‚N=2

Ch

‚‚ε2||N=2
Ch

‚‚ε1

‚‚N=4

Ch

‚‚ε2

‚‚N=4

Ch

1/64 0.018248 0.001024 1.151524 0.002865
1/128 0.004145 0.000256 0.069993 0.000774
1/256 0.001013 0.000064 0.012994 0.000197
1/512 0.000252 0.000016 0.003049 0.000049
1/1024 0.000063 0.000004 0.000751 0.000012

Таблица 4. Погрешности сеточного решения для функции φ3

h
‚‚ε1

‚‚N=2

Ch

‚‚ε2

‚‚N=2

Ch

‚‚ε1

‚‚N=4

Ch

‚‚ε2

‚‚N=4

Ch

1/64 0.044545 0.010429 3.865317 0.032355
1/128 0.010762 0.002614 0.148115 0.008839
1/256 0.002668 0.000654 0.032231 0.002266
1/512 0.000666 0.000163 0.007899 0.000570
1/1024 0.000166 0.000041 0.001965 0.000143
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Таблица 5. Погрешности сеточного решения для функции φ4

h
‚‚ε1

‚‚N=2

Ch

‚‚ε2

‚‚N=2

Ch

‚‚ε1

‚‚N=4

Ch

‚‚ε2

‚‚N=4

Ch

1/64 0.036243 0.028743 1.269215 0.101544

1/128 0.009016 0.007529 0.096495 0.028924

1/256 0.002246 0.001911 0.023435 0.007432

1/512 0.000561 0.000481 0.005814 0.001868

1/1024 0.000140 0.000120 0.001451 0.000468

Из таблиц видно, что оба разностных метода имеют порядок сходимости O(h2).
Перечислим теперь основные этапы алгоритма по иллюстрации саморегуляризующе-

го эффекта процедуры дискретизации.

• Зададим пилообразное возмущение правой части сеточного аналога (7), так что
ỹ(ti) = y(ti) + (−1)i δ, i = 1, n, nh = T .

• Для модельной функции φ (t) решаем сеточный аналог задачи (7), (8) с возмущен-
ной правой частью ỹ(t) одним из рассмотренных разностных методов. В результате
получаем φ̃h

(
ti− 1

2

)
≡ φ̃h

i− 1
2

.

• Для функции φ̃h
i− 1

2

вычисляем величину погрешности

∥∥ε̃h(δ)
∥∥

Ch
= max

1≤i≤n(δ)

∣∣∣φh
i− 1

2
− φ̃h

i− 1
2

∣∣∣.
В табл. 6, 7 даны значения hr opt(δ), минимизирующие при фиксированном δ величину

‖ε̃h(δ)
r ‖Ch

, где r = 1, 4 соответствует номеру примера. Оптимизация шага сетки осуществ-
лялась методом Фибоначчи с десятью испытаниями. При заполнении табл. 6 использо-
вались значения сеточных функций φ̃h

r
i− 1

2

, вычисленные по (9), где N = 2, T = 0.0468.

В табл. 7 учитывались φ̃h
r
i− 1

2

, подсчитанные с помощью (9) для N = 4, T = 0.0292.

Как видно из таблиц, hr opt(δ) � δ
1
3 ,

∥∥ε̃
hopt(δ)
r

∥∥
Ch

= O(δ
2
3 ).

Аналогичные результаты были получены при вычислении φ̃h
r (ti− 1

2
) по схеме (11).

Таблица 6. Оптимальные значения hr(δ) при N = 2

δ h1 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
1

‚‚
Ch

h2 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
2

‚‚
Ch

10−5 0.001052 0.001162 0.033128 0.243383

10−6 0.000366 0.000367 0.037335 0.020550

10−7 0.000115 0.000116 0.005258 0.002819

10−8 0.000036 0.000037 0.001052 0.000777

δ h3 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
3

‚‚
Ch

h4 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
4

‚‚
Ch

10−1 0.037861 0.186107 0.031551 0.256284

10−2 0.022471 0.135337 0.015775 0.157313

10−4 0.001052 0.008747 0.000526 0.009577

10−5 0.000526 0.003362 0.000526 0.008719
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Таблица 7. Оптимальные значения hr(δ) при N = 4

δ h1 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
1

‚‚
Ch

h2 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
2

‚‚
Ch

10−1 0.011483 0.295398 0.011483 0.294276

10−2 0.009843 0.030797 0.010171 0.030522

10−4 0.002297 0.001929 0.009843 0.001238

10−5 0.000656 0.000629 0.000984 0.000505

δ h3 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
3

‚‚
Ch

h4 opt(δ)
‚‚ε̃

hopt(δ)
4

‚‚
Ch

10−1 0.009515 0.307973 0.009186 0.332801

10−2 0.009843 0.127983 0.009514 0.147060

10−4 0.000656 0.006109 0.000656 0.008799

10−5 0.000326 0.002146 0.000328 0.005709

4. Заключение

В работе рассмотрено уравнение Вольтерра первого рода специального вида, возника-
ющее в обратной граничной задаче теплопроводности с постоянной границей. Разработа-
ны алгоритмы численного решения соответствующих интегральных уравнений, которые
основаны на применении метода средних прямоугольников и метода интегрирования
произведения. Получено, что с ростом числа слагаемых N в (8) шаг дискретизации h
уменьшается. Проведены серии тестовых расчетов. Вычислительный эксперимент пока-
зал, что используемые численные методы имеют второй порядок сходимости по шагу
сетки, а при возмущенных исходных данных в метрике C обладают саморегуляризую-
щим свойством.
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