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Введение

Для оценок значений параметров эколо-
гических моделей используются разные под-
ходы: от экспертных до байесовского (Бард, 
1979; Боровков, 1984; Дрейпер, Смит, 1986, 
1987; Лемешко и др., 2011; Wood, 2001a, b). 
Для одной и той же модели при ее использова-
нии для аппроксимации одного и того же вре-
менного ряда можно получить разные оценки: 
экспертные, полученные с помощью мето-

дов наименьших квадратов и максимального 
правдоподобия и т. д. Вопрос о том, какие 
лучше, не ставится, как в некоторых случаях 
не ставится вопрос об анализе соответствия 
теоретических (модельных) и эмпирических 
данных.

Пусть требуется оценить значения пара­
метров следующей модели с дискретным вре-
менем: 
	 1 ( , )k kx F x+ = a

 .	 (1)
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с запаздыванием при использовании данных по динамике численности серой лиственничной 
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В (1) xk – численность (или плотность) по-
пуляции в момент времени k, k = 0, 1, 2...; a

  – 
вектор параметров модели; F – неотрицатель-
ная функция при неотрицательных значениях 
xk и допустимых значениях параметров. В на-
чальный момент времени 0=k  численность 
популяции равна 0x , что также является не-
известной величиной, требующей оценки по 
исходной выборке.

Пусть также дана выборка *{ },kx  k = 0, 1, ..., 
N, – временной ряд значений численности по-
пуляции; 1+N  – размер выборки. По этой вы-
борке }{ *

kx  необходимо оценить значения па-
раметров a



 и 0x . 
При использовании метода наименьших 

квадратов (Бард, 1979; Боровков, 1984) сна-
чала выбирается функция потерь (это может 
быть сумма квадратов отклонений теорети-
ческих значений от эмпирических), миними-
зация которой дает МНК-оценки параметров. 
Если временной ряд аппроксимируется тра-
екториями модели (глобальное приближение 
(Wood, 2001a, b)), функция потерь имеет вид

	 ( )2*
0 0

0
( , ) ( , )

N

k k
k

Q x x x x
=

a = a −∑ 

.	 (2)

В (2) 0{ ( , )}kx xa
  – траектория модели (1), 

полученная при фиксированных значениях a


 
и 0x . После нахождения минимума функции 
потерь (2) 
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0

2** ** *
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Q x x x x
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 
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   	 (3)

проводится анализ отклонений }{ ke :
	 ** ** *

0( , )k k ke x x x= a −
 .	 (4)

Обычно предполагается, что отклонения 
}{ ke  – значения независимых случайных ве-

личин, имеющих нормальное распределение 
с нулевым средним. В соответствии с этими 
предположениями выбираются статистиче-
ские критерии: в частности, для проверки 
нормальности могут быть выбраны критерии 
Колмогорова–Смирнова, Лиллифорса, Шапи-
ро–Вилка (Большев, Смирнов, 1983; Lilliefors, 
1967; Shapiro et al., 1968), для проверки не-
зависимости – критерий Дарбина–Ватсона и 
тест Сведа–Эйзенхарта (Дрейпер, Смит, 1986, 
1987; Холлендер, Вулф, 1983; Ликеш, Ляга, 
1985). 

Если в последовательности отклонений 
обнаруживается сериальная корреляция, то 
это служит основанием для заключения о том, 
что модель не учитывает влияния какого-то 
механизма или фактора и нуждается в мо-
дификации. Иными словами, заключение о 
пригодности или непригодности модели для 
аппроксимации данных делается на основе 
анализа отклонений, которые соответствуют 
одной-единственной точке пространства па-
раметров модели ** **

0( , ),xa
 удовлетворяющей 

условию (3). Тот же самый вывод имеет ме-
сто при отклонении гипотезы о нормальности 
распределения отклонений (4) или о равенстве 
среднего нулю. Именно это представляется не-
обоснованным: какими бы исключительными 
свойствами ни обладала точка ** **

0( , )xa
  про-

странства параметров, она никоим образом не 
отражает свойств других точек данного про-
странства.

Кроме этого, возникает целый ряд вопро-
сов, в частности: на чем именно основано 
предположение о нормальности отклонений 
(4). В действительности никакого обоснова-
ния этому предположению нет. Более того, 
оно изначально неверно (точнее, абсурдно): 
если, к примеру, оценивается известными ме-
тодами локальная численность популяции, 
предположение о нормальности отклонений 
означает, что с положительной вероятностью 
может быть обнаружено отрицательное ко-
личество особей. Поэтому проверку на нор-
мальность отклонений следует заменить про-
веркой симметрии распределения отклонений 
относительно нуля и монотонности поведения 
ветвей плотности распределения (Недорезов, 
2012). 

Далее, на чем основан выбор минимизи-
руемой функции потерь (2), (3)? Никаких ре-
альных оснований для выбора вида функции 
потерь нет, и с одинаковым успехом можно 
выбирать и суммы квадратов отклонений (2), 
и суммы квадратов отклонений с весами, и 
суммы абсолютных величин в каких-либо по-
ложительных степенях и с какими-либо поло-
жительными весами. Свобода выбора обуслов-
лена тем, что эта функция никак не связана ни 
с исследуемым биологическим объектом, ни 
с имеющимися данными, ни с моделью. Так-
же ниоткуда не следует, что модель (1) – даже 
если она является законом изменения числен-
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ности популяции – должна обеспечивать ми-
нимум некоей неотрицательной функции. 

Таким образом, можно утверждать, что 
в вопросе оценки параметров моделей теле-
га поставлена впереди лошади. Конечно, по-
добная конструкция тоже может двигаться, 
существовать, но целесообразно поменять их 
местами. Сначала определить критерии, ко-
торым должна удовлетворять модель, затем 
найти точки пространства параметров, при ко-
торых модель удовлетворяет выбранным кри-
териям (в дальнейшем множество таких точек 
будем называть допустимым). На следующем 
шаге можно использовать функции потерь (2) 
на допустимом множестве. Это не является 
обязательным, можно использовать и другие 
характеристики случайных множеств (коим 
является допустимое множество).

Существует еще одна весьма важная и ти-
пичная проблема в оценке параметров эколо-
гических моделей – одновременного исполь-
зования нескольких связанных временных 
рядов, поскольку всегда помимо численности 
популяции фиксируется зараженность пара-
зитами, плодовитость бабочек и многие дру-
гие показатели. Конечно, нужно иметь мате-
матическую модель, которая бы позволяла 
учитывать при оценке параметров наличие 
дополнительных временных рядов. Помимо 
этого нужно дать ответ на вопрос, как именно 
следует объединить «зараженность», «числен-
ность», «длину хвои» и прочее в одной-един-
ственной функции потерь. Ниже рассматрива-
ется данная проблема и описывается подход к 
оценке параметров сложных моделей, не тре-
бующий построения каких-либо функций по-
терь.

Рассматривается альтернативный подход к 
оценке параметров модели, который основан 
на первоначальном нахождении допустимых 
множеств и лишен недостатков, указанных 
для метода наименьших квадратов. Апроба-
ция подхода проводится на известных данных 
по колебаниям численности серой листвен-
ничной листовертки Zeiraphera diniana Gn. 
(Baltensweiler, 1964, 1978) и сосновой пядени-
цы Bupalus piniarius L. (Klomp, 1966). 

Все требования к модели можно условно 
разбить на следующие три группы:

1. Отклонения теоретических и эмпири-
ческих данных должны иметь симметричную 
относительно нуля плотность распределения 

с монотонно изменяющимися ветвями в поло-
жительной и отрицательной областях (моно-
тонно убывающей в положительной области 
и монотонно возрастающей ветвью в отрица-
тельной области). Это требование существен-
но более слабое, чем требование нормаль-
ности у совокупности отклонений, и многие 
распределения удовлетворяют этому ограни-
чению.

Пусть }{ +
ke  – множество положительных 

отклонений (4) и }{ −− ke  – множество отрица-
тельных отклонений, взятых со знаком минус. 
Симметричность относительно нуля означает, 
что при выбранном уровне значимости гипо-
теза о том, что выборки }{ +

ke  и }{ −− ke  имеют 
одно и то же распределение, не может быть 
отклонена. Для проверки симметричности 
использовали критерии Колмогорова–Смир-
нова, Лемана–Розенблатта и Манна–Уитни 
(Большев, Смирнов, 1983; Холлендер, Вулф, 
1983; Ликеш, Ляга, 1985).

Для проверки монотонности поведения 
ветвей плотности распределения использо-
вали коэффициент корреляции Спирмена 
(Большев, Смирнов, 1983). Пусть }{ *+

ke  – упо-
рядоченная по возрастанию выборка }{ +

ke : 
...*

2
*
1 << ++ ee . При монотонном снижении 

плотности распределения в идеальном случае 
длины интервалов ],0[ *

1
+e , ],[ *

2
*
1

++ ee , … также 
должны быть упорядочены по возрастанию 
(и могут быть ранжированы 1, 2,…). Пусть 
r – ранговый коэффициент корреляции Спир-
мена. Сравнивая ранги длин интервалов для 
выборки }{ *+

ke  с идеальным случаем, нулевая 
гипотеза :0H  0r =  (при альтернативной ги-
потезе :1H  0r >  и выбранном уровне значи-
мости) должна быть отклонена.

2. В последовательности отклонений не 
должно быть сериальной корреляции. Для 
этих целей использовались тест серий Сведа–
Эйзенхарта (Дрейпер, Смит, 1986, 1987) и тест 
серий «скачков вверх – скачков вниз» (Ликеш, 
Ляга, 1985). 

3. Поведение модели должно быть сход-
ным с поведением выборки. Под этим пони-
мается следующее: у нас нет оснований для 
утверждения, что модель позволяет получить 
хорошую аппроксимацию данных, если во 
всех случаях, когда значения выборки снижа-
ются, модель «показывает» рост значений, и 
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наоборот. Оснований также нет, когда таких 
фактов много. 

В данной ситуации необходимо оценить 
долю случаев «увеличение значения во вре-
менном ряду – увеличение значения на тра-
ектории модели» и «снижение значения во 
временном ряду – снижение значения на тра-
ектории модели» среди всех возможных вари-
антов (при соответствующих фиксированных 
значениях параметров модели). Пусть q – доля 
таких случаев. При «хорошем» совпадении в 
поведении модели и исходной выборки при 
фиксированном уровне значимости нулевая 
гипотеза :0H  5.0=q  (при альтернативной ги-
потезе :1H  5.0>q ) должна быть отклонена.

Данное требование к траекториям модели 
является очень сильным фильтром: в некото-
рых случаях не удавалось найти точки в про-
странстве параметров модели, принадлежа-
щие допустимому множеству (не исключено, 
что при подобной фильтрации допустимое 
множество оказывалось пустым). Именно по-
этому в отдельных случаях требование 3 не 
учитывали. 

Указанные критерии использовали для 
решения следующих задач: во-первых, для 
построения допустимых множеств (при фик-
сированных значениях уровня значимости), 
во-вторых, для поиска точек в пространстве 
параметров, для которых выполняются наи-
более сильные утверждения (в рамках этих же 
критериев). К примеру, если гипотеза о сим-
метрии не отклоняется при 5%-м уровне зна-
чимости, то это еще не является основанием 
для принятия нулевой гипотезы. Более силь-
ный результат – если та же гипотеза не откло-
няется при 10%-м уровне значимости. Но мы 
должны принять нулевую гипотезу, если она 
не может быть отклонена с 95%-м уровнем 
значимости. 

Изменение уровня значимости (для раз-
ных критериев по-разному) позволяет найти 
одну–две точки в пространстве параметров, 
которые и используются в качестве оценок па-
раметров модели. Одна из базовых идей под-
хода состоит в следующем: в качестве оценок 
параметров модели следует выбирать такие, 
для которых выполняются наиболее сильные 
результаты при анализе отклонений. Другая 
базовая идея подхода такова: помимо анализа 
«критических» точек (для которых наблюда-
ются наиболее сильные результаты) резуль-

татом исследования допустимых множеств 
должно стать распределение (оценки вероят-
ностей) возможных динамических режимов.

При оценке вероятностей реализации у по-
пуляции того или иного динамического режи-
ма использовали следующую процедуру: на 
множестве точек, принадлежащих допустимо-
му множеству, разыгрывали равномерное рас-
пределение и для каждого полученного значе-
ния определяли асимптотический режим. Для 
большого числа «разыгрываний» случайной 
точки оценивали известными методами меру 
подобласти, соответствующую какому-либо 
динамическому режиму (Михайлов, 1974; Ер-
маков, 1975), что и позволило оценить вероят-
ность попадания в эту подобласть при равно-
мерном распределении. 

Динамика численности серой 
лиственничной листовертки

Рассмотрим временной ряд по колебани-
ям численности серой лиственничной листо-
вертки Zeiraphera diniana Gn. в Швейцарских 
Альпах (NERC Centre for Population Biology, 
Imperial College (1999); the Global Population 
Dynamics Database, N. 1407) (Baltensweiler, 
1964, 1978). Анализ данных, проведенный в 
работах А. С. Исаева и Р. Г. Хлебопроса (Иса-
ев, Хлебопрос, 1973, 1977; Исаев и др., 1984, 
2001), показал, что листовертку следует от-
нести к эруптивным открытоживущим ви-
дам, способным реализовать перманентную 
вспышку массового размножения. 

Вне зоны оптимального обитания динами-
ка вида может протекать по продромальному 
типу с сохранением определенной периодич-
ности (Исаев и др., 1984, 2001), поэтому, пре-
жде чем аппроксимировать временные ряды 
с помощью моделей, имеющих сложно орга-
низованную структуру фазового пространства 
(Исаев и др., 1982), следует использовать бо-
лее простые математические модели, имею-
щие, например, только одно нетривиальное 
равновесие в фазовом пространстве. При этом 
важно, чтобы модель учитывала влияние за-
паздывания в действии саморегуляторных 
механизмов на динамику численности попу-
ляции (Исаев, Хлебопрос, 1973, 1977; Исаев и 
др., 1974; Недорезов, 2007). В частности, для 
решения подобных задач представляется весь-
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ма удобной модель Морана–Риккера с запаз-
дыванием (Moran, 1950; Ricker, 1954):

	 1
0

exp
m

k k j k j
j

x Ax a x+ −
=

 
= − 

 
∑ ,  1,0=m .	 (5)

В модели (5) неотрицательны все параме-
тры – 0 1, , const 0A a a = ≥  и начальные значения 
численностей – 0, 0

1
0
0 ≥xx . Модель обладает 

богатым набором динамических режимов: на 
рис. 1 представлена бифуркационная диаграм-
ма для 1=m , 3

0 2.205 10a −= ⋅ , 02214.01 =a , на 
которой видны некоторые из возможных режи-
мов (Sadykova, Nedorezov, 2013). Кроме этого, 
для некоторых временных рядов по колебани-
ям численности серой лиственничной листо-
вертки получены хорошие результаты аппрок-
симации с помощью модели (5) (McCallum, 
2000) при запаздывании в один год 1=m . 

Вариант: модель Морана–Риккера без за-
паздывания, 0=m . При 0=m  в традицион-
ном подходе для этого случая получены сле-
дующие результаты (Nedorezov, Sadykova, 
2015): Qmin = 465 435.7, 0 53.44x = , 0.517=A , 

1168.00 =a , где minQ  – минимальное значение 
функционала (2), (3). Разыгрывая значения 
случайной точки, равномерно распределенной 
в прямоугольнике [0,100]×[0,1000]×[0,1], по-
лучаем возможность оценить структуру допу-
стимого множества (для всех статистических 

критериев выбран один уровень значимости 
5 %). На рис. 2 представлена проекция этого 
множества на плоскость (A, a0). Как видно из 
представленного рисунка, МНК-оценка лежит 
вне области наибольшей концентрации точек 
допустимого множества и сама точка не при-
надлежит этому множеству. 

При МНК-оценках параметров модели (5) 
анализ отклонений }{ ke  (4) показывает, что 
вероятность того, что выборка имеет нормаль-
ное распределение, p < 0.01 (тесты Колмогоро-
ва–Смирнова и Лиллифорса); по тесту Шапи-
ро–Вилка эта вероятность  p < 10–5 (Большев, 
Смирнов, 1983; Lilliefors, 1967; Shapiro et al., 
1968). С 5%-м уровнем значимости тесты 
Вальда–Вольфовица )002507.0( =p и Колмо-
горова–Смирнова )025.0( <p  позволяют от-
клонить гипотезу о симметрии распределения 
остатков. Получаем, что в рамках традицион-
ного подхода модель Морана–Риккера следу-
ет признать непригодной для аппроксимации 
данных.

Замечание. Отмеченные (черным цветом) 
точки на рис. 2 соответствуют случаям, когда 
для фиксированных значений параметров A и 
a0 находится по крайней мере одно начальное 
значение 0

0x  такое, что полученная при данных 
значениях траектория модели (5) удовлетворя-
ет всем перечисленным выше статистическим 
критериям. Если точка никак не отмечена, то 
это означает, что какой-либо из критериев «не 
работает» (например, при достаточно малом 
числе положительных или отрицательных от-
клонений) или какой-то один критерий пока-
зывает отрицательный результат (при отсут-

Рис. 1. Бифуркационная диаграмма для модели (5) при 
m = 1, a0 = 2.25·10–3, a1 = 0.02214.

Рис. 2. Проекция допустимой области для модели (5) 
при m = 1 на плоскость (A, a0) для временного ряда по 
колебаниям численности серой лиственничной листо-
вертки (GPDD № 1407). Крестом отмечено место мини-

мума функционала (2), (3).

Л. В. Недорезов
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ствии симметрии распределения отклонений, 
при наличии сериальной корреляции и т. д.). 
Крестом отмечена МНК-оценка параметров 
модели.

Как видно из рис. 2, наибольшая концен-
трация точек наблюдается в области (при-
близительно) 18.5 70A≤ ≤ , 0 0.05a ≤ . Таким 
образом, на основании проведенных расче-
тов можно сделать следующий вывод: модель 
Морана–Риккера (5) пригодна для описания 
динамики численности серой лиственничной 
листовертки.

Точка пространства параметров 0
0x    =  =  50.6028, A = 29.0773, a0 = 0.0263 обладает 

следующими характеристиками: значение тес­
та Колмогорова–Смирнова равно 0.2832 (гипо-
теза о симметрии отклонений не может быть 
отклонена с 99.9996%-м уровнем значимости), 
значение теста Лемана–Розенблатта равно 
0.01864 (гипотеза не отклоняется с 99.7%-м 
уровнем значимости), значение теста Манна–
Уитни равно 0.03026 (гипотеза не отклоняется 
с 96.8%-м уровнем значимости). Таким обра-
зом, все три используемых теста показывают, 
что нулевая гипотеза должна быть принята.

Нулевая гипотеза о равенстве нулю коэффи-
циента ранговой корреляции Спирмена долж-
на быть отклонена, поэтому в данном случае 
уровень значимости следует уменьшать для 
получения более сильного результата. Кри-
тическое значение коэффициента корреляции 
Спирмена равно 0.513 при объеме выборки 38 
и 0.1%-м уровне значимости; для рассматри-
ваемой точки пространства параметров значе-
ние равно 0.63913. Таким образом, гипотеза о 
монотонном поведении ветвей плотности ве-
роятностей не может быть отклонена.

Тест серий показывает, что гипотеза об 
отсутствии сериальной корреляции в после-
довательности отклонений не может быть от-
вергнута с 25.4%-м уровнем значимости. Зна-
чение теста «скачков вверх – скачков вниз» 
равно 25 при критических значениях 19 и 31 
(при 5%-м уровне значимости). При 20%-м 
уровне значимости критические значения рав-
ны 21 и 29, что также не позволяет отклонить 
гипотезу об отсутствии сериальной корреля-
ции.

Значения автокорреляционной функции 
при указанных значениях параметров (значе-
ния функции вычислялись по 20 000 значений 

после 200 000 шагов работы модели «вхоло-
стую») лежат в интервале [–0.14807, 0.999838]. 
Причем каждое пятое значение функции боль-
ше 0.999. Таким образом, асимптотический 
режим является нечетким циклом длины  5 
(рис. 3): точки b1, …, b5 – элементы цикла 
представлены на плоскости (log10 x, log10 y), 
где x – плотность популяции, y – коэффици-
ент размножения (отношение плотностей двух 
смежных генераций). 

При МНК-оценках автокорреляционная 
функция быстро снижается, и в дальнейшем 
ее значения не выходят за границы интервала 
[–0.043, 0.0867] (Nedorezov, Sadykova, 2015). 
Подобное поведение автокорреляционной 
функции означает, что наблюдаемый режим 
является циклическим (с циклом в 1000  лет 
или более) или хаотическим. Как уже отмече-
но, для множества отклонений при этих оцен-
ках различные статистические тесты не вы-
полняются.

Пусть x – целочисленная случайная ве-
личина, равная длине цикла асимптотически 
устойчивого режима, который реализуется 
для случайно выбранной точки из допустимо-
го множества. Тогда P{x  =  k} равна доле со-
ответствующего динамического режима среди 
всех режимов допустимого множества. Рас-
пределение x может служить основанием для 
заключения о динамическом режиме, который 
реализуется у популяции. Для рассматрива-
емого случая получено, что вероятность со-
бытия {x > 1000} примерно равна 0.924. Ве- 
роятности остальных событий меньше: в част-
ности, { 5} 0.0206P x = ≈ , { 8} 0.0015P x = ≈ . Та-
ким образом, ни режимы, соответствующие 
наиболее сильным утверждениям (относи-
тельно симметрии), ни наиболее вероятные 
режимы, ни МНК-оценки не дают режима, ко-
торый бы соответствовал сложившимся пред-

Рис. 3. Асимптотический режим для модели Морана–
Риккера без запаздывания при x0

0 = 50.6028, A = 29.0773, 
a0 = 0.0263. Точки b1, …, b5 – элементы 5-цикла.
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ставлениям о динамике листовертки (Исаев и 
др., 1984, 2001; Auer, 1977; Baltensweiler, 1964, 
1978). В этом смысле модель (5) при m = 0 не-
пригодна для описания динамики серой ли-
ственничной листовертки.

Вариант: модель Морана–Риккера с m = 1. 
При традиционном подходе (2), (3) для это-
го случая получены следующие результаты 
(Nedorezov, Sadykova, 2015): Qmin = 154 148.4, 
x0

0  =  4.148·10–14, x1
0  =  0.1274, A  =  8.3, a0  =  

= 2.205·10–3, a1 = 0.02214. При данных параме-
трах асимптотический режим – цикл длины 18 
(с близкими значениями координат, что впол-
не можно принять за цикл длины 9; рис. 4), что 
согласуется с мнением биологов (Auer, 1977; 
Baltensweiler, 1964, 1978). Анализ отклонений 
показывает, что с уровнем значимости, мень-
шим 1  %, гипотеза о нормальности должна 
быть отклонена. Тест Сведа–Эйзенхарта ука-
зывает на наличие сериальной корреляции.

Разыгрывая значения случайной точки, 
равномерно распределенной в прямоугольни­
ке D = [0,100] × [0,100] × [0,1000] × [0,1] × [0,1], 
получаем возможность оценить структуру 
допустимого множества. Картина получает-
ся сходной с той, которая представлена на 
рис. 2 (очевидно, что допустимое множество 
для модели Морана–Риккера с m = 0 является 
подмножеством нового). При этом новых об-
ластей сгущения точек на плоскости (A, a0) не 
наблюдается. 

Для 40 000 точек, принадлежащих пересе- 
чению допустимого множества с D (веро-
ятность обнаружить точку допустимого 
множества при разыгрывании равномер-
ного распределения в D примерно равна 
5.3356·10–5), получено, что точка с коорди-
натами x0

0  =  44.7054, x1
0  =  53.333, A  =  719.01, 

a0 = 0.0318, a1 = 0.0017 обладает наилучшими 
показателями (по симметрии). Для этой точки 
имеем следующие характеристики: значение 
теста Колмогорова–Смирнова равно 0.4425 
(гипотеза о симметрии отклонений не откло-
няется с 98.7411%-м уровнем значимости), 
значение теста Лемана–Розенблатта равно 
0.03305 (93.315 %), значение теста Манна–
Уитни равно 0.0908 (92.04 %). Таким образом, 
нулевая гипотеза должна быть принята.

Нулевая гипотеза о равенстве нулю ко-
эффициента ранговой корреляции Спирмена 
должна быть отклонена при 0.1%-м уровне 
значимости: для рассматриваемой точки про-
странства параметров значение равно 0.74483, 
что больше критического 0.513. Тест серий по-
казывает, что гипотеза об отсутствии сериаль-
ной корреляции в последовательности откло-
нений не может быть отклонена с 67.44%-м 
уровнем значимости. Значение теста «скачков 
вверх – скачков вниз» равно 21 при крити-
ческих значениях 19 и 31 (при 5%-м уровне 
значимости) – нулевая гипотеза об отсутствии 
сериальной корреляции не отклоняется. Одна-
ко при 20%-м уровне значимости критические 
значения равны 21 и 29, что свидетельствует о 
наличии оснований для отклонения гипотезы 
об отсутствии сериальной корреляции.

Значения автокорреляционной функции 
при указанных параметрах (значения функ-
ции вычислялись по 20 000 значений после 
200  000  шагов работы модели «вхолостую») 
лежат в интервале [–0.033; 0.076]. Динамика 
численности носит нерегулярный характер: в 
течение какого-то времени наблюдается моно-
тонный рост численности, одномоментное 
снижение плотности (нет значений, соответ-
ствующих фазе разреживания и депрессии), 
после чего снова наблюдается монотонный 
рост. Множество точек асимптотически устой-
чивого режима на плоскости (log10 x, log10 y) 
представлено на рис. 5.

Сходное поведение автокорреляционной 
функции, а также близкая структура асимпто-
тического устойчивого режима динамики по-
пуляции наблюдаются при минимизации веро-
ятности отклонения гипотезы об отсутствии 
сериальной корреляции и при минимизации 
сумм квадратов отклонений. Во всех указан-
ных случаях асимптотический режим не явля-
ется циклическим (с циклом меньше 1000 лет) 

Рис. 4. Асимптотический режим для модели Морана–
Риккера с запаздыванием при МНК-оценках параме-

тров (цикл длины 18).
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и не обладает чертами, характерными для пер-
манентной вспышки массового размножения 
(Исаев и др., 1984, 2001).

Анализ 40 000 точек допустимого множе-
ства показывает также, что среди них есть та-
кие, которые соответствуют циклам от 1 (ре-
жим стабилизации на положительном уровне 
или незначительные флуктуации около нену-
левого уровня с дисперсией, меньшей 10–40) до 
7, а также циклы длиной 11, 15, 16, 19, 27, 30, 
56. Циклы длиной 8 или 9 не выявлены. Ци-
клы с длинами, кратными 8 и 9 (16, 27, 56), 
представляют собой изменение численности 
с одним максимумом и «растянутой» фазой 
нарастания численности, что не соответству-
ет наблюдаемым колебаниям численности. 
Таким образом, в допустимой области не 
выявлено режимов, сходных с наблюдаемы-
ми в природной обстановке; близкий режим 
выявлен при использовании МНК, но откло-
нения теоретических и эмпирических дан-
ных не удовлетворяют всем статистическим 
критериям. 

Для рассматриваемого случая получе-
но, что { 1} 0.0164,P x = ≈  { 2} 0.0131.P x = ≈
Остальные вероятности для x  ≤  1000 суще-
ственно меньше. Наибольшая вероятность 
равна 0.9546 и наблюдается для события 
{x > 1000} – хаотического режима или цикла в 
1000 лет или более.

Таким образом, в обоих рассмотренных 
случаях (m = 0 и m = 1) не удается получить 
динамические режимы (ни с помощью МНК, 
ни с помощью рассматриваемого нетрадици-
онного подхода), которые бы удовлетворяли 
и сложившимся представлениям о динамике 
серой лиственничной листовертки, и совокуп-
ности статистических тестов. Следовательно, 
в модели (5) необходимо учитывать запазды-
вание за большее число лет.

Динамика численности 
сосновой пяденицы

Используемые в настоящем разделе рабо-
ты данные (Klomp, 1966) по колебаниям чис-
ленности сосновой пяденицы имеются в сво-
бодном доступе в базе данных в Интернете 
(NERC Centre for Population Biology, Imperial 
College (1999) The Global Population Dynamics 
Database, № 2727, 2728 и 2729). Эти данные в 
первом случае (временной ряд № 2727) пред-
ставлены в единицах «среднее число отложен-
ных яиц на квадратный метр», во втором (ряд 
№ 2728) – «среднее число гусениц на квадрат-
ный метр», в третьем (ряд № 2729) – «сред-
няя плотность куколок на квадратный метр». 
В  первом случае объем выборки равен  15 
(первое значение получено в 1950 г.), во вто-
ром – 14 (первое значение также получено в 
1950  г., но данные по плотности гусениц за 
1962 г. отсутствуют), в третьем случае имеем 
14 значений (первое получено в 1951 г.). 

Поскольку данные собирали в одном ме-
сте, имеем «связанные» временные ряды, не-
посредственно относящиеся к одному и тому 
же популяционному процессу. Поэтому пре-
жде всего необходимо иметь модель, которая 
бы позволяла использовать одновременно все 
три временных ряда для оценки параметров 
и обладала богатым набором динамических 
режимов (Недорезов, 2010, 2011). Именно 
для такого случая разработана ELP-модель 
(Nedorezov, 2014):

1 1k kE C P+ = m ,

1 2 1k kL E+ += m ,	 (6)
1

11
+−

++ = kL
kk eLP a .

В модели (6) Pk – плотность куколок в мо-
мент времени k, k = 0, 1, 2..., Lk – плотность 
гусениц, Ek – плотность отложенных яиц. 
Функции, стоящие в правой части системы 
уравнений (6), имеют вид
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Все параметры в формулах (6) и (7) неот-
рицательны. Функция m1 равна доле куколок, 
выживших за зимний период, 1 const 1g = ≤ . 
Функция C равна средней плодовитости бабо-
чек. В модели (6) предполагается, что и смерт-

Рис. 5. Асимптотический режим для модели Морана–
Риккера с запаздыванием.
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ность куколок за зимний период, и плодови-
тость бабочек зависят от условий питания 
гусениц в соответствующий год. Параметр 
m2 – коэффициент успешного отрождения гу-
сениц, 2 const 1m = ≤ ; a – коэффициент само-
регуляции (в данном случае – коэффициент 
внутрипопуляционной конкуренции за корм). 
Заметим, что в модели (6) и (7) при допу-
стимых значениях параметров траектории 
продолжаемы по времени, что важно для по-
строения прогнозов динамики численности 
(Недорезов, 2010, 2011). 

В модели (6) имеется 8 неизвестных па-
раметров. К ним следует добавить начальное 
значение плотности яиц E0 (этого достаточ-
но для «запуска» модели). Таким образом, по 
имеющимся временным рядам следует оце-
нить значения девяти неизвестных показате-
лей. При оценке значений параметров модели 
использовался следующий основной принцип: 
точка девятимерного пространства параме-
тров считалась принадлежащей допустимо-
му множеству, если для каждого временного 
ряда статистические критерии показывали 
требуемый результат. 

При разыгрывании равномерного рас-
пределения в прямоугольнике E1∈[0,  200], 
m2∈[0, 1], c1∈[0, 800], c2∈[0, 10], c3∈[0.5, 2.5], 
g1∈[0, 1], g2∈[0, 6], g3∈[0.1, 4.1], a∈[0, 2] по­
лучено допустимое множество (при 5%-м 
уровне значимости), представленное в проек-
ции на плоскость (c1, g1) на рис. 6. c1g1 = 1 – 
бифуркационная кривая, граница области 

вырождения популяции. Всего получено 106 
точек допустимого множества. Ни одно из 
значений не попало в область c1g1 < 1 (рис. 6). 
Вероятность нахождения точки допустимого 
множества примерно равна 8.182·10–4. 

Для случая, когда нулевая гипотеза о сим-
метрии распределения отклонений по кри-
терию Колмогорова–Смирнова не может 
быть отклонена с 95%-м уровнем значимо-
сти (для трех временных рядов), выявлены 
две точки в допустимом множестве. В пер-
вом случае m2 = 0.1162, c1 = 350.34, c2 = 5.31, 
c3 = 1.41, g1 = 0.92, g2 = 4.0, g3 = 3.27, a = 0.021, 
E1 = 195.76. Расчеты значений автокорреляци-
онной функции (после 106 шагов работы мо-
дели «вхолостую») показывают, что каждое 
значение функции с номером 3k, k = 1, 2,..., 
превосходит величину 0.965. Это дает основа-
ние полагать, что в данном случае имеет место 
нечеткий цикл длины 3. На рис. 7 представле-
ны 30 значений данного цикла по изменению 
значений плотности яиц и гусениц. 

Во втором случае m2 = 0.1285, c1 = 213.96, 
c2  =  0.91, c3  =  1.08, g1  =  0.506, g2  =  0.446, 
g3 = 1.983, a = 0.105, E1 = 182.26. Асимптоти-
ческий режим – цикл длины два с координа-
тами a = 35.49 и b = 5.35 для плотности яиц, 
a = 4.56 и b = 0.69 для плотности гусениц и 
a = 2.83 и b = 0.64 для плотности куколок. 

Поскольку рассматриваемые временные 
ряды коротки, сказать что-либо о сходстве по-
лученных результатов с представлениями био-
логов о популяционной динамике в данном 
локальном местообитании не представляется 
возможным, тем более что идентификация 
типа динамики численности по этим времен-
ным рядам встречает определенные трудности 
(Исаев и др., 1984, 2001; Kendall et al., 2005). 
Полученные результаты позволяют высказать 
гипотезу, что динамика вида в данном локаль-

Рис. 6. Проекция допустимой области для ELP-модели 
(6) на плоскость (c1, g1).

Рис. 7. Динамика плотности яиц (сплошная линия) и 
плотности гусениц (штриховая линия) во времени в 

стационарном режиме.
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ном месте может соответствовать циклу не-
большой длины. Иными словами, динамика 
сосновой пяденицы соответствует продро-
мальному типу. 

На это же указывают результаты оценки 
вероятностей для различных режимов. Для 
рассматриваемого случая получены следую-
щие оценки для вероятностей x (оценки даны 
по результатам анализа 32 000 точек допусти-
мого множества): наибольшая вероятность 

{ 2} 0.4831,P x = ≈  { 4} 0.1224.P x = ≈  Вероят-
ность того, что наблюдаемый режим имеет 
цикл в 1000 лет или больше (или наблюдается 
хаотический режим), примерно равна 0.2618. 
Вероятность { 1} 0.04313,P x = ≈  остальные ве­
роятности существенно меньше. Таким обра-
зом, есть основания полагать, что наблюдае-
мый режим является циклическим с периодом 
в 2 года.

Заключение

Метод наименьших квадратов, видимо, 
наиболее популярный для оценки параме-
тров экологических моделей. В рамках этого 
метода можно условно выделить следующие 
этапы: сначала выбирается (или строится) 
функция потерь (в частности, в виде суммы 
квадратов отклонений теоретических и эмпи-
рических данных). Эта функция минимизи-
руется, что позволяет получить некие оценки 
параметров модели. Наконец, на последнем 
шаге проводится статистический анализ сово-
купности отклонений значений модели, полу-
ченных при найденных оценках параметров, 
от имеющихся эмпирических данных. Это вы-
зывает определенные нарекания со стороны 
специалистов (см., например, Лемешко и др., 
2011), поскольку с использованием одного и 
того же массива данных оцениваются значе-
ния параметров модели и проводится провер-
ка свойств отклонений. В качестве альтерна-
тивы предлагается по одной части временного 
ряда оценивать значения параметров модели, 
а проверять свойства отклонений – по другой 
части. Однако для коротких (в подавляющем 
большинстве) экологических временных ря-
дов подобная альтернатива неприемлема.

Если в результате анализа совокупности 
отклонений должна быть отклонена гипотеза 
либо об их нормальном распределении, либо 
об отсутствии сериальной корреляции в по-

следовательности остатков, то в таком случае 
модель признается непригодной для аппрок-
симации данных. Иными словами, заключе-
ние о пригодности или непригодности модели 
для аппроксимации данных делается на ос-
нове анализа поведения траектории в одной-
единственной точке пространства параметров. 

Важный этап в использовании метода 
наименьших квадратов (МНК) – выбор вида 
функции потерь. В настоящее время ника-
ких критериев выбора вида данной функции 
не существует, и отчасти именно поэтому в 
литературе можно найти огромное число мо-
дификаций этой функции (например, в виде 
суммы модулей отклонений, суммы квадратов 
отклонений с какими-либо неотрицательными 
весами и т. д.), используемых в анализе био-
логических данных. Использование каждой из 
подобных модификаций приводит не только к 
различным результатам, но и к непониманию 
того, каким именно результатам следует от-
дать предпочтение.

Свобода в выборе вида функции потерь 
обусловлена тем обстоятельством, что она 
никак не связана ни с имеющимися данными, 
ни с  моделью, ни с анализируемым биоло­
гическим процессом. Это позволяет пред-
положить, что в основе метода наименьших 
квадратов лежит логическая ошибка (как, 
впрочем, и в основе метода максимального 
правдоподобия). Прежде чем минимизировать 
некую функцию, нужно определить требова-
ния к модели, к отклонениям теоретических 
от эмпирических данных и выяснить, суще-
ствуют ли вообще такие значения параметров, 
при которых эти требования выполняются. 
Не  исключено, что множество таких точек в 
пространстве параметров пусто. 

Один из таких возможных и очевидных 
наборов требований представлен в работе. 
Частично требования совпадают с общепри-
нятыми: отсутствие сериальной корреляции в 
последовательности отклонений, симметрия 
относительно нуля распределения отклоне-
ний, монотонность ветвей функции плотности 
(последние два использовались вместо требо-
вания нормальности отклонений). Множество 
точек пространства параметров, для которых 
указанные требования выполняются, назва-
но допустимым. Когда допустимое множе-
ство не пусто, то вновь не требуется строить 
какую-либо функцию потерь – среди точек 
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допустимого множества можно найти такие, 
для которых наблюдаются наиболее сильные 
результаты (если гипотеза о симметрии не от-
клоняется с 95%-м уровнем значимости, то 
это более сильный результат, чем когда та же 
гипотеза не отклоняется с 5%-м уровнем зна-
чимости). Именно такие точки пространства 
параметров и следует использовать в качестве 
оценок.

Заметим, что при таком подходе к оценке 
параметров также нельзя гарантировать един-
ственность решения, как и при МНК, когда 
речь идет о нелинейных экологических моде-
лях. Однако важно другое: при таком подходе 
появляется возможность естественным обра-
зом использовать несколько временных рядов 
одновременно для оценки параметров модели 
и не строить какие-либо искусственные функ-
ции потерь. 

Допустимое множество обладает важным 
свойством: любой его элемент можно исполь-
зовать в качестве оценок параметров модели. 
Используемые статистические критерии не 
дают оснований для заключения о том, что 
модель при соответствующих значениях па-
раметров дает неудовлетворительную аппрок-
симацию данных. В таком случае важными 
характеристиками являются меры подмно-
жеств допустимого множества, которые со-
ответствуют тому или иному динамическому 
режиму. Меры этих подмножеств пропорцио-
нальны вероятностям «попадания» в них при 
разыгрывании равномерно распределенной 
случайной точки на допустимом множестве. 
Если вероятность, соответствующая какому-
либо режиму, существенно больше других ве-
роятностей, то это вполне может служить ос-
нованием для утверждения о том, что именно 
этот режим реализуется у популяции.

Для временного ряда по колебаниям чис-
ленности серой лиственничной листовертки 
получено, что допустимые множества (для 
модели Морана– Риккера без запаздывания и 
с запаздыванием в один год) не пусты. В то же 
время проведенный анализ свойств элементов 
допустимых множеств показал, что среди них 
нет таких, которые бы соответствовали сло-
жившимся биологическим представлениям 
о динамике листовертки. Полученные МНК-
оценки при учете запаздывания в один год по-
зволили получить такой режим (цикл длины 
18 с двумя максимумами), однако при этом все 

статистические критерии дали отрицательный 
результат. Полученные результаты показыва-
ют, что запаздывание в действии саморегуля-
торных механизмов больше одного года, что 
требует использования модели с показателем 
m ≥ 2.

Для связанных временных рядов по ко-
лебаниям численности сосновой пяденицы в 
работе продемонстрировано, как именно эти 
ряды могут быть одновременно учтены при 
оценке параметров модели. Проведенный ана-
лиз показывает, что есть все основания для 
утверждения, что наблюдаемый режим – 
циклический с длиной цикла в два года. 
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In current publication, a non-traditional approach to estimation of parameters of ecological models 
is considered. Within the framework of this approach it is not necessary to construct loss-function or 
likelihood function. The basic idea of method is as follows: first of all, basic requirements to model 
and to deviate between theoretical (model) and empirical datasets must be formulated. After that, 
respective statistical criteria must be selected, and with the help of these statistical criteria, a feasible set 
in space of model parameters must be determined (where all statistical criterions demonstrate required 
results). Within the limits of this feasible set must be found elements with strongest properties. These 
elements can be used as estimations of model parameters. Constructions of feasible sets for Moran – 
Ricker model with and without time lag and ELP-model were demonstrated on examples of larch bud 
moth (Zeiraphera diniana Gn.) and pine looper moth (Bupalus piniarius L.) time series. Results of 
approximation are discussed. For a time series of population dynamics of larch budworm it was found 
that feasible sets are not empty for the model Moran – Ricker without delay and with delay of one 
year. At the same time, the analysis of properties of elements of admissible sets showed that among 
them there are no properties that match the prevailing biological understanding of the dynamics of the 
Zeiraphera diniana Gn. The resulting estimation allowed taking into account the delay of one year to 
receive treatment with a cycle length of 18 with two maxima. However, almost all statistical tests gave 
negative results. These results indicate that the delay in the self-regulation mechanisms of action of 
more than one year. Given way to simultaneously estimate the parameters of the population dynamics 
model of pine looper for related time series. The analysis shows that there is every reason for the claim 
that the observed mode – cyclic short cycle length of two years.

Keywords: population dynamics, time series, mathematical model, parameter estimation, larch bud 
moth, pine looper moth.

How to cite: Nedorezov L. V. Non-traditional approach to estimation of ecological models parameters 
(on examples of larch bud moth and pine looper moth population dynamics) // Sibirskij Lesnoj Zurnal 
(Siberian Journal of Forest Science). 2015. N. 3: 70–82 (in Russian with English abstract).

Л. В. Недорезов




