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Рассмотрена задача о движении абсолютно твердого шара в неоднородно колеблющей-
ся идеальной несжимаемой жидкости. Колебательные воздействия на жидкость ока-
зываются абсолютно твердым заданно колеблющимся шаром. Получены уточненные
условия, при которых шар-включение удаляется от шара-вибратора, приближается к
шару-вибратору, не совершает среднего движения. Найдено, что при неоднородных ко-
лебаниях жидкости изменение характера движения включения может зависеть от гео-
метрических параметров гидромеханической системы.

Ключевые слова: жидкость, включение, однородные и неоднородные колебания жид-
кости.

1. Колебательные воздействия на жидкость с включениями могут приводить к эффек-
там среднего, монотонного движения включений [1–14]. Это обстоятельство может быть
использовано для управления включениями в жидкости [5, 10, 15, 16]. Особый интерес
представляет проблема управления включениями, имеющими плотность, совпадающую с
плотностью жидкости. Эта проблема непосредственно связана с возможностью разделения
колебаний жидкости на однородные и неоднородные [17] (см. также [16]).

В [3] поставлена и решена задача о движении абсолютно твердого включения —
шара — в неоднородно колеблющейся идеальной несжимаемой жидкости, колебатель-
ные воздействия на которую оказываются находящимся в ней абсолютно твердым телом-
вибратором — заданно колеблющимся шаром. В этой работе обнаружен эффект, состоя-
щий в том, что включение, плотность которого меньше, чем плотность жидкости, удаля-
ется от тела-вибратора, а включение, плотность которого больше, чем плотность жидко-
сти, приближается к телу-вибратору. В [3] найдено, что, в рассмотренном приближении,
включение, плотность которого совпадает с плотностью жидкости, не совершает средне-
го движения (в среднем покоится). Тем самым работой [3] поставлен вопрос: могут ли
колебания жидкости вызывать среднее движение включения, если плотность включения
совпадает с плотностью жидкости? В [18] дан положительный ответ на этот вопрос для
случая, когда причиной колебаний жидкости является дублет, имеющий изменяющийся
со временем момент. Однако, в частности ввиду ясного прикладного значения задач дан-
ной области исследований, важно иметь теоретические результаты, эффективно способ-
ствующие проведению направленных экспериментальных исследований. Такие результа-
ты должны по возможности точно показывать, каковы условия экспериментов, в которых
можно ожидать осуществления обнаруженных теоретически эффектов. Применительно к
вопросу, поставленному работой [3], это означает, что теоретические результаты долж-
ны содержать параметр размерности длины, характеризующий тело-вибратор (реальное
тело-вибратор является протяженным). Ввиду изложенного, в [14] рассмотрена задача о
движении абсолютно твердого включения — кругового цилиндра — в неоднородно ко-
леблющейся идеальной несжимаемой жидкости, колебательные воздействия на которую
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оказываются находящимся в ней абсолютно твердым телом-вибратором — заданно колеб-
лющимся круговым цилиндром. В [14], в частности, установлено, что включение, плот-
ность которого совпадает с плотностью жидкости, совершает среднее движение, прибли-
жается к телу-вибратору (что находится в соответствии с найденным в [18]). Полученные
в [14] формулы, которыми определяется среднее движение включения, содержат радиус
тела-вибратора.

В настоящей работе рассмотрена задача о движении абсолютно твердого включе-
ния — шара — в неоднородно колеблющейся идеальной несжимаемой жидкости. Колеба-
тельные воздействия на жидкость оказываются находящимся в ней абсолютно твердым

телом-вибратором — заданно колеблющимся шаром. Постановка задачи отлична от по-
становки задачи, изложенной в [3]. Реализовано приближение более высокого порядка, чем
в [3]. Найдено, что включение, плотность которого совпадает с плотностью жидкости,
приближается к телу-вибратору; получены уточненные условия, при которых включение
удаляется от тела-вибратора, приближается к телу-вибратору, не совершает среднего дви-
жения.

2. В идеальной несжимаемой неограниченной извне жидкости находятся два абсолют-
но твердых шара. В начальный момент времени t (при t = 0) жидкость и шары покоят-
ся относительно инерциальной прямоугольной системы координат x, y, z; центры шаров
находятся на оси y. В последующие моменты времени первый шар радиуса a1 — тело-
вибратор — совершает заданные периодические с периодом T поступательные колебания

вдоль оси y; второй шар радиуса a2 — включение — совершает поступательное движе-
ние вдоль оси y под действием сил давления жидкости; течение жидкости потенциальное,
осесимметричное. Положение первого шара определяется радиусом-вектором

H = Hey

центра первого шара (ey = (0, 1, 0); H = A(1− cos(2πt/T )) (A — постоянная)). Положение
второго шара определяется радиусом-вектором

S = Sey (1)

центра второго шара (S > H + a1 + a2). Требуется установить, как движется второй шар.
Пусть S0 — значение S при t = 0; (q1) и (q2) — поверхности соответственно первого

и второго шаров; n1 — нормаль к (q1); n2 — единичная внешняя нормаль к (q2); Φ —
потенциал скорости жидкости; P — давление в жидкости;

F = −
∫ ∫
(q2)

Pn2 · ey dq2 (2)

— сила, действующая в направлении оси y на второй шар со стороны жидкости; ρш —
плотность второго шара; ρж — плотность жидкости; I — произвольная функция t.

Координата S, давление P и потенциал Φ удовлетворяют следующим уравнениям и

условиям:

4

3
πa3

2ρш
d2S

dt2
= F ; (3)

S = S0,
dS

dt
= 0 при t = 0; (4)

∂Φ

∂t
+

1

2
(∇Φ)2 +

P

ρж
= I; (5)

∆Φ = 0; (6)
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n1 · ∇Φ = n1 · ey
dH

dt
на (q1); (7)

n2 · ∇Φ = n2 · ey
dS

dt
на (q2); (8)

∇Φ → 0 при x2 + y2 + z2 →∞. (9)

3. Будем рассматривать задачу (3)–(9) при малых по сравнению с единицей значе-
ниях α = a2/S0 (значения β = a1/a2 и γ = A/a2 не являются малыми или большими по

сравнению с единицей).
Применяя изложенный в [19] метод определения потенциала скорости жидкости, най-

дем решение задачи (6)–(9), которое точно удовлетворяет (6), (9) и приближенно, с точно-
стью до величин, пропорциональных dH/dt и dS/dt, малых соответственно по сравнению с
α9 dH/dt и α9 dS/dt, удовлетворяет (7), (8). Используя (2), (5) и указанное решение задачи
(6)–(9), получим

F =
πa4

2ρж
T 2

{ 2α3β3

(s− αh)3

[
1+

α6β3

(s− αh)6

]d2h

dτ2
+

6α4β3

(s− αh)4

[
1− α3β3

(s− αh)3
− 4α5β3

(s− αh)5

](dh

dτ

)2
−

− 12α6β3

(s− αh)7

[
1 +

4α2β2

(s− αh)2

]dh

dτ

ds

dτ
− 1

α

[2

3
+

2α6β3

(s− αh)6
+

6α8β5

(s− αh)8

]d2s

dτ2
+

+
6α5β3

(s− αh)7

[
1 +

4α2β2

(s− αh)2

](ds

dτ

)2}
, (10)

где τ = t/T ; h = H/a2 = γ(1− cos 2πτ); s = S/S0.
Предположим, что при α → 0 и постоянных τ, β, γ, λ

s ∼ s0 + αs1 + . . . + α10s10. (11)

Согласно (3), (4), (10), (11) в 0-м, 1-м, . . . , 10-м приближениях имеем задачи соответствен-
но для s0, s1, . . . , s10. Решая указанные задачи, найдем

s0 = 1, s1 = 0, s2 = 0, s3 = 0,

s4 = s′
4, s5 = s′

5, s6 = s′
6, s7 = s′

7,

s8 = 3β6λ(λ− 1)

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ + s′

8, (12)

s9 = 21β6λ(λ− 1)

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

h
( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ + s′

9,

s10 = 84β6λ(λ− 1)

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

h2
( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ − 12β6λ

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ + s′

10,

где λ = 3ρж/(2ρш + ρж); s′
4, s

′
5, . . . , s

′
10 — периодические функции τ . Используя (11), (12),

получим

s = ŝ + s′; (13)

s = ŝ + 21π2α9β6γ3[λ− 1 + 5αγ(λ− 1− 4/(35γ2))]τ2 + s′′, (14)



О. С. Пятигорская, В. Л. Сенницкий 105

где

ŝ = 1 + 3π2α8β6γ2λ(λ− 1)τ2; (15)

s′ и s′′ — периодические функции τ .
4. Cоотношениями (1), (13), (14) приближенно определяется зависимость S от t ((14)

имеет повышенную точность в сравнении с (13)). Второй шар, перемещаясь вдоль оси y,
совершает колебания и среднее, монотонное движение.

Выражение (15) для ŝ совпадает с соответствующим выражением для Y/Y0, следую-
щим из формул (22), (24) работы [3]. Согласно (13) второй шар при ρш < ρж удаляется
от первого шара, а при ρш > ρж приближается к первому шару; второй шар в среднем
покоится, если

ρш = ρж. (16)

Формулой (14), в частности, демонстрируется уточненный результат, касающийся по-
ведения второго шара при ρш = ρж: второй шар не покоится, а приближается к первому
шару.

5. Рассмотрим вопрос о том, при каком условии второй шар не совершает среднего
движения.

Предположим, что при α → 0, постоянных τ, β, γ и ρш/ρж = 1 + aα + bα2 (a и b —
постоянные)

s ∼ σ0 + ασ1 + . . . + α10σ10. (17)

Согласно (3), (4), (10), (17) в 0-м, 1-м, . . . , 10-м приближениях имеем задачи соответствен-
но для σ0, σ1, . . . , σ10. Решая указанные задачи, найдем

σ0 = 1, σ1 = 0, σ2 = 0, σ3 = 0, σ4 = σ′
4,

σ5 = σ′
5, σ6 = σ′

6, σ7 = σ′
7, σ8 = σ′

8,

σ9 = −2β6a

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ + σ′

9, (18)

σ10 = −2β6(2a2 − b− 6)

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ − 14aβ6

τ∫
0

dτ ′
τ ′∫

0

h
( dh

dτ ′′

)2
dτ ′′ + σ′

10,

где σ′
4, σ

′
5, . . . , σ

′
10 — периодические функции τ . Из (17), (18) следует, что второй шар в

среднем покоится, если

ρш = (1− 6α2)ρж (19)

((19) имеет повышенную точность в сравнении с (16)).
Отметим, что (19) может быть получено также из (14).
6. Состояние покоя, определяющееся соотношением (19), разделяет два других состо-

яния качественно различного движения второго шара. Если ρш 6= (1 − 6α2)ρж, то второй
шар при ρш < (1 − 6α2)ρж удаляется от первого шара, а при ρш > (1 − 6α2)ρж прибли-
жается к первому шару. Если ρш < ρж, то второй шар удаляется от первого шара при
α <

√
(ρж − ρш)/(6ρж) и приближается к первому шару при α >

√
(ρж − ρш)/(6ρж). Это

показывает, что при неоднородных колебаниях жидкости изменение характера движения
включения может зависеть от геометрических параметров гидромеханической системы.

Полученные результаты указывают на новые возможности управления включениями

в жидкости.
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