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Приведены общие формулы аффинных преобразований, сохраняющих инвариантными
статические уравнения линейной теории упругости в случае произвольных анизотроп-
ных материалов. Инвариантность уравнений при аффинных преобразованиях позволя-
ет моделировать один анизотропный материал другим материалом. Все анизотроп-
ные материалы разбиваются на классы взаимно конгруэнтных материалов. Получе-
ны условия конгруэнтности ортотропных материалов и изотропных, ортотропных и
трансверсально-изотропных материалов.
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Некоторые частные случаи применения аффинных преобразований для моделирова-
ния одних анизотропных материалов другими рассматривались в [1–12]. В данной работе
изучается общий случай аффинных преобразований, сохраняющих инвариантными стати-
ческие уравнения линейной теории упругости при произвольной анизотропии.

Трехмерные уравнения статики линейной теории упругости в декартовых прямоуголь-
ных координатах x1, x2, x3 имеют вид

∂jσij + Fi = 0, σij = Aijklεkl, εkl = (∂kul + ∂luk)/2, (1)

где σij = σji — тензор напряжений; εkl = εlk — тензор деформаций; Aijkl = Ajikl =
Aklij — тензор модулей упругости; uk — вектор смещения; Fi — вектор объемных сил;
∂k — производная по координате xk. По повторяющимся буквенным индексам проводится
суммирование. Из (1) следуют уравнения в смещениях

Ai(kl)j∂kluj + Fi = 0, (2)

где Ai(kl)j = (Aiklj + Ailkj)/2 и Lij = Ai(kl)j∂kl — симметричный оператор (Lij = Lji). На
граничной поверхности

f(x1, x2, x3) = 0 (3)

задаются краевые условия

σijnj = pi или ui = u0
i , (4)

где pi — вектор внешних усилий, приложенных на поверхности тела; u0
i — вектор смеще-

ния на границе тела; ni — вектор единичной внешней нормали к поверхности (3).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код
проекта 05-01-00728).
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Пусть имеется преобразование координат

xi = αi + αijyj , |αij | 6= 0, yk = βk + βkixi, βk = −βkiαi, (5)

где αij , βki — произвольные действительные невырожденные взаимно обратные матрицы:
βkiαij = δkj , αijβjk = δik; δik — символ Кронекера (единичная матрица). Формулы (5)
определяют общее аффинное преобразование координат. Постоянные αi, βk соответствуют

сдвигам по осям, т. е. задают выбор начала координат. Из (5) получаем

∂

∂yk
=

∂

∂xi
αik,

∂

∂xs
=

∂

∂yk
βks. (6)

С учетом (6) из первого уравнения (1) находим

∂

∂yk
βkjσij + Fi = 0,

∂

∂yk
βliβkjσij + βliFi = 0,

т. е.

∂

∂yk
τlk + F̃l = 0, (7)

где

τlk = βliβkjσij , F̃l = βliFi, σij = αipαjqτpq, Fk = αklF̃l. (8)

Таким образом, напряжения и объемные силы преобразуются по формулам (8). Уравнения
равновесия (7) сохраняют свой вид и в новых переменных.

Пусть деформации преобразуются по формулам

εij = βriβsjers, epq = αipαjqεij . (9)

С учетом (8), (9) найдем удельную энергию деформации

2Φ = σijεij = αipαjqτpqβriβsjers = δrpδsqτpqers = τrsers.

Очевидно, что энергия деформации 2Φ не изменяется.
Далее из (1) и (9) получаем

epq =
1

2
αipαjq(∂iuj + ∂jui) =

1

2
(∂iαip(αjquj) + ∂jαjq(αipui)) =

1

2

( ∂

∂yp
vq +

∂

∂yq
vp

)
, (10)

где

vp = αipui, uk = βpkvp. (11)

Таким образом, деформации (10) в новых переменных имеют тот же вид, что и в (1).
Из обобщенного закона Гука (1) и (8), (9) следует

σij = Aijklεkl = Aijklβrkβslers, βpiβqjσij = βpiβqjAijklβrkβslers,

т. е.

τpq = Ãpqrsers, (12)

где

Ãpqrs = βpiβqjAijklβrkβsl, Aijkl = αipαjqÃpqrsαkrαls. (13)

Таким образом, закон Гука (12) сохраняет свой вид, а модули упругости преобразуются
по формулам (13).

Из уравнений в смещениях (2) с учетом (6), (8), (11) следует

βriβsjAi(kl)jβpkβql∂̃pqvs + βriFi = 0,
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т. е.

Ãr(pq)s∂̃pqvs + F̃r = 0, ∂̃pq =
∂2

∂yp∂yq
, (14)

где

Ãr(pq)s = βriβsjAi(kl)jβpkβql, Ai(kl)j = αirαjsÃr(pq)sαkpαlq. (15)

Таким образом, уравнения в смещениях (14) остаются инвариантными, а коэффициенты
преобразуются по формулам (15).

Компоненты единичной нормали к граничной поверхности (3) имеют вид

ni = fi/
√

fkfk, fi = ∂if.

Уравнение преобразованной граничной поверхности следующее:

f(x1, x2, x3) = f(α1 + α1jyj , α2 + α2jyj , α3 + α3jyj) = f̃(y1, y2, y3) = 0.

Находим компоненты вектора градиента f̃k = ∂̃kf̃ = (∂if)αik = fiαik и единичной нормали

ñ∗
k = f̃k/

√
f̃lf̃l = fiαik/

√
fiαilfsαsl. (16)

С учетом (8) из первого краевого условия (4) получаем

αipαjqτpqnj = pi, τsqαjqnj = βsipi, τsqñq = p̃s, (17)

где

ñq = αjqnj , nk = βqkñq, p̃s = βsipi, pk = αklp̃l. (18)

В (16) ñ∗
k — единичная нормаль к поверхности f̃(ys) = 0, а в (17), (18) ñq = fjαjq/

√
fkfk =

njαjq — неединичная нормаль: ñqñq = ninjαiqαjq 6= 1, если αiq — неортогональная мат-
рица.

В силу (11) из второго условия (4) получаем

αipui = αipu
0
i , vp = v0

p. (19)

Таким образом, в преобразованной области граничные условия имеют вид (17) или (19),
одинаковый по форме с первоначальными условиями (4).

Итак, при произвольных аффинных преобразованиях координат (5) с невырожденной
матрицей αij и соответствующих индуцированных преобразованиях напряжений и объем-
ных сил (8), деформаций (9), (10), смещений (11), модулей упругости (13), (15) и краевых
условий (18), (19) уравнения (1), (2), (4) линейной теории упругости остаются инвариант-
ными и в новых переменных (см. (7), (10), (12), (14), (17), (19)). При этом не изменяется
и удельная энергия деформации 2Φ.

Приведенные выше формулы могут использоваться для моделирования одного анизо-
тропного материала другим [3, 5, 7]. Зная решение краевой задачи для одного материала,
по соответствующим формулам преобразования можно найти решение краевой задачи в

преобразованной области для другого материала.
Перепишем формулы (13) с учетом симметрии тензора модулей упругости:

Aijkl =
1

2
(αipαjq + αiqαjp)Ãpqrs

1

2
(αkrαls + αksαlr) = αijpqÃpqrsαklrs,

Ãpqrs =
1

2
(βpiβqj + βpjβqi)Aijkl

1

2
(βrkβsl + βrlβsk) = βpqijAijklβrskl, (20)

αijpq =
1

2
(αipαjq + αiqαjp), βpqij =

1

2
(βpiβqj + βpjβqi).
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Используя для симметричных по двум индексам тензоров формулы перехода от двух ин-
дексов к одному

h11 = h1, h22 = h2, h33 = h3,
√

2h23 =
√

2h32 = h4,
√

2h13 =
√

2h31 = h5,
√

2h12 =
√

2h21 = h6,

запишем (20) в матричном виде:

A = α̃Ãα̃′, Ã = β̃Aβ̃′, A−1 = β̃′Ã−1β̃, Ã−1 = α̃′A−1α̃. (21)

Здесь штрих означает транспонирование матрицы. Все матрицы в (21) размера 6 × 6.
Матрица A−1 коэффициентов податливости обратная для матрицы A модулей упругости.
Матрицы A, A−1 симметричные и положительно определенные. Матрицы, соответствую-
щие тензорам αijpq, βpqij , обозначены через α̃, β̃.

Формулы (21) представляют собой конгруэнтные преобразования [13] матриц A, Ã,
A−1, Ã−1, определяющих свойства упругости произвольных анизотропных материалов.
Преобразования (21) разбивают все матрицы (материалы) A на классы конгруэнтных (эк-
вивалентных) матриц.

Соотношения (15), записанные в матричной форме

Ã∗ = β̃A∗β̃′, A∗ = α̃Ã∗α̃′,

также являются конгруэнтными преобразованиями матриц A∗, Ã∗, соответствующих тен-
зорам коэффициентов Ai(kl)j , Ãr(pq)s в уравнениях (2), (14).

Матрицы α̃ij (соответственно β̃ij) имеют вид [14]

α̃ij =



α2
11 α2

12 α2
13

√
2α12α13

√
2α11α13

√
2α11α12

α2
21 α2

22 α2
23

√
2α22α23

√
2α21α23

√
2α21α22

α2
31 α2

32 α2
33

√
2α32α33

√
2α31α33

√
2α31α32√

2α21α31

√
2α22α32

√
2α23α33 α22α33 + α23α32 α21α33 + α23α31 α21α32 + α22α31√

2α11α31

√
2α12α32

√
2α13α33 α12α33 + α13α32 α11α33 + α13α31 α11α32 + α12α31√

2α11α21

√
2α12α22

√
2α13α23 α12α23 + α13α22 α11α23 + α13α21 α11α22 + α12α21


. (22)

Очевидно, что α̃, β̃ — взаимно обратные матрицы:

α̃β̃ = αijpqβpqkl =
1

2
(αipαjq + αiqαjp)

1

2
(βpkβql + βplβqk) =

1

2
(δikδjl + δilδjk) = δijkl,

β̃α̃ = βpqijαijrs =
1

2
(βpiβqj + βpjβqi)

1

2
(αirαjs + αisαjr) =

1

2
(δprδqs + δpsδqr) = δpqrs.

Если αij — ортогональные матрицы (αijαik = δjk), то ортогональными будут и шести-
мерные матрицы α̃ij (22).

В случае ортогональных матриц αij на основе формул (21) все анизотропные мате-
риалы разбиваются на семь сингоний, т. е. имеет место классификация (инвариантность)
относительно подгрупп ортогональной группы преобразований.

Собственные состояния T для анизотропных материалов определяются соотношени-
ем вида A = TΛT ′ (Λ — диагональная матрица), т. е. конгруэнтным преобразованием с
ортогональной матрицей T собственных состояний. В теории упругости встречается так-
же конгруэнтное преобразование вида A = CDC ′ с нижней треугольной матрицей C и

диагональной матрицей D. Таким образом, представляет интерес классификация анизо-
тропных материалов относительно группы аффинных, конгруэнтных преобразований вида
(20), (21).
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Пусть матрица αip есть произведение двух матриц: αip = α
(2)
is α

(1)
sp . Тогда из определе-

ния αijpq (20) следует, что

αijpq =
1

2
(α

(2)
is α

(1)
sp α

(2)
jr α

(1)
rq + α

(2)
is α

(1)
sq α

(2)
jr α

(1)
rp ) =

=
1

2
(α

(2)
ir α

(2)
js + α

(2)
is α

(2)
jr )

1

2
(α

(1)
rp α

(1)
sq + α

(1)
rq α

(1)
sp ) = α

(2)
ijrsα

(1)
rspq.

Таким образом, группе невырожденных аффинных преобразований αip = α
(2)
is α

(1)
sp соответ-

ствует линейное представление группы αijpq = α
(2)
ijrsα

(1)
rspq.

В [15] показано, что любое невырожденное преобразование α с положительным опре-
делителем представляется в виде α = UKV , где U , V — матрицы вращения: UU ′ = E,
V V ′ = E (E — единичная матрица), |U | = |V | = 1; K — диагональная матрица:
K = diag (k1, k2, k3), ki > 0. Аналогичное представление имеет место и для обратной
матрицы β = α−1 = V ′K−1U ′.

Таким образом, преобразование β можно записать в виде произведения трех преобра-
зований

β = β(3)β(2)β(1), (23)

где β(1), β(3) — матрицы вращения; β(2) — диагональная матрица:

β(2) = diag (β1, β2, β3), βi > 0. (24)

Матрица β̃ij имеет вид (22), где αij надо заменить на βij . В случае (23) представление β̃
следующее:

β̃ = β̃(3)β̃(2)β̃(1) (25)

и из (21), (25) имеем

Ã = β̃(3)β̃(2)β̃(1)Aβ̃(1)′β̃(2)′β̃(3)′. (26)

Запишем теперь матрицу β̃(2) с учетом (24):

β̃(2) = diag (β2
1 , β2

2 , β2
3 , β2β3, β1β3, β1β2). (27)

Из (26) следует, что общее конгруэнтное преобразование состоит из последовательного

выполнения ортогонального преобразования β̃(1), растяжения по осям с матрицей (27) и

еще одного ортогонального преобразования β̃(3).
Определитель матрицы (23) равен |β| = |β(3)||β(2)||β(1)| = |β(2)| = β1β2β3, а матрицы

(25) — следующий: |β̃| = |β̃(3)||β̃(2)||β̃(1)| = |β̃(2)| = (β1β2β3)
4. Ортогональное преобразова-

ние β̃(1) (26) переводит исходную матрицу A из одной ортогональной системы координат в

другую: Ã(1) = β̃(1)Aβ̃(1)′. Поэтому Ã(1) можно принять в качестве начальной матрицы A.
Далее с учетом (27) найдем

Ã(2) = β̃(2)Aβ̃(2)′ =



β4
1A11

β2
1β2

2A21 β4
2A22 sym

β2
1β2

3A31 β2
2β2

3A32 β4
3A33

β2
1β2β3A41 β3

2β3A42 β2β
3
3A43 β2

2β2
3A44

β3
1β3A51 β1β

2
2β3A52 β1β

3
3A53 β1β2β

2
3A54 β2

1β2
3A55

β3
1β2A61 β1β

3
2A62 β1β2β

2
3A63 β1β

2
2β3A64 β2

1β2β3A65 β2
1β2

2A66

 . (28)

На третьем шаге ортогональное преобразование β̃(3) переводит матрицу Ã(2) (28) в неко-

торую новую ортогональную систему координат: Ã(3) = β̃(3)Ã(2)β̃(3)′.
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В случае динамики уравнения в смещениях (2) принимают вид

(Ai(kl)j∂kl − ρc2δij∂44)uj + Fi = 0, (29)

где ∂4 = ∂/∂x4; x4 = ct; c — некоторая постоянная, имеющая размерность скорости; t —
время; ρ — постоянная плотность материала. При преобразованиях (5) из (29) вместо
уравнения (14) получаем

(Ãr(pq)s∂̃pq − ρc2βriβsi∂44)vs + F̃r = 0. (30)

В (30) выражение βriβsi имеет вид βriβsi = ββ′; если β = β(3)β(2)β(1) (см. (23)), то

ββ′ = β(3)β(2)β(1)β(1)′β(2)′β(3)′ = β(3)β(2)β(2)′β(3)′.

С учетом (24) находим β(2)β(2)′ = diag (β2
1 , β2

2 , β2
3), тогда

ββ′ = β(3)diag (β2
1 , β2

2 , β2
3)β(3)′ = β2

1β
(3)
r1 β

(3)
s1 + β2

2β
(3)
r2 β

(3)
s2 + β2

3β
(3)
r3 β

(3)
s3 .

Последнее выражение будет иметь вид шарового тензора, если β2
1 = β2

2 = β2
3 , тогда

βriβsi = β2
1β

(3)
ri β

(3)
si = β2

1δrs. Но это означает, что уравнение (30) сохраняет свой вид,
если преобразование βri с точностью до коэффициента β1 является ортогональным. Та-
ким образом, в случае динамики преобразование, сохраняющее уравнения, должно быть
ортогональным, а не аффинным.

Инварианты тензора модулей упругости Aijkl и инфинитезимальные операторы при

ортогональных преобразованиях системы координат рассматривались в [14, 16]. Найдем
инфинитезимальные операторы для преобразований (27), (28). При дифференциальном

бесконечно малом преобразовании матрица β(2) (24) бесконечно мало отличается от еди-
ничной матрицы, т. е. при дифференцировании по βi надо полагать βi = 1. Итак, из (28)
находим

dA11 = 4A11dβ1,

dA21 = 2A21(dβ1 + dβ2), dA22 = 4A22dβ2,

dA31 = 2A31(dβ1 + dβ3), dA32 = 2A32(dβ2 + dβ3),

dA41 = A41(2dβ1 + dβ2 + dβ3), dA42 = A42(3dβ2 + dβ3),

dA51 = A51(3dβ1 + dβ3), dA52 = A52(dβ1 + 2dβ2 + dβ3),

dA61 = A61(3dβ1 + dβ2); dA62 = A62(dβ1 + 3dβ2);

dA33 = 4A33dβ3,

dA43 = A43(dβ2 + 3dβ3), dA44 = 2A44(dβ2 + dβ3),

dA53 = A53(dβ1 + 3dβ3), dA54 = A54(dβ1 + dβ2 + 2dβ3),

dA63 = A63(dβ1 + dβ2 + 2dβ3); dA64 = A64(dβ1 + 2dβ2 + dβ3);

dA55 = 2A55(dβ1 + dβ3),

dA65 = A65(2dβ1 + dβ2 + dβ3); dA66 = 2A66(dβ1 + dβ2).

(31)

Далее выписываем для (31) инфинитезимальные операторы:

D1 = 4A11∂A11
+ 2A21∂A21

+ 2A31∂A31
+ 2A41∂A41

+ 3A51∂A51
+

+ 3A61∂A61
+ A52∂A52

+ A62∂A62
+ A53∂A53

+ A63∂A63
+

+ A54∂A54
+ A64∂A64

+ 2A55∂A55
+ 2A65∂A65

+ 2A66∂A66
,
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D2 = 2A21∂A21
+ A41∂A41

+ A61∂A61
+ 4A22∂A22

+ 2A32∂A32
+

+ 3A42∂A42
+ 2A52∂A52

+ 3A62∂A62
+ A43∂A43

+ A63∂A63
+

+ 2A44∂A44
+ A54∂A54

+ 2A64∂A64
+ A65∂A65

+ 2A66∂A66
,

D3 = 2A31∂A31
+ A41∂A41

+ A51∂A51
+ 2A32∂A32

+ A42∂A42
+

+ A52∂A52
+ 4A33∂A33

+ 3A43∂A43
+ 3A53∂A53

+ 2A63∂A63
+

+ 2A44∂A44
+ 2A54∂A54

+ A64∂A64
+ 2A55∂A55

+ A65∂A65
.

Инварианты тензора Aijkl (матрицы Aij) — алгебраически независимые решения замкну-
той системы дифференциальных уравнений

D1f = 0, D2f = 0, D3f = 0. (32)

Так как инфинитезимальные операторы образуют алгебру Ли, то система (32) замкнута.
Замкнутая система (32) трех дифференциальных уравнений с 21 переменной Aij имеет 18
алгебраически независимых решений.

Запишем общие условия конгруэнтности двух анизотропных материалов, модули
упругости которых связаны преобразованием (28). Из (28) находим

β1 =
4

√
Ã11

A11
, β2 =

4

√
Ã22

A22
, β3 =

4

√
Ã33

A33
(33)

(здесь индекс (2) опущен). Далее, исключая параметры βi, получаем

A21√
A11A22

=
Ã21√
Ã11Ã22

= k21,

A31√
A11A33

=
Ã31√
Ã11Ã33

= k31,
A32√

A22A33
=

Ã32√
Ã22Ã33

= k32,

A41√
A11

4
√

A22A33
=

Ã41√
Ã11

4
√

Ã22Ã33

= k41,
A42√

A22
4
√

A22A33
=

Ã42√
Ã22

4
√

Ã22Ã33

= k42,

A51√
A11

4
√

A11A33
=

Ã51√
Ã11

4
√

Ã11Ã33

= k51,
A52√

A22
4
√

A11A33
=

Ã52√
Ã22

4
√

Ã11Ã33

= k52,

A61√
A11

4
√

A11A22
=

Ã61√
Ã11

4
√

Ã11Ã22

= k61;
A62√

A22
4
√

A11A22
=

Ã62√
Ã22

4
√

Ã11Ã22

= k62;

A43√
A33

4
√

A22A33
=

Ã43√
Ã33

4
√

Ã22Ã33

= k43,
A44√

A22A33
=

Ã44√
Ã22Ã33

= k44,

A53√
A33

4
√

A11A33
=

Ã53√
Ã33

4
√

Ã11Ã33

= k53,
A54√

A33
4
√

A11A22
=

Ã54√
Ã33

4
√

Ã11Ã22

= k54,

A63√
A33

4
√

A11A22
=

Ã63√
Ã33

4
√

Ã11Ã22

= k63;
A64√

A22
4
√

A11A33
=

Ã64√
Ã22

4
√

Ã11Ã33

= k64;

A55√
A11A33

=
Ã55√
Ã11Ã33

= k55,

A65√
A11

4
√

A22A33
=

Ã65√
Ã11

4
√

Ã22Ã33

= k65;
A66√

A11A22
=

Ã66√
Ã11Ã22

= k66.

(34)
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Можно проверить, что 18 величин kij (34) удовлетворяют уравнениям (32), т. е. являются
инвариантами преобразования (28). Таким образом, два анизотропных материала конгру-
энтны, если модули упругости Aij , Ãij связаны соотношениями (34), при этом параметры
преобразования βi задаются формулами (33).

Тензор Aijkl для изотропного материала имеет вид

Aijkl = λδijδkl + 2µδijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), (35)

где λ, µ — постоянные Ламе. Из (13), (35) получаем тензор модулей упругости анизотроп-
ных материалов, конгруэнтных изотропному:

Ãpqrs = βpiβqj [λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)]βrkβsl =

= λβpiβqiβrkβsk + µ(βpkβrkβqlβsl + βplβslβqkβrk) =

= λbpqbrs + µ(bprbqs + bpsbqr), (36)

где bpq = βpiβqi. Таким образом, модули упругости (36) конгруэнтного анизотропного ма-
териала имеют тот же вид, что и модули (35) для изотропного материала, но в (36) вместо
единичного тензора δij присутствует произвольный симметричный невырожденный тен-
зор вида bpq = βpiβqi.

Покажем, что величины (36), записанные в произвольной системе координат, опре-
деляют специальный ортотропный материал. Общее конгруэнтное преобразование имеет

вид (26). Ортогональное преобразование β̃(1) не изменяет модули (35) изотропного мате-
риала. Тогда из (28) для изотропного материала получаем

Ã(2)
pq =



β4
1A11

β2
1β2

2A21 β4
2A11 sym

β2
1β2

3A21 β2
2β2

3A21 β4
3A11

0 0 0 β2
2β2

3(A11 −A21)
0 0 0 0 β2

1β2
3(A11 −A21)

0 0 0 0 0 β2
1β2

2(A11 −A21)

 =

=



β4
1(λ + 2µ)
β2

1β2
2λ β4

2(λ + 2µ) sym
β2

1β2
3λ β2

2β2
3λ β4

3(λ + 2µ)
0 0 0 β2

2β2
32µ

0 0 0 0 β2
1β2

32µ
0 0 0 0 0 β2

1β2
22µ

 . (37)

В (37) входят пять параметров: β1, β2, β3, λ, µ, и матрица (37) соответствует ортотропному

материалу специального вида. Далее преобразование с ортогональной матрицей β̃(3) (26)

переводит (37) в общую систему координат (36): Ã(3) = β̃(3)Ã(2)β̃(3)′, при этом добавляются
еще три параметра, определяющие ортогональную систему координат.

Из условий (34) для изотропного материала следует

λ

λ + 2µ
=

A21

A11
=

Ã21√
Ã11Ã22

=
Ã31√
Ã11Ã33

=
Ã32√
Ã22Ã33

= k21,

2µ

λ + 2µ
=

A11 − A21

A11
=

Ã44√
Ã22Ã33

=
Ã55√
Ã11Ã33

=
Ã66√
Ã11Ã22

= k44 = 1− k21.

(38)

Условия положительной определенности 3λ + 2µ > 0, 2µ > 0 дают ограничения на пара-
метр k21: −1/2 < k21 < 1. Теперь с учетом (38) матрицу (37) для ортотропного материала,
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конгруэнтного изотропному, запишем в виде

Ãpq =



Ã11

k21

√
Ã11Ã22 Ã22 sym

k21

√
Ã11Ã33 k21

√
Ã22Ã33 Ã33

0 0 0 k44

√
Ã22Ã33

0 0 0 0 k44

√
Ã11Ã33

0 0 0 0 0 k44

√
Ã11Ã22


. (39)

В (39) имеется четыре свободных параметра: Ã11, Ã22, Ã33, k21.

Если в (39) Ã11 = Ã22, то для трансверсально-изотропного материала, конгруэнтного
изотропному, получаем

Ãpq =



Ã11

k21Ã11 Ã11 sym

k21

√
Ã11Ã33 k21

√
Ã11Ã33 Ã33

0 0 0 k44

√
Ã11Ã33

0 0 0 0 k44

√
Ã11Ã33

0 0 0 0 0 (1− k21)Ã11


.

Здесь три свободных параметра: Ã11, Ã33, k21.
Найдем теперь матрицу модулей материалов, конгруэнтных трансверсально-

изотропному материалу. Будем считать, что ортогональное преобразование β̃(1) (26)
приводит матрицу модулей трансверсально-изотропного материала к виду (ось враще-
ния — x3)

Aij =


A11

A21 A11 sym
A31 A31 A33

0 0 0 A44

0 0 0 0 A44

0 0 0 0 0 A11 − A21

 . (40)

Далее из условий (34) следует

A21

A11
=

Ã21√
Ã11Ã22

= k21,
A31√

A11A33
=

Ã31√
Ã11Ã33

=
Ã32√
Ã22Ã33

= k31,

A44√
A11A33

=
Ã44√
Ã22Ã33

=
Ã55√
Ã11Ã33

= k44,
A11 − A21

A11
=

Ã66√
Ã11Ã22

= k66 = 1− k21.

(41)

Таким образом, с учетом (41) матрица модулей трансверсально-изотропного материа-
ла (40) записывается в виде

Aij =



A11

k21A11 A11 sym
k31

√
A11A33 k31

√
A11A33 A33

0 0 0 k44

√
A11A33

0 0 0 0 k44

√
A11A33

0 0 0 0 0 (1− k21)A11

 . (42)
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Этот материал конгруэнтен ортотропному с матрицей модулей

Ãpq =



Ã11

k21

√
Ã11Ã22 Ã22 sym

k31

√
Ã11Ã33 k31

√
Ã22Ã33 Ã33

0 0 0 k44

√
Ã22Ã33

0 0 0 0 k44

√
Ã11Ã33

0 0 0 0 0 (1− k21)
√

Ã11Ã22


. (43)

В (42) содержатся пять свободных параметров: A11, A33, k21, k31, k44, а в (43) — шесть:
Ã11, Ã22, Ã33, k21, k31, k44. Коэффициенты преобразования задаются формулами (33). Если
в (43) Ã11 = Ã22, то (42), (43) будут соответствовать двум конгруэнтным трансверсально-
изотропным материалам.

Из условий положительной определенности для трансверсально-изотропного матери-
ала

A11 + A21 > 2A2
31, A11 > A21, A44 > 0

следуют ограничения на параметры k21, k31, k44:

2k2
31 − 1 < k21 < 1, −1 < k31 < 1, k44 > 0.

Из (28), (34) следует, что ортотропный материал преобразуется в ортотропный:

Ãpq =


β4

1A11

β2
1β2

2A21 β4
2A22 sym

β2
1β2

3A31 β2
2β2

3A32 β4
3A33

0 0 0 β2
2β2

3A44

0 0 0 0 β2
1β2

3A55

0 0 0 0 0 β2
1β2

2A66

 .

Используя формулы (28), (34), можно определить модули упругости конгруэнтных мате-
риалов и для остальных сингоний [17]: кубической, тригональной, тетрагональной, моно-
клинной.

Таким образом, полученные в данной работе соотношения позволяют находить реше-
ния краевых задач теории упругости не для одного конкретного материала, а для целых
классов конгруэнтных анизотропных или изотропных материалов. Так как статические
уравнения линейной теории упругости инвариантны относительно группы аффинных пре-
образований, то для получения инвариантных решений можно использовать методы [18]
непрерывных групп Ли.
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