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С использованием предложенного ранее экспериментально-расчетного метода и резуль-
татов обращенных экспериментов по прониканию в песчаный грунт ударников с плос-
кими и полусферическими оголовками при скоростях удара 50÷450 м/с определены па-
раметры модели грунтовой среды Григоряна. Показано, что полученные в обращенном
эксперименте квазистационарные зависимости силы сопротивления от скорости удара
могут быть применены к решению задач о глубоком проникании тел в грунт с погреш-
ностью, не превышающей ошибку измерений.
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Введение. Процессы удара и проникания тел в грунтовые среды исследовались во
многих работах (см., например, [1–16]). Однако в основном эти работы посвящены изу-
чению проникания недеформируемых ударников в пластичные (глинистые, суглинистые)
грунты [8–16]. Для определения сопротивления сдвигу глинистого грунта как идеально
пластической среды с условием текучести Треска— Сен-Венана в работах [13, 14] предло-
жен экспериментально-теоретический метод динамического внедрения, развитый в [15–17].
В работах [1–4, 17–25] отечественных и [5, 6, 26–31] зарубежных авторов с использованием
гипотез о несжимаемости среды, идеальной пластичности и других упрощенных пред-
ставлений о динамическом поведении грунта, в определенной мере справедливых для пла-
стичных грунтовых сред, развивались аналитические методы исследования проникания

жестких тел вращения в грунты.
Количество экспериментов по импульсному нагружению сыпучих грунтовых сред

незначительно [31–33], вследствие чего свойства подобных сред менее изучены. В экспе-
риментальных работах [34–36], посвященных исследованию динамической сжимаемости

песчаных грунтов с плоской ударной волной, определялась лишь ударная адиабата среды.
Сжимаемость среды в экспериментах по прониканию определялась также в работе [37].
Возможности применения модифицированного метода Кольского [38, 39] с использовани-
ем системы разрезных стержней Гопкинсона при изучении сжимаемости и пластических

свойств грунтовых сред ограничиваются пределом упругости материала мерных стерж-
ней и обоймы, не превышающим 0,5 ГПа. Таким образом, в настоящее время эффективные
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методы исследования физико-механических свойств грунтовых сред в широком диапазоне
давлений развиты недостаточно.

Представляется перспективным развитие экспериментально-расчетного подхода [40]
к исследованию свойств грунтов при динамическом нагружении с использованием извест-
ных моделей грунтов [41, 42], методов математического моделирования процессов удара
и проникания в грунт деформируемых тел [42–47] и данных обращенного эксперимента
[10, 11]. Ранее проводился анализ зависимости силы сопротивления внедрению в грунт от
параметров модели мягкой грунтовой среды. Установлено, что особенности зависимости
силы сопротивления от времени позволяют использовать максимум силы для определения

динамической сжимаемости грунта [37], а квазистационарное значение — для определе-
ния прочностных (упругопластических) характеристик грунтовой среды [48, 49]. Построен
сходящийся итерационный процесс уточнения текущих значений материальных функций

в образце путем минимизации целевой функции с помощью последовательности вычисли-
тельных экспериментов.

В данной работе с использованием экспериментально-расчетного метода [40] и резуль-
татов обращенных экспериментов по прониканию в песчаный грунт ударников с плоскими

и полусферическими оголовками при скоростях удара 50÷450 м/с определены параметры
динамической сжимаемости и зависимости предела текучести от давления.

1. Математическая модель. Математическая модель динамического деформирова-
ния грунтовых сред при ударном нагружении формулируется в работе [41] с использо-
ванием законов сохранения массы, импульса и уравнений теории пластического течения,
которые в цилиндрической системе координат rOz (Oz — ось симметрии) записываются
в виде системы дифференциальных уравнений

dρ

dt
+ ρ(ur,r + uz,z) = −ρur

r
,

dρ∗
dt

=
dρ

dt
h(ρ− ρ∗)h

(dρ

dt

)
,

ρ
dur

dt
− σrr,r − σrz,z =

σrr − σθθ

r
, ρ

duz

dt
− σrz,r − σzz,z =

σrz

r
,

DJsij + λsij = 2Geij (i, j = r, z)
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p = f1(ρ, ρ∗)h(ρ∗ − ρ)h(ρ0 − ρ), sijs
ij = 2σ2

т/3, σт ≡ f2(p).

Здесь h — функция Хевисайда; t — время; ρ0, ρ, ρ∗ — начальная, текущая и максималь-
ная плотность, достигнутая в процессе нагружения; ui, σij , sij , eij — компоненты векто-
ра скорости, тензора напряжений Коши и девиаторов тензоров напряжений и скоростей
деформаций соответственно; p — давление; DJ — производная Яумана; d/dt — полная

производная по времени; G — модуль сдвига; σт — предел текучести. Параметр λ = 0
в случае упругого деформирования, λ > 0, в случае если реализуется условие пластич-
ности типа Мизеса — Шлейхера; символ после запятой обозначает дифференцирование
по соответствующей переменной; по повторяющимся индексам проводится суммирование;
неизвестные функции f1, f2 подлежат определению.

Параметры уравнения состояния грунтовых сред определяются на основе результатов

обращенных экспериментов с использованием мерного стержня [10, 11], а также численно-
го моделирования процессов удара и проникания цилиндрических стержней в грунтовые

среды. Суть обращенного эксперимента сводится к следующему [47]. Контейнер, запол-
ненный грунтом, разгоняется до необходимых скоростей и наносит удар по закрепленной
на мерном стержне неподвижной головной части ударника определенной формы. Скорость
удара и свойства материала стержня должны быть такими, чтобы в стержне не возника-
ло пластических деформаций. Тогда при ударе в стержне формируется импульс упругих
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Рис. 1. Зависимость силы сопротивления внедрению в песчаный грунт ударника
с плоским торцом от глубины проникания:
точки — эксперимент, линии — расчет (сплошная линия — расчет по полученным па-
раметрам модели, штрихпунктирная — расчет с использованием линейной зависимости

предела текучести от давления, штриховая — расчет в гидродинамическом приближении)

деформаций ε(t). Регистрация этого импульса в мерном стержне позволяет определить
усилие F , действующее на ударник при его взаимодействии со средой, по известному со-
отношению F (t) = Eε(t)S, где E — модуль упругости стержня; S — площадь поперечного

сечения. Таким образом, в указанном эксперименте измерение сил сводится к регистрации
импульса упругих деформаций в стержне, что существенно упрощает этот эксперимент
за счет применения тензометрии.

На рис. 1 показана полученная в обращенном эксперименте зависимость силы сопро-
тивления внедрению в песок ударника с плоским торцом от глубины проникания. Значения
силы и глубины проникания отнесены к величинам ρ0V VkS и d (V = 335 м/с — скорость

внедрения ударника в песок; Vk = 120 м/с — скорость звука в песке; S = πd2/4 — пло-
щадь миделя поперечного сечения ударника; d — диаметр сечения ударника). Песчаный
грунт представлял собой сухую смесь кварцевого песка естественного состава. Интерва-
лы разброса экспериментальных данных построены по результатам шести экспериментов

с доверительной вероятностью 0,95. Экспериментальные данные приведены для значения
H/d < 1, так как для определения ударной сжимаемости грунта необходим лишь максимум
силы [11], а для определения сдвиговых характеристик грунтовой среды — квазистацио-
нарное значение силы сопротивления.

Предложенная в работах [48, 49] методика идентификации пластических свойств грун-
товых сред заключается в следующем. Входными данными служит экспериментальная за-
висимость квазистационарных значений силы сопротивления внедрению ударника с плос-
ким торцом от начальных скоростей удара. Искомая зависимость предела текучести от
давления определяется не требующей дополнительных условий минимизацией функцио-
нала, описывающего суммарное различие теоретических и экспериментальных данных в

некотором диапазоне скоростей:
N∑

i=1

|Fi − F ∗
i |/|F ∗

i | → min (F ∗
i , Fi — квазистационарные

значения силы сопротивления внедрению с начальной скоростью Vi, полученные в экспе-
риментах и в расчетах соответственно).

Для приближенного решения поставленной задачи оптимизации зависимость преде-
ла текучести от давления записывается в дискретном виде σт(p) ≡ σi−1

т + αi(p − pi−1),
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pi−1 6 p < pi, i = 1, N . Узлы дискретизации определяются таким образом, чтобы выпол-
нялось условие |Fi−F ∗

i |/F ∗
i < δ, где δ — заданная малая величина. Для этого в численном

расчете для скоростей удара Vi > Vi−1 угол наклона αi i-го звена ломаной корректиру-
ется до тех пор, пока расчетные и экспериментальные значения сил сопротивления на
квазистационарной стадии внедрения не будут совпадать. Опорные значения давлений p
кусочно-линейной функции σт(p) определяются как среднее давление на ударяемом торце
стержня при численном решении задачи.

2. Результаты численных расчетов. Примером практической реализации мето-
дики идентификации, предложенной в работах [48, 49], является определение функции пла-
стичности в песчаном грунте, представляющем собой сухую песчаную смесь с начальной
плотностью ρ0 = 1,72 г/см3. Ударная адиабата для этого грунта определена в обращенных
экспериментах [37] при скоростях удара V = 50 ÷ 450 м/с и близка к линейной зависи-
мости скорости ударной волны D от массовой скорости u за фронтом волны D = A + bu
(A = 455 м/с; b = 2,3). В экспериментах [34] c плоской ударной волной для песчаной смеси
близкие значения получены при A = 500 м/с, b = 2,41.

Численные расчеты проводились в осесимметричной постановке. Определяющие со-
отношения между объемной деформацией ε = 1 − ρ0/ρ и давлением p в грунте при

p = 0,01 ÷ 1,00 МПа получены с использованием зависимости f1 ≡ Mεn (M , n — кон-
станты) [33], при p > 150 МПа применяется зависимость f1 ≡ ρ0a

2ε/(1− bε)2 [34–36], при
p = 1 ÷ 150 МПа используется интерполирующий кубический полином [46, 47, 50]. Объ-
емная разгрузка грунтовых сред с достаточной для практических приложений точностью

аппроксимируется линейной зависимостью давления от плотности, определяемой углом
наклона касательной к ударной адиабате в некоторой предельной (гидродинамической)
точке ρ∞ = 2,5 г/см3, модуль сдвига пропорционален разгрузочному модулю [42, 51].

На головной части ударника, контактирующей с грунтовой средой, принимались усло-
вия непроникания по нормали и скольжения с трением в касательном направлении. По-
скольку обтекание грунтовым потоком примыкающей к торцу цилиндрической части име-
ет отрывной (кавитационный) характер, нормальные и касательные напряжения на сво-
бодных поверхностях грунта и ударника принимались равными нулю. Внешние грани-
цы расчетной области грунта считались жесткими и соответствовали геометрии обоймы,
используемой в обращенном эксперименте. Область грунта разбивалась разностной сет-
кой на квадратные ячейки с размером сторон R/m (R — радиус цилиндрической части

ударника; m — число ячеек). Для анализа сходимости используемой модификации метода
Годунова [52, 53] проводилась серия численных расчетов на сгущающихся сетках. Квази-
стационарная зависимость силы сопротивления от размера ячейки R/m близка к линейной

с достоверностью не менее 0,95, различие значений сил, полученных при m = 80, и сил,
прогнозируемых при m = ∞, не превышало 3 %.

На рис. 2 приведена безразмерная зависимость силы сопротивления внедрению в песок
ударника с плоским торцом на квазистационарной стадии от скорости ударника.Представ-
ленные на рис. 2 данные получены при скоростях соударения V = 48, 100, 180, 275, 335 м/с
и являются средними по пяти экспериментам. Доверительная вероятность составляет 0,95.

На рис. 3 представлена рассчитанная по методике [48, 49] зависимость предела те-
кучести от давления в песчаном грунте при тех же скоростях соударения. Видно, что
при увеличении давления скорость роста предела текучести уменьшается, что обусловле-
но дроблением частиц грунта при ударе и проникании. Также при увеличении давления
уменьшается вклад сдвиговых составляющих в решение и увеличивается погрешность

вычисления зависимости силы сопротивления сдвигу от скорости ударника.
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Рис. 2. Зависимость квазистационарного значения силы сопротивления внед-
рению в песчаный грунт ударника с плоским торцом от скорости удара:
точки — эксперимент, линии — расчет (сплошная линия — расчет по полученным па-
раметрам модели,штрихпунктирная— расчет с использованием линейной зависимости

предела текучести от давления); штриховая линия — линия регрессии, пунктирные —
границы коридора ошибок

Рис. 3. Зависимость предела текучести от давления в песчаном грунте при раз-
личных скоростях соударения:
точки — эксперимент, линии — расчет (штриховая линия — нелинейная зависимость

f2 ≡ σ0 + µp/(1 + µp/σmax), сплошная — двузвенная аппроксимация, штрихпунктир-
ная — линейная зависимость f2 ≡ µp); пунктирные линии — границы коридора ошибок

Показанная на рис. 3 дискретная зависимость предела текучести от давления аппрок-
симирована нелинейной зависимостью вида f2 ≡ σ0 + µp/(1 + µp/σmax) [42] с константами
σ0 = 0,01 МПа, µ = 1,14, σmax = 275 МПа, но с учетом погрешности может быть также
аппроксимирована двузвенной ломаной и линейной зависимостью f2 ≡ µp, которая исполь-
зовалась в качестве начального приближения.

Результаты расчетов с использованием линейной зависимости предела текучести от

давления удовлетворительно согласуются с экспериментальными данными лишь при ско-
ростях удара менее 200 м/с. Результаты численного моделирования с использованием по-
лученной в результате идентификации нелинейной зависимости предела текучести от дав-
ления находятся в коридоре ошибок.

На рис. 4 показаны безразмерные зависимости силы сопротивления внедрению в песок
ударника с полусферическим оголовком с начальной скоростью 250 м/c от глубины прони-
кания и скорости удара. Площадь миделя поперечного сечения полусферического ударника
определялась с учетом отрыва потока: S = π(sin ϕ d)2/4, ϕ = π/3 [1, 2]. Доверительные
интервалы построены по четырем экспериментам с достоверностью 0,95.

На рис. 5 представлены фрагменты лагранжевых разностных сеток, полученных в ре-
зультате численных расчетов проникания в грунт цилиндрических ударников с плоским и

полусферическим оголовками. В начальный момент времени (до удара) недеформирован-
ная равномерная сетка состояла из квадратных ячеек. Деформация сетки свидетельствует
о том, что в головной части ударников формируется присоединенная масса уплотненно-
го и частично раздробленного грунта, движущаяся вместе с ударником [1, 13, 32]. Размер
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Рис. 4. Зависимости силы сопротивления внедрению в песчаный грунт ударника
с полусферическим оголовком от глубины проникания (а) и скорости удара (б):
точки — эксперимент, сплошные линии — расчет; штриховая линия — линия регрессии,
пунктирные — границы коридора ошибок

à á

Рис. 5. Фрагменты лагранжевых разностных сеток, полученных в числен-
ных расчетах проникания в песчаный грунт цилиндрических ударников с плос-
ким (а) и полусферическим (б) оголовками:
штриховые линии — цилиндрическая часть ударника

уплотненной области зависит от характера обтекания.Максимальная присоединенная мас-
са формируется вблизи плоского торца. Проникание ударника с полусферическим оголов-
ком сопровождается отрывом частиц грунта с контактной поверхности при угле отрыва

потока, приблизительно равном 60◦ [1, 2]. Цилиндрическая часть ударника, ограничива-
ющая контактную поверхность и ее миделево сечение, показана на рис. 5,б штриховыми
линиями. Для рассмотренных форм ударников значения сил сопротивления на квазиста-
ционарной стадии, отнесенные к площади миделева сечения контактной поверхности, раз-
личаются незначительно, что подтверждает гипотезу [23] о подобии процессов обтекания
на развитой стадии проникания затупленных тел в мягкие грунтовые среды.

Далее рассматривается вопрос о применимости результатов обращенных эксперимен-
тов при определении глубины проникания тела конечной массы. Известны результаты

прямых экспериментов [31], в которых получены значения коэффициентов квадратичной
зависимости ускорения движущегося тела от скорости проникания −dV/dt = αV 2+βV +γ.
При γ = 0 получается формула проникания Резаля, при β = 0 — закон проникания
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Рис. 6. Зависимость глубины проникания в песчаный грунт ударника с полу-
сферическим оголовком от скорости внедрения:
точки — эксперимент [12, 32], сплошная линия — эксперимент [31], штриховая — ап-
проксимация результатов [12, 32] по формуле Резаля, пунктирная линия — расчет,
выполненный в данной работе

Рис. 7. Зависимость силы сопротивления прониканию в песчаный грунт удар-
ника с плоским (темные точки) и полусферическим (светлые точки) оголовками
от скорости внедрения:
1 — эксперимент [31], 2 — эксперимент [32], сплошные линии — аппроксимация силы

сопротивления в соответствии с предложенным в [31] законом проникания с разры-
вом при Vk = 120 м/с, штриховые линии — непрерывная аппроксимация по формуле

Резаля; точки — расчет, выполненный в данной работе; интервалы — погрешность

обращенного эксперимента

Понселе. Зависимости глубины проникания от скорости внедрения H(V ), определяемые
этими законами, имеют следующий вид:

H(V ) = Hk +
1

α
ln

( β + αV

β + αVk

)
; (1)

H(V ) = Hk +
1

2α
ln

(γ + αV 2

γ + αV 2
k

)
. (2)

Формулы для максимальных глубин проникания при начальной скорости V получа-
ются из уравнений (1), (2) при Hk = Vk = 0. В работе [31] предложено при скоростях,
меньших некоторого критического значения Vk, использовать закон Понселе (2), а при
V > Vk — зависимость −dV/dt = αV 2. Также известны теоретические и эксперименталь-
ные данные [23, 12, 31], свидетельствующие о различном характере внедрения ударника
в сверхзвуковом, трансзвуковом и дозвуковом режимах.

Используя для полученной в прямых экспериментах зависимости глубины проникания

от скорости внедрения сферы в песчаный грунт (точки на рис. 6) аппроксимации вида (1)
или (2), можно восстановить силу сопротивления прониканию, аналогично тому как это
сделано в работах [14, 31]. На рис. 7 приведены зависимости силы сопротивления прони-
канию от скорости внедрения, отнесенные к величине ρ0V VkS (для цилиндра с плоским
торцом площадь миделя смоченной поверхности S = πd2/4, для сферического ударника
S = 0,75πd2/4). Погрешность результатов обращенного эксперимента составила 15–20 %.
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Рис. 8. Зависимость силы сопротивления прониканию в песчаный грунт удар-
ника с полусферическим оголовком от скорости внедрения:
штриховые линии — постоянная скорость (1 — максимальные значения силы, 2 —
квазистационарные значения силы), сплошные — различные начальные скорости (3 —
V = 250 м/c, 4 — V = 350 м/c, 5 — V = 500 м/c)

Заметим, что в работе [31] с помощью фотоэлектрического хронографа регистриро-
валась во времени глубина проникания цилиндров диаметром d в кварцевый песок с раз-
мером зерна d1 ≈ d/13. Коэффициенты α, β, γ в (1), (2) определялись по данным о зави-
симости положения ударника от времени [31]. В работе [32] получена зависимость глубин
проникания стальной сферы диаметром d в песчаный грунт с размером частиц d1 6 d/15
от начальных скоростей удара.

На рис. 7 видно, что с учетом отрыва потока для сферического ударника (угол отры-
ва потока ϕ = π/3) результаты экспериментов, полученные при различных постановках
для песка с различным размером зерна, достаточно близки. Это объясняется тем, что
в результате интенсивного разрушения частиц среды в сверхзвуковом режиме проникания

фракционный состав грунта становится практически одинаковым.
Полученные безразмерные зависимости силы сопротивления от скорости внедрения

(см. рис. 7) применялись для оценки глубины проникания сферического ударника в полу-
пространство, занимаемое песчаным грунтом.

На рис. 8 приведены зависимости силы сопротивления от скорости внедрения, полу-
ченные при проникании ударника с полусферическим оголовком в песчаный грунт с по-
стоянной скоростью и по инерции с различными начальными скоростями удара. В каждом
расчете отмечается увеличение силы сопротивления от нуля до максимального значения

с последующим ее уменьшением до значения, прогнозируемого по результатам обращен-
ных экспериментов. Длительность нестационарной стадии проникания обратно пропорци-
ональна массе проникающего тела и прямо пропорциональна площади поперечного сече-
ния ударника; при расчете глубины проникания достаточно массивного тела по нормали
к свободной поверхности нестационарной стадией можно пренебречь.

Заключение. С использованием предложенного в работе [40] экспериментально-
теоретического метода идентификации параметров уравнения состояния мягких грунто-
вых сред и результатов обращенных экспериментов по прониканию в песчаный грунт

ударников с плоскими и полусферическими оголовками определены параметры зависимо-
стей давления от плотности и предела текучести от давления в сухом песчаном грун-
те. Хорошее соответствие расчетных и экспериментальных данных при скоростях удара
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50÷ 450 м/с подтверждает эффективность разработанного в [48, 49] метода в диапазонах
скоростей и давлений, где существенную роль играют сдвиговые свойства грунта.

На основе анализа известных экспериментальных данных и результатов численных

расчетов проникания ударников различной формы в песчаный грунт показано, что пара-
метры процесса внедрения в сверхзвуковом диапазоне скоростей определяются преимуще-
ственно сдвиговой прочностью среды и слабо зависят от начального фракционного состава.

Приведенные в работе данные обращенного эксперимента получены В. В. Баландиным
и А. М. Браговым.
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