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Введение. Жидкости с взвешенными в них наночастицами называются наножид-
костями. Такие жидкости характеризуются большими теплопроводностью и скоростью

теплообмена. В [1] впервые сформулировано уравнение движения наножидкости. Теплооб-
мен в ньютоновской наножидкости в ламинарном внешнем пограничном слое исследован

в работе [2]. В [3] предложена модель с эффективной теплопроводностью. В этой модели
теплопроводность нелинейно зависит от концентрации наночастиц. В [4] показано, что при
наличии даже небольшого количества наночастиц теплопроводность жидкости увеличи-
вается приблизительно в два раза. В [5] получены численные решения задачи о смешан-
ном конвективном течении наножидкости в наклонной каверне с движущейся крышкой.
Осесимметричное смешанное конвективное течение вязкой наножидкости на вертикаль-
ном растягивающемся цилиндре исследовано в [6]. В работе [7] с использованием моде-
ли вязкости Бринкмана проведен анализ смешанного конвективного течения наножидко-
сти в квадратной каверне с одной и двумя движущимися крышками. Решение получено
с помощью метода конечных объемов второго порядка. В [8] представлены аналитиче-
ские решения задачи о естественном конвективном течении наножидкости при наличии

магнитного поля. В работе [9] выполнен численный анализ естественного конвективного
течения наножидкости при неизотермическом распределении температуры. В [10] изуче-
на скорость теплообмена в наножидкости на основе воды в случае смешанной конвекции
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в каверне с движущейся крышкой. В [11] исследовано течение наножидкости при нали-
чии тепломассообмена на поверхности скольжения и получены точные и аналитические

решения. Процессы тепломассообмена в наножидкостях проанализированы в работе [12].
В [13] с использованием метода наименьших квадратов и метода Галеркина изучено маг-
нитогидродинамическое течение наножидкости в полупористом канале. Влияние двойной
стратификации на течение в пограничном слое наножидкости на вертикальной пластине

численно исследовано в работе [14]. В [15] изучен процесс теплообмена в наножидкости
медь — вода, находящейся между параллельными пластинами. В [16] получены числен-
ные решения задачи о течении в пограничном слое наножидкости в случае конвективного

теплового граничного условия.
В работе [17] изучены течение в пограничном слое и теплообмен неньютоновской нано-

жидкости на вертикальной растягивающейся пластине. В [18] исследовано течение в погра-
ничном слое неньютоновской наножидкости на вертикальном конусе в пористой среде при

наличии источника (стока) тепла. В [19] проведен анализ теплообмена в неньютоновской
наножидкости стеариновая кислота — TiO2, заполняющей пористую среду между двумя
коаксиальными цилиндрами. В [20] изучено течение в неортогональной точке торможения
потока неньютоновской наножидкости.

При анализе теплообмена большое внимание уделялось задачам с заданной темпера-
турой или потоком тепла на поверхности, однако теплообмен в наножидкости в случае
конвективного граничного условия изучен недостаточно. Целью данной работы является
исследование течения в пограничном слое неньютоновской наножидкости на растягиваю-
щейся поверхности в случае конвективного теплового условия с использованием реологи-
ческого степенного закона. С помощью метода гомотопического анализа (МГА) строятся
решения в виде ряда для скорости и температуры [21–25]. Доказана сходимость получен-
ных решений и проведен их анализ.

1. Постановка задачи. Рассмотрим стационарное двумерное смешанное конвектив-
ное течение в пограничном слое наножидкости со степенным законом. Пластина растяги-
вается вдоль оси x со скоростью uw, при этом температура стенки обозначена Tw, темпе-
ратура жидкости — T∞. Рассматриваемое течение описывается уравнениями

∂u
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где u, v — компоненты скорости в направлениях осей x, y соответственно; µnf — эф-
фективная динамическая вязкость; T — температура жидкости; k — показатель степени

в степенном законе; g — ускорение свободного падения; ρnf — эффективная плотность;
(ρβ)nf — коэффициент теплового расширения; αnf — эффективная температуропровод-
ность. Данные параметры определяются следующим образом:

ρnf = (1− ϕ)ρf + ϕρs, µnf = µf/(1− ϕ)2,5, (ρβ)nf = (1− ϕ)(ρβ)f + ϕ(ρβ)s,

(ρCp)nf = (1− ϕ)(ρCp)f + ϕ(ρCp)s, αnf = knf/(ρCp)nf ,

knf = kf
ks + 2kf − 2ϕ(kf − ks)

ks + 2kf − 2ϕ(kf − ks)

(ϕ — объемная доля твердых наночастиц; ρCp — теплоемкость; knf — эффективная теп-
лопроводность наножидкости).
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Граничные условия задачи имеют вид

y = 0: u = bx, v = 0, −knf
∂T

∂y
= −h(Tf − T ),

y →∞: u = 0, T → T∞.
(3)

Введем функцию тока Ψ. Тогда компоненты скорости имеют вид u = ∂Ψ/∂y, v =
−∂Ψ/∂x. Введем также следующие зависимости:

Ψ = xuw(Rex)−1/(k+1)f(η), η =
y

x
(Rex)−1/(k+1), θ(η) =

T − T∞
Tf − T∞

(Rex — локальное число Рейнольдса). С учетом этих соотношений условие несжимаемо-
сти (1) тождественно удовлетворяется, а уравнения (2), (3), (5) принимают вид
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(
1− ϕ + ϕ
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)) 2k

1 + k
fθ′ − f ′θ = 0,

f(0) = 0, f ′(0) = 1, θ′(0) = −γ(1− θ(0)),

f ′(η) = 0, θ(η) = 0, η →∞,

где штрих обозначает дифференцирование по η; Prm — модифицированное число Прандт-
ля для жидкости со степенным законом; λ — параметр смешанной конвекции; Grx — число

Грасгофа:

Prm =
bx2

αf
(Rex)−2/(k+1), λ = ±Grx

Rex
, Grx =

gβ(Tw − T∞)xb−n

vf
.

Коэффициент поверхностного трения Cf и локальное число Нуссельта Nux определя-
ются по формулам

Cf =
2µnf

ρfu2
w

(∂u

∂y

)n∣∣∣
y=0

, Nux =
xknf
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.

Представим эти выражения в безразмерной форме:

(Rex)−1/(k+1)Cf =
2

(1− ϕ)2,5
− (f ′′(0))k, (Rex)−1/(k+1) Nux = 1 +

1

θ′(0)

knf

kf
.

2. Представление решения. Исходные функции f0, θ0 и вспомогательные линейные

операторы Lf , Lθ выбраны следующим образом:

f0(η) = 1− e−η, θ0(η) =
γ e−η

1− γ
, Lf =

d3f

dη3
+

d2f

dη2
, Lθ =

d2θ

dθ2
− θ.

Операторы удовлетворяют следующим соотношениям:

Lf [C1 + C2η + C3 e−η] = 0, Lθ[C4 eη + C5 e−η] = 0

(Ci (i = 1÷ 5) — произвольные постоянные).
Вводя параметр p ∈ [0, 1] и полагая, что вспомогательные параметры hf , hθ отличны

от нуля, получаем следующие задачи нулевого порядка:

(1− p)Lf [f̂(η; p)− f0(η)] = phfNf [f̂(η; p), θ̂(η; p)],
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(1− p)Lθ[θ̂(η; p)− θ0(η)] = phθNθ[f̂(η; p), θ̂(η; p)],
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∣∣
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(4)
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∣∣
η=∞ = 0.

При k = 1 нелинейные операторы имеют вид
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При p = 0 и p = 1 получаем

f̂(η; 0) = f0(η), f̂(η; 1) = f(η), θ̂(η; 0) = θ0(η), θ̂(η; 1) = θ(η),

поэтому функции f̂ и θ̂ можно представить в виде

f̂(η; p) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η)pm, θ̂(η; p) = θ0(η) +
∞∑

m=1

θm(η)pm,
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1
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1

m!

∂mθ(η; p)

∂ηm

∣∣∣
p=0

.

Значения hf и hθ выбраны таким образом, чтобы ряды решения сходились при p = 1.
Тогда

f(η) = f0(η) +
∞∑

m=1

fm(η), θ(η) = θ0(η) +
∞∑

m=1

θm(η).

Задачи для деформации m-го порядка имеют вид

Lf [fm(η)− χmfm−1(η)] = hfRf
m(η), Lθ[θm(η)− χmθm−1(η)] = hθR

θ
m(η),

fm(0) = 0, f ′m(0) = 0, f ′m(∞) = 0, θ′m(0) = θm(∞) = 0,
(5)

где нелинейные операторы при k = 1, 2 определены следующим образом:
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χm =

{
0, m 6 1,
1, m > 1.

Общие решения уравнений (6), (7) могут быть записаны в следующем виде:

fm(η) = f∗m(η) + C1 + C2 eη + C3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + C4 eη + C5 e−η .

Здесь f∗m(η), θ∗m(η) — частные решения уравнений (4). Следует отметить, что уравне-
ния (4) могут быть решены с использованием любого вычислительного программного

обеспечения (Maple, Mathematica и т. д.).
3. Сходимость решений и обсуждение результатов. Вспомогательные пара-

метры hf , hθ, входящие в выражения (5), обеспечивают сходимость решений. На рис. 1
показаны h-кривые для функций f ′′(0), θ′(0). Видно, что допустимые значения hf и hθ

находятся в диапазонах −0,8 6 hf 6 −0,2 и −1,5 6 hθ 6 −1,0. Из рис. 1 следует, что
полученные решения справедливы для всех физических параметров во всей рассматрива-
емой области. В таблице показано, что начиная с приближения 25-го порядка решения не
меняются.

На рис. 2–6 показано влияние объемной доли наночастиц ϕ, числа Био γ и моди-
фицированного числа Прандтля Prm на свойства жидкости со степенным реологическим

законом. На рис. 2 показано влияние объемной доли наночастиц ϕ на температуру. Видно,
что с увеличением значений ϕ увеличиваются температура и толщина теплового погра-
ничного слоя. На рис. 3 показано влияние числа Био γ на температуру. Из рис. 3 следует,
что с увеличением числа Био γ толщина теплового пограничного слоя и температура жид-
кости увеличиваются. Число Био прямо пропорционально коэффициенту теплопередачи.
При увеличении числа Био коэффициент теплопередачи увеличивается, что в свою очередь
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Рис. 1. h-кривые для функций f ′′(0) (а) и θ′(0) (б) при порядке аппроксимации
решения, равном 20

Сходимость решения при аппроксимациях различного порядка

Порядок приближения −f ′′(0) −θ′(0)

1 0,503 80 0,9855
5 0,521 29 1,1792

10 0,524 26 1,1841
15 0,524 49 1,1841
20 0,524 50 1,1841
25 0,524 51 1,1842
30 0,524 51 1,1842
40 0,524 51 1,1842
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Профиль температуры при Prm = 1, λ = 1, γ = 0,1 и различных
значениях ϕ:
1 — ϕ = 0, 2 — ϕ = 0,09, 3 — ϕ = 0,25

Рис. 3. Профиль температуры при Prm = 1, λ = 1, ϕ = 1 и различных значени-
ях γ:
1 — γ = 0,1, 2 — γ = 0,2, 3 — γ = 0,3, 4 — γ = 0,4
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Профили температуры при ϕ = 0,1, λ = 1, γ = 0,1 и различных значе-
ниях Prm:
1 — Prm = 1, 2 — Prm = 4, 3 — Prm = 7, 4 — Prm = 10

Рис. 5. Зависимость коэффициента поверхностного трения от параметра сме-
шанной конвекции λ при Prm = 1, γ = 0,1 и различных значениях ϕ:
1 — ϕ = 0, 2 — ϕ = 0,05, 3 — ϕ = 0,10, 4 — ϕ = 0,15
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Рис. 6. Зависимость числа Нуссельта от параметра смешанной конвекции λ
при Prm = 1, γ = 0,1 и различных значениях ϕ:
1 — ϕ = 0, 2 — ϕ = 0,05, 3 — ϕ = 0,15, 4 — ϕ = 0,25

приводит к увеличению температуры и толщины теплового пограничного слоя. Влияние
модифицированного числа Прандтля Prm на температуру показано на рис. 4. Видно, что с
увеличением Prm температура уменьшается. Модифицированное число Прандтля Prm за-
висит от температуропроводности. С увеличением значения Prm температуропроводность
уменьшается, что приводит к уменьшению температуры и толщины теплового погранич-
ного слоя. Влияние объемной доли наночастиц ϕ на коэффициент поверхностного трения
и число Нуссельта показано на рис. 5, 6. Видно, что с увеличением ϕ коэффициент поверх-
ностного трения увеличивается, а локальное число Нуссельта уменьшается.
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