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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СТРУКТУРЫ ДЛИННОВОЛНОВЫХ

ВИХРЕЙ ГЁРТЛЕРА В ГИПЕРЗВУКОВОМ ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ

В. В. Боголепов

Центральный аэрогидродинамический институт, 140180 Жуковский

Построена асимптотическая (при больших числах Рейнольдса и Гёртлера) модель нели-
нейных длинноволновых вихрей Гёртлера, локализованных внутри пограничного слоя
около вогнутой поверхности, обтекаемой гиперзвуковым потоком вязкого газа, в режи-
ме слабого вязко-невязкого взаимодействия. Дана оценка максимальной длины волны.
Численные решения получены для невязкого локального предела в линейном приближе-
нии. Показано, что рост числа Маха набегающего потока оказывает стабилизирующее
воздействие на вихри, а изменение числа Прандтля не оказывает на них существенно-
го влияния. Для случая, когда вихри образуют трехслойную возмущенную структуру
течения, впервые аналитически показано, что нагрев поверхности оказывает на них
стабилизирующее воздействие.

Анализ уравнений Навье— Стокса при больших числах Рейнольдса и Гёртлера позво-
лил создать асимптотическую теорию вихрей Гёртлера [1] в пограничном слое жидкости
около вогнутой поверхности [2–8]. При изучении вихрей Гёртлера в сжимаемом погра-
ничном слое следует учитывать влияние таких факторов, как число Маха набегающего
потока, температура поверхности, число Прандтля, физико-химические процессы в газе.
Особый интерес представляет исследование влияния охлаждения поверхности на динами-
ку вихрей [9–12], так как без учета этого невозможно обеспечить необходимую прочность
конструкций летательных аппаратов при гиперзвуковых скоростях полета. В [10] отмеча-
лось слабое стабилизирующее воздействие охлаждения поверхности на вихри, тогда как
в [9, 11, 12] отмечено, что охлаждение поверхности оказывает дестабилизирующее воздей-
ствие на вихри. Дестабилизирующее воздействие охлаждения поверхности подтверждено
при изучении динамики коротковолновых вихрей в работе [13], где предложено объяснение
этого явления. В [14] описан механизм стабилизирующего воздействия увеличения числа
Маха на вихри.

В настоящей работе в линейном приближении исследуется динамика длинноволновых

вихрей Гёртлера около вогнутой поверхности, обтекаемой гиперзвуковым потоком вязкого
газа, в режиме слабого вязко-невязкого взаимодействия при больших числах Рейнольдса
и Гёртлера.

1. Пусть вогнутая поверхность обтекается равномерным потоком вязкого газа. Пред-
полагается, что ее безразмерная кривизна мала: k = L/R � 1 (R — радиус кривизны

поверхности, L — расстояние от ее передней кромки до точки зарождения вихрей), число
Маха набегающего потокаM∞ � 1, число Рейнольдса велико (Re∞ = ρ∞u∞L/µ∞ � 1), но
ламинарно-турбулентный переход еще не происходит. Здесь ρ∞, u∞, µ∞ — плотность, ско-
рость, вязкость газа в набегающем потоке. В дальнейшем все линейные размеры относятся
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к L, давление p и энтальпия h — к ρ∞u2
∞ и u2

∞ соответственно, остальные параметры —
к своим значениям в набегающем потоке.

Предполагается также, что возмущения давления за счет вытесняющего действия по-
граничного слоя ∆pδ и искривления поверхности ∆pk малы по сравнению с давлением газа

в набегающем потоке:

∆pδ ∼ δ/M∞ � 1/M2
∞, ∆pk ∼ k/M∞ � 1/M2

∞
(δ — толщина пограничного слоя). В пограничном слое с характерными размерами∆x ∼ 1
и ∆y ∼ δ (ось x направлена вдоль поверхности, ось y — по нормали к ней) для функций
течения справедливы оценки режима слабого гиперзвукового вязко-невязкого взаимодей-
ствия [15]

u ∼ h ∼ 1, v ∼ δ, p ∼ ρ ∼ 1/M2
∞, µ ∼ M2

∞, δ ∼ M2
∞/Re1/2

∞ , (1.1)

где u, v — компоненты скорости вдоль осей x и y. При получении этих оценок использо-
вались линейная зависимость коэффициента вязкости от энтальпии

µ = AM2
∞h (1.2)

и уравнение состояния для совершенного газа

γp = (γ − 1)ρh, (1.3)

где A — постоянная; γ — отношение удельных теплоемкостей.
Введем вертикальную координату типа Лиза — Дородницына

n(x, y) =
1√
2x

y∫
0

ρ dy. (1.4)

С использованием оценок (1.1) и соотношений (1.2), (1.3) запишем известные автомодель-
ные уравнения пограничного слоя

u′′ + ϕu′ = 0, ϕ =

n∫
0

u dn,
h′′

Pr
+ ϕh′ = −u′2,

(1.5)

u(0) = ϕ(0) = 0, h(0) = hw или h′(0) = 0, u(∞) = 1, h(∞) = 1/((γ − 1)M2
∞),

где ( · )′ = d/dn; индекс w соответствует величинам на вогнутой поверхности; число Пранд-
тля Pr полагается постоянным. При решении краевой задачи (1.5) получены автомодель-
ные профили продольной компоненты скорости u0(n) и энтальпии h0(n) в невозмущенном
пограничном слое в сечении x0 ∼ 1.

2. Как известно, при превышении критического значения числа Гёртлера G∞ =

2(Re1/2
∞ /M2

∞)(L/R) двумерный ламинарный пограничный слой около вогнутой поверхно-
сти может потерять устойчивость [1]. Тогда внутри него появляются вытянутые в направ-
лении потока стационарные вихри Гёртлера, и двумерное течение становится трехмерным.
Ниже исследуется развитие таких вихрей с длиной волны, превышающей толщину погра-
ничного слоя, при больших значениях числа Гёртлера G∞ ∼ æ/δ � 1 (k = æK, K ∼ 1,
δ � æ � 1), когда вихри заведомо существуют.

Рассматривается возмущенная вихревая область течения с характерными попереч-
ными размерами ∆y ∼ δ и ∆z � δ (ось z перпендикулярна плоскости xy) на конечном
расстоянии x0 ∼ 1 от передней кромки вогнутой поверхности. Считается, что возмущен-
ная вихревая область занимает весь пограничный слой, вихри локализованы внутри него
и функции течения (см. (1.1)) имеют следующие порядки:

u ∼ h ∼ 1, p ∼ ρ ∼ 1/M2
∞, µ ∼ M2

∞. (2.1)



48 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2001. Т. 42, N-◦ 5

При построении многослойных схем течения данную область как основную часть по-
граничного слоя в литературе обычно обозначают цифрой 2 [16], внешнюю по отношению
к ней слабо возмущенную область равномерного набегающего потока — 1, а внутреннюю
пристенную часть пограничного слоя — 3.

Пусть образование вихрей вызывает нелинейные возмущения в пограничном слое (на-
пример, ∆u ∼ u ∼ 1). Тогда в поле центробежных сил возникает дополнительное возму-
щение давления ∆p, которое индуцирует компоненту скорости w в направлении оси z:

∆p ∼ kρu2∆y ∼ æδ/M2
∞, w ∼ (∆p/ρ)1/2 ∼ (æδ)1/2. (2.2)

Так как возмущенная вихревая область существенно трехмерная, из уравнения нераз-
рывности получаются оценки для ее характерного поперечного размера∆z и вертикальной
компоненты скорости v

∆z ∼ w∆x/u ∼ (æδ)1/2∆x, v ∼ u∆y/∆x ∼ δ/∆x, (2.3)

где (δ/æ)1/2 � ∆x 6 1 – характерный продольный размер возмущенной вихревой области.
При ∆x ∼ 1 из (2.3) следует оценка для максимального характерного поперечного размера
возмущенной вихревой области (или максимальной длины волны вихрей Гёртлера в газе)

∆z∗ ∼ (æδ)1/2.

Сопоставление порядков величин конвективных и диссипативных членов уравнений

Навье — Стокса (ρuux ∼ (µuy)y/Re∞) показывает, что вязкость в возмущенной вихре-
вой области необходимо учитывать только при ∆x ∼ 1, а при ∆x � 1 вязкие эффекты
несущественны.

При рассмотрении трехмерных возмущенных областей пограничного слоя с характер-
ными поперечными размерами ∆z � δ необходимо учитывать их возможное взаимодей-
ствие с внешними слабо возмущенными областями равномерного набегающего потока, где
ρ ∼ u ∼ 1 (см., например, [17]). Для взаимодействия таких областей необходимо, чтобы в
них порядок величины вертикальной компоненты скорости v сохранялся постоянным [16].

В данном случае внешней будет область 1 с характерными размерами (δ/æ)1/2 � ∆x 6 1

и ∆y ∼ ∆z ∼ (æδ)1/2∆x � δ. Оценки показывают, что в ней индуцируется возмуще-

ние давления ∆p ∼ ρuv∆y/∆x ∼ æ1/2δ3/2/∆x, которое при ∆x � (δ/æ)1/2 меньше по

порядку величины, чем индуцируемое около внешней границы возмущенной вихревой об-
ласти 2 (см. (2.2)). Это означает, что во внешней области 1 возмущения, индуцируемые
в возмущенной вихревой области 2, только затухают и отсутствует обратное воздействие
возмущений из области 1 на область 2.

Оценки (2.1)–(2.3) позволяют ввести новые переменные x = x0 + ∆xx2, y = δy2,

z = (æδ)1/2∆xz2 и асимптотические разложения функций течения для возмущенной про-
странственной вихревой области 2

u = u2 + . . . , v = (δ/∆x)v2 + . . . , w = (æδ)1/2w2 + . . . ,
(2.4)

p =
1

γM2
∞

+ . . . +
æδ

M2
∞

p2 + . . . , ρ =
ρ2

M2
∞

+ . . . , h = h2 + . . . , µ = M2
∞µ2 + . . . .

Здесь и далее в разложении для p опускаются несущественные члены, от которых не за-
висит поперечная компонента скорости w.

Подставляя разложения (2.4) в уравнения Навье — Стокса и в (1.2), (1.3) и осуществ-
ляя предельный переход

M∞ →∞, δ → 0, æ → 0, M∞δ → 0, M∞æ → 0, δ � æ � 1, (2.5)
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получаем, что в первом приближении течение в области 2 описывается системой уравне-
ний

∂(ρ2u2)

∂x2
+

∂(ρ2v2)

∂y2
+

∂(ρ2w2)

∂z2
= 0,

ρ2

(
u2

∂u2

∂x2
+ v2

∂u2

∂y2
+ w2

∂u2

∂z2

)
= ∆x

∂

∂y2

(
µ2

∂u2

∂y2

)
,

δ

æ
ρ2

(
u2

∂v2

∂x2
+ v2

∂v2

∂y2
+ w2

∂v2

∂z2

)
+ ∆x2

(
Kρ2u

2
2 +

∂p2

∂y2

)
= 0, (2.6)

ρ2

(
u2

∂w2

∂x2
+ v2

∂w2

∂y2
+ w2

∂w2

∂z2

)
+

∂p2

∂z2
= ∆x

∂

∂y2

(
µ2

∂w2

∂y2

)
,

ρ2

(
u2

∂h2

∂x2
+ v2

∂h2

∂y2
+ w2

∂h2

∂z2

)
= ∆x

[ 1

Pr

∂

∂y2

(
µ2

∂h2

∂y2

)
+ µ2

(∂u2

∂y2

)2]
,

(γ − 1)ρ2h2 = 1, µ2 = Ah2.

При ∆x ∼ 1, когда характерные размеры пограничного слоя и возмущенной вихревой
области 2 одинаковы по порядку величины и в ней надо учитывать вязкие эффекты, на
вогнутой поверхности выполняются обычные условия непротекания и прилипания

u2 = v2 = w2 = 0, h2 = h2w или
∂h2

∂y2
= 0 (y2 = 0), (2.7)

а на внешней границе этой области (из-за отсутствия ее взаимодействия с внешней об-
ластью 1) — те же условия, что и на внешней границе двумерного пограничного слоя
Прандтля:

u2 → 1, w2 → 0, h2 → 1/[(γ − 1)M2
∞] (y2 →∞). (2.8)

Кроме того, в сечении x = x0 выполняются начальные условия

u2 = u0(y2), v2 = ∆xA1/2(γ − 1)1/2v0(y2), w2 = 0, h2 = h0(y2),

(2.9)

p2 = − K

γ − 1

y2∫
0

ρ0u
2
0 dy2, ρ2 =

ρ0(y2)

γ − 1
, µ2 = Aµ0(y2) (x2 = 0),

а решение удовлетворяет условию периодичности в поперечном направлении

f(x2, y2, z2) = f(x2, y2, z2 + λ), f ≡ {u2, v2, w2, p2, ρ2, h2, µ2}, (2.10)

где λ — длина волны вихрей.
Решение краевой задачи (2.6)–(2.10) описывает нелинейное развитие длинноволновых

вихрей Гёртлера при ∆z ∼ (æδ)1/2∆x � δ, когда они занимают весь гиперзвуковой по-
граничный слой (∆y ∼ δ), а число Гёртлера велико (G∞ ∼ æ/δ � 1). Если характерная
протяженность возмущенной вихревой области мала по сравнению с характерной дли-
ной, на которой происходит изменение функций течения в пограничном слое (∆x � 1),
то задача становится локальной, эволюция вихрей происходит в плоскопараллельном по-
токе, в уравнениях (2.6) отсутствуют диссипативные члены и на вогнутой поверхности
необходимо учитывать только условия непротекания. Тогда для удовлетворения услови-
ям прилипания вблизи поверхности можно рассмотреть дополнительно вязкий подслой.
Если же характерная протяженность вихревой области соизмерима с протяженностью по-
граничного слоя (∆x ∼ 1), то необходимо учитывать “нарастание” пограничного слоя [3].
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В (2.6)–(2.10) переменные x2, y2, z2, v2, w2, ρ2, µ2, p2 отнесем к величинам

λ/(2πK1/2A1/4(γ−1)1/4), A1/2(γ−1)1/2, λ/(2π), 2πK1/2A3/4(γ−1)3/4/λ, K1/2A1/4(γ−1)1/4,

1/(γ− 1), A, KA1/2/(γ− 1)1/2 соответственно, в качестве вертикального масштаба возму-

щенной вихревой области примем ту же величину A1/2(γ − 1)1/2, что и для вертикальной
координаты пограничного слоя n около вогнутой поверхности (1.4). В новых переменных
(индекс 2 опускается) краевая задача принимает вид

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
+

∂(ρw)

∂z
= 0,

ρ
(
u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
=

∆x

Re

∂

∂y

(
µ

∂u

∂y

)
,

δ

æ
ρ
(
u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
+ ∆x2λ2

1

(
ρu2 +

∂p

∂y

)
= 0,

ρ
(
u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
+

∂p

∂z
=

∆x

Re

∂

∂y

(
µ

∂w

∂y

)
,

ρ
(
u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
+ w

∂h

∂z

)
=

∆x

Re

[ 1

Pr

∂

∂y

(
µ

∂h

∂y

)
+ µ

(∂u

∂y

)2]
, (2.11)

ρh = 1, µ = h,

u = v = w = 0, h = hw или
∂h

∂y
= 0 (y = 0),

u → 1, w → 0, h → 1/[(γ − 1)M2
∞] (y →∞),

u = u0(y), v =
∆x

Re
v0(y), w = 0, p = −

y∫
0

ρ0u
2
0 dy,

ρ = ρ0(y), µ = µ0(y), h = h0(y) (x = 0),

f(x, y, z) = f(x, y, z + 2π), f ≡ {u, v, w, p, ρ, h, µ},

Re = 2πK1/2A1/4(γ − 1)1/4/λ, λ1 = λ/(2πA1/2(γ − 1)1/2),

где Re ∼ 1 — местное число Рейнольдса; λ1 > 1 — отношение длины волны вихрей к

масштабу толщины пограничного слоя.
3. Примем, что характерный продольный размер возмущенной вихревой области

∆x ∼ (δ/æ)1/2 � 1. Тогда из (2.3) следует, что ее поперечные размеры будут одинаковы
по порядку величины ∆y ∼ ∆z ∼ δ. Отношение длины волны вихрей к толщине погра-
ничного слоя можно задавать значением параметра λ1 > 1. В этом случае продольное

изменение функций течения в пограничном слое несущественно, эволюция вихрей про-
исходит в плоскопараллельном потоке, в уравнениях (2.11) отсутствуют диссипативные
члены, на вогнутой поверхности необходимо выполнение только условия непротекания.
При этих условиях имеем

∂(ρu)

∂x
+

∂(ρv)

∂y
+

∂(ρw)

∂z
= 0, u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= 0,

ρ
(
u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
+ λ2

1

(
ρu2 +

∂p

∂y

)
= 0, ρ

(
u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
+

∂p

∂z
= 0,

u
∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
+ w

∂h

∂z
= 0, ρh = 1, (3.1)



В. В. Боголепов 51

v = 0 (y = 0), u → 1, w → 0, h → 1/[(γ − 1)M2
∞] (y →∞),

u → u0(y), v → 0, w → 0, p → −
y∫

0

ρ0u
2
0 dy, ρ → ρ0(y), h → h0(y) (x → −∞),

f(x, y, z) = f(x, y, z + 2π), f ≡ {u, v, w, p, ρ, h}.
Для малых возмущений течения в пограничном слое возможна линеаризация краевой

задачи относительно начальных условий:

u = u0(y) + αU + . . . , v = αV + . . . , w = αW + . . . ,
(3.2)

p = −
y∫

0

u2
0

h0
dy + αP + . . . , h = h0(y) + αH + . . . , ρ =

1

h0(y)
− α

H

h2
0(y)

+ . . . , α � 1

(здесь учтено последнее соотношение в (3.1) для плотности ρ). После применения линеа-
ризации (3.2), использования нормально-модового представления решения [18] и введения
новой вертикальной переменной

F (x, y, z) = F (y) exp (βx)(sin z, cos z), n0(x0, y) =
1√
2x0

y∫
0

dy

h0
(3.3)

краевая задача (3.1) сводится к одному уравнению в обыкновенных производных для функ-
ции V1 = V/u0

V ′′
1 + 2

(u′0
u0
− h′0

h0

)
V ′

1 −
h2

0

Λ2
V1 =

1

B2

(
h′0 −

2u′0h0

u0

)
V1,

(3.4)
V ′

1(0) = V1(∞) = 0, Λ =
λ1

(2x0)1/2
, B =

β

(2x0)1/4
, ( · )′ = d

dn0
.

Решение краевой задачи (3.4) позволяет определить ее собственные функции V (n0)
(вертикальную компоненту вихревой скорости) и собственные значения B (инкремент ам-
плитуды вихря).

Численное решение (3.4) получено методом обратных итераций со смещением [19] для
первых трех вихревых мод и различных функций u0(n0) и h0(n0) в пограничном слое,
удельная теплоемкость γ = 1,4.

На рис. 1,а,б представлены зависимости инкрементов B1 и B2 для первых двух мод

от относительной длины волны вихрей Λ > 1 при Pr = 1 и M∞ = 5; 15,8; 50 (кри-
вые 2–4). Температура поверхности в 10 раз превышает температуру набегающего по-
тока (Tw = 10T∞), что соответствует пределу прочности материала поверхности. Кри-
вая 1 рассчитана для пограничного слоя жидкости. Следует отметить принципиальное
различие в поведении зависимостей для первой моды и всех последующих. Во-первых, ин-
кремент B1 увеличивается с ростом M∞ при всех значениях Λ, тогда как инкременты
старших мод Bm (m = 2, 3, . . .), наоборот, уменьшаются с его ростом (за исключени-
ем диапазона небольших значений M∞ и Λ, который уменьшается с увеличением номера
моды m). Во-вторых, при всех значениях M∞ инкремент B1 монотонно увеличивается с

ростом Λ, а инкременты Bm (m = 2, 3, . . .) практически не зависят от Λ (за исключением
того же диапазона значений M∞ и Λ). Подобное поведение вихрей получено из анали-
тического решения [5, 8] при исследовании центробежной неустойчивости пограничного

слоя жидкости при интенсивном отсосе [20], когда толщина слоя постоянна: B1 = Λ1/2,
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Рис. 1

Рис. 2

Bm ≈
√

2/(m2 − 1), m = 2, 3, . . . , Λ � 1. Такой характер изменения B1 означает, что при
увеличении длины волны вихрей первая длинноволновая мода отделяется от последующих

и ее рост по линейному закону должен происходить на меньших характерных расстояниях.
УвеличениеM∞ приводит к нагреванию пограничного слоя, увеличению его толщины

(δ ∼ M2
∞/Re1/2

∞ ∼ M3/2
∞ δf ) и характерной протяженности возмущенной вихревой области

(∆x ∼ (δ/æ)1/2 ∼ M3/4
∞ ∆xf ) по сравнению с пограничным слоем жидкости (индекс f соот-

ветствует параметрам жидкости). Это вызывает уменьшение приведенной к характерной
длине (порядка единицы) скорости роста вихрей

Be ∼ B/∆x ∼ B/(M3/4
∞ ∆xf ),

поскольку увеличение числителя незначительно и определяющим является увеличение

знаменателя [14]. Этим же объясняется стабилизирующее влияние увеличения числа Ма-
ха M∞ на длинноволновые вихри Гёртлера.

На рис. 2,а,б показано влияние безразмерной энтальпии поверхности h0(0) на инкре-
менты первых двух мод B1 и B2 при M∞ = 50 и Pr = 1 (кривая 1 рассчитана для жидко-
сти, кривая 2 — для теплоизолированной поверхности при h′0(0) = 0, кривые 3–5 — при

h0(0) = 0,1; 0,01; 0). Видно, что нагрев поверхности приводит к незначительному увеличе-
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Рис. 3

нию инкремента первой моды B1, инкременты старших мод Bm (m = 2, 3, . . . ) возрастают
примерно в два раза от значений для абсолютно холодной поверхности при h0(0) = 0 до
значений для теплоизолированной поверхности при h′0(0) = 0. Однако известно, что при
нагреве поверхности увеличивается толщина пограничного слоя [20] и, следовательно, воз-
растают характерные размеры вихрей. Поэтому не удается однозначно оценить влияние
нагрева поверхности на скорость роста вихрей Be. (В [9, 11, 12] отмечалось слабое стаби-
лизирующее воздействие нагрева поверхности на длинноволновые вихри.)

На рис. 3 показано влияние числа Прандтля Pr на инкременты B для двух старших

мод (сплошные кривые — B1, штриховые — B2) при M∞ = 50 и Tw = 10 T∞. Увеличе-
ние Pr от 0,5 до 1 (кривые 1, 2) приводит к увеличению инкрементов для первой моды

и практически не влияет на инкременты старших мод (кривые, полученные для третьей
моды, практически неразличимы и на рис. 3 не приведены).

Согласно оценкам (2.3) характерная протяженность вихревой области пропорциональ-
на относительной длине волны вихрей, поэтому скорость роста вихрей Be ∼ B/∆x ∼ B/Λ
уменьшается с ростом Λ (определяющей величиной в этой дроби также является знамена-
тель).

На рис. 4,а–в представлены профили собственных функций V (n0) при Λ = 10 для пер-
вой, второй и третьей моды соответственно (кривые 1 рассчитаны для жидкости, кривые
2–4 соответствуют M∞ = 5; 15,8; 50; Pr = 1, Tw = 10 T∞). Из уравнения (3.4) следует, что
V ∼ exp (−h0n0/Λ) при n0 → ∞. Поэтому затухание собственных функций значительно
уменьшается с увеличениемM∞ (так как h0 ∼ 1/M2

∞ при n0 →∞) и относительной длины
волны вихрей Λ. Однако увеличение числа M∞ вызывает соответствующее растяжение

вертикальной координаты n0 (см. (3.3)) и не приводит к увеличению значений физической
переменной y, при которых происходит затухание вихрей. Однако с увеличением длины
волны вихри на линейной стадии развития все больше выходят за внешнюю границу по-
граничного слоя, и их затухание происходит на расстояниях ∆y ∼ ∆z ∼ (æδ)1/2∆x � δ.
Это обстоятельство отмечалось в [3] и связано с использованием нормально-модового пред-
ставления решения (3.3).

4. Рассмотрим развитие длинноволновых вихрей, которые вносят только малые воз-
мущения (например, ∆u � u ∼ 1) в основную часть пограничного слоя (область 2) и
могут индуцировать нелинейные возмущения (например, ∆u ∼ u � 1) в его пристенной
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части (области 3). Принимается, что коэффициент трения

Cτ =
δ

M2
∞

c =
µ

Re∞

(∂u

∂y

)
w

и коэффициент теплообмена

Cq =
δ

M2
∞

b

Pr
=

µ

Re∞Pr

(∂h

∂y

)
w

(b и c — постоянные) сохраняют порядки величин в области 3 при ∆y/δ � 1. Тогда
из (1.2), (1.3) находятся распределения продольной компоненты скорости u и энтальпии h
в этой части невозмущенного пограничного слоя

u =
c

b

(2b

A

∆y

δ
+ h2

w

)1/2
− c

b
hw, h =

(2b

A

∆y

δ
+ h2

w

)1/2
,

(4.1)
u ≈ c

Ahw

∆y

δ
, h ≈ hw +

b

Ahw

∆y

δ
при

(∆y

δ

)1/2
� hw 6 1.

Полагая, что течение в области 3 вязкое пространственное и нелинейное, из сопо-
ставления основных членов уравнений Навье — Стокса (Re∞ρu ∂u/∂x ∼ ∂(µ ∂u/∂y)/∂y,
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∂(ρu)/∂x ∼ ∂(ρv)/∂y ∼ ∂(ρw)/∂z, ∆p ∼ ρw2) при использовании приближенных соот-
ношений (4.1) можно получить оценки толщины области 3, вертикальной и поперечной
компонент скорости и возмущения давления

∆y ∼ hwδ∆x1/3, v ∼ hwδ

∆x1/3
, w ∼ ∆z

∆x2/3
, ∆p ∼ ∆z2

M2
∞hw∆x4/3

. (4.2)

Оценки (4.2) позволяют ввести новые переменные x = x0 +∆xx3, y = hwδ∆x1/3y3, z =
∆zz3 и асимптотические разложения функций течения для пристенной части возмущенной

вихревой области

u = ∆x1/3u3 + . . . , v =
hwδ

∆x1/3
v3 + . . . , w =

∆z

∆x2/3
w3 + . . . ,

(4.3)
p =

1

γM2
∞

+ . . . +
∆z2

M2
∞hw∆x4/3

p3 + . . . , ρ =
ρw

M2
∞hw

+ . . . ,

h = hw + ∆x1/3h3 + . . . , µ = M2
∞hwµw + . . . .

Подставляя разложения (4.3) в уравнения Навье — Стокса и в (1.2), (1.3) и осуществ-

ляя предельный переход (2.5) при ∆x1/3 � hw 6 1, получаем, что в первом приближении
течение в области 3 описывается системой уравнений для несжимаемой жидкости

∂u3

∂x3
+

∂v3

∂y3
+

∂w3

∂z3
= 0,

∂p3

∂y3
= 0,

ρw

(
u3

∂u3

∂x3
+ v3

∂u3

∂y3
+ w3

∂u3

∂z3

)
= µw

∂2u3

∂y2
3

,

(4.4)

ρw

(
u3

∂w3

∂x3
+ v3

∂w3

∂y3
+ w3

∂w3

∂z3

)
+

∂p3

∂z3
= µw

∂2w3

∂y2
3

,

ρw

(
u3

∂h3

∂x3
+ v3

∂h3

∂y3
+ w3

∂h3

∂z3

)
=

µw

Pr

∂2h3

∂y2
3

,

(γ − 1)ρw = 1, µw = A.

На вогнутой поверхности выполняются обычные условия непротекания и прилипания

u3 = v3 = w3 = h3 = 0 (y3 = 0), (4.5)

а начальные условия для этой области получаются из сращивания с решением для при-
стенной части невозмущенного пограничного слоя (4.1)

u3 → (c/A)y3, h3 → (b/A)y3, v3, w3, p3 → 0 (x3 → −∞). (4.6)

В области 2 с характерной толщиной ∆y ∼ δ, где порядки величин продольной ком-
поненты скорости u, энтальпии h, плотности ρ и вязкости µ определяются из (1.1), воз-
мущение давления ∆p создается за счет центробежных эффектов и имеет тот же порядок
величины, что и в области 3:

∆p ∼ kρu∆u∆y ∼ æδ∆u/M2
∞ ∼ ∆z2/(M2

∞hw∆x4/3).

Тогда из сопоставления порядков величин основных членов уравнений Навье — Стокса

следуют оценки для возмущений компонент скорости

∆u ∼ ∆z2/(hw∆x4/3æδ), v ∼ ∆z2/(hw∆x7/3æ), w ∼ ∆z/(hw∆x1/3). (4.7)
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Оценки (4.7) позволяют ввести новые переменные x = x0 + ∆xx3, y = δy2, z = ∆zz3 и

асимптотические разложения функций течения для основной части пограничного слоя

u = u0(y2) +
∆z2

hw∆x4/3æδ
u2 + . . . , v =

∆z2

hw∆x7/3æ
v2 + . . . , w =

∆z

hw∆x1/3
w2 + . . . ,

p =
1

γM2
∞

+ . . .− æδ

M2
∞

K

y2∫
0

ρ0u
2
0 dy2 +

∆z2

M2
∞hw∆x4/3

p2 + . . . , (4.8)

ρ =
ρ0(y2)

M2
∞

+
∆z2

M2
∞hw∆x4/3æδ

ρ2 + . . . , h = h0(y2) +
∆z2

hw∆x4/3æδ
h2 + . . . ,

где индекс 0 соответствует параметрам течения в невозмущенном пограничном слое.
Подставляя разложения (4.8) в уравнения Навье — Стокса и в (1.2), (1.3) и осуществ-

ляя предельный переход (2.5) при ∆x1/3 � hw 6 1 и δ1/2/æ1/2 � ∆x � ∆z/(æ1/2δ1/2),
получаем, что в первом приближении течение в области 2 описывается системой линейных
уравнений

ρ0
∂u2

∂x3
+ u0

∂ρ2

∂x3
+ ρ0

∂v2

∂y2
+ v2

dρ0

dy2
= 0,

u0
∂u2

∂x3
+ v2

du0

dy2
= 0, 2Kρ0u0u2 + Kρ2u

2
0 +

∂p2

∂y2
= 0,

ρ0u0
∂w2

∂x3
+

∂p2

∂z3
= 0, u0

∂h2

∂x3
+ v2

dh0

dy2
= 0,

(γ − 1)ρ0h0 = 1, ρ0h2 + ρ2h0 = 0,

которая допускает частичное интегрирование:

u2 = D
du0

dy2
, v2 = −u0

∂D

∂x3
, ρ2 = D

dρ0

dy2
, h2 = D

dh0

dy2
,

(4.9)
p2 = p2

∣∣
y2→∞

+ KD(M2
∞ − ρ0u

2
0), D = D(x3, z3).

Из последнего соотношения в (4.9) следует, что за счет центробежных эффектов в об-
ласти 2 возмущение давления p2 увеличивается по мере приближения к внешней границе

пограничного слоя (p2

∣∣
y2→∞

∼ M2
∞). Поэтому в возмущенной области 1 внешнего рав-

номерного набегающего потока с характерными размерами δ � ∆y ∼ ∆z � ∆x � 1,
где продольная компонента скорости u ∼ 1, плотность газа ρ ∼ 1 и его энтальпия

h ∼ 1/((γ − 1)M2
∞), возмущение давления имеет следующий порядок величины:

∆p ∼ ∆z2/(hw∆x4/3).

Сопоставление порядков величин основных членов уравнений Навье — Стокса поз-
воляет получить оценки для возмущений функций течения и ввести в области 1 новые
переменные x = x0 + ∆xx3, y = ∆zy1, z = ∆zz3 и асимптотические разложения

u = 1 +
∆z2

hw∆x4/3
u1 + . . . , v =

∆z

hw∆x1/3
v1 + . . . , w =

∆z

hw∆x1/3
w1 + . . . ,

p =
1

γM2
∞

+ . . .− æ∆zKy1 +
∆z2

hw∆x4/3
p1 + . . . , (4.10)
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ρ = 1 +
∆z2

hw∆x4/3
ρ1 + . . . , h =

1

(γ − 1)M2
∞

+
∆z2

hw∆x4/3
h1 + . . . .

Подставляя разложения (4.10) в уравнения Навье— Стокса и в (1.2), (1.3) и осуществ-

ляя предельные переходы (2.5) при ∆x1/3 � hw 6 1 и δ1/2/æ1/2 � ∆x � ∆z/(æ1/2δ1/2),
получаем, что в первом приближении для области 1 справедливы уравнения

∆z2

∆x2

(∂u1

∂x3
+

∂ρ1

∂x3

)
+

∂v1

∂y1
+

∂w1

∂z3
= 0,

∂u1

∂x3
+

∂p1

∂x3
= 0,

∂v1

∂x3
+

∂p1

∂y1
= 0,

∂w1

∂x3
+

∂p1

∂z3
= 0,

∂h1

∂x3
− ∂p1

∂x3
= 0, (4.11)

M2
∞(γ − 1)h1 + ρ1 = γM2

∞p1,

которые могут быть преобразованы к волновому уравнению для возмущения давления p1

M2
∞

M2
c

∂2p1

∂x2
3

=
∂2p1

∂y2
1

+
∂2p1

∂z2
3

, Mc ∼
∆x

∆z
� 1. (4.12)

Отношение характерных продольного и поперечного размеров возмущенной вихревой

области определяет критическое число Маха Mc (при M∞ ∼ Mc характерные размеры

возмущенной вихревой области по порядкам величин равны размерам конуса Маха).
Сращивание асимптотических разложений (4.3) и (4.8) в областях 3 и 2 при учете

соотношений (4.1) и (4.9) позволяет получить недостающие внешние краевые условия для
области 3 и условие их нетривиального взаимодействия:

u3 → (c/A)(y3 + D), w3 → 0, h3 → (b/A)(y3 + D) (y3 →∞),

(4.13)
p3 = p2

∣∣
y2=0

= p2

∣∣
y2→∞

+ KDM2
∞, ∆z ∼ hwæ1/2δ1/2∆x5/6.

Для нетривиального взаимодействия областей 2 и 1 необходимо, чтобы в них сохранял-
ся постоянным порядок величины вертикальной компоненты скорости v [16]. Это возможно
при условии

∆z ∼ æ∆x2. (4.14)

Выполняя сращивание асимптотических разложений (4.8) и (4.10), с учетом соотно-
шений (4.9), (4.11), (4.13) и (4.14) получим

v1

∣∣
y1=0

= v2

∣∣
y2→∞

= − ∂D

∂x3
, p2

∣∣
y2→∞

= M2
∞p1

∣∣
y1=0

,

(4.15)

p3 = M2
∞(p1

∣∣
y1=0

+ KD),
∂p1

∂y1
=

∂2D

∂x2
3

(y1 = 0).

При одновременном выполнении условий (4.13) и (4.14) для возмущенной вихревой
области с характерными размерами

∆x ∼ h
6/7
w (δ/æ)3/7, ∆z ∼ h

12/7
w æ1/7δ6/7 (4.16)

реализуется полная трехслойная структура течения [5–8, 21]. В этом случае течение в при-
стенной области 3 описывается уравнениями (4.4), граничными и начальными условиями
(4.5), (4.6) и (4.13). Возмущение давления p3 определяется из соотношения (4.15), которое
складывается из возмущений давления за счет вытесняющего действия пограничного слоя

(p1

∣∣
y1=0

) и центробежных эффектов (KD). Эти составляющие находятся из совместного
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решения задачи для области 3 и волнового уравнения (4.12) для области 1 при выполне-
нии условия (4.15) на ее внутренней границе и условий ограниченности возмущений на ее
внешних границах. Естественно, решения в областях 3 и 1 должны удовлетворять условию
периодичности в поперечном направлении (см. (2.10)).

Отнесем переменные y1, p1, x3, y3, z3, u3, v3, w3, p3, h3, D к величинам λ/(2π),
λ3A6(γ − 1)3/(8π3KM2

∞c2l10), cl3/(A2(γ − 1)), l, λ/(2π), cl/A, A(γ − 1)/l, λA(γ − 1)/(2πl2),
λ2A2(γ − 1)/(4π2l4), bl/A, λ2A2(γ − 1)/(4π2KM2

∞l4) соответственно. Тогда краевая зада-
ча (2.10), (4.4)–(4.6), (4.13) и (4.15) для области 3 принимает вид

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0, u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
=

∂2u

∂y2
,

∂p

∂y
= 0,

u
∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
+

∂p

∂z
=

∂2w

∂y2
, u

∂h

∂x
+ v

∂h

∂y
+ w

∂h

∂z
=

1

Pr

∂2h

∂y2
,

u = v = w = h = 0 (y = 0),

u, h → y + γ1D, w → 0 (y →∞), u, h → y, v, w, p, D → 0 (x → −∞), (4.17)

p = γ2p1

∣∣
y1=0

+ D,

u(x, y, z) = u(x, y, z + 2π), v(x, y, z) = v(x, y, z + 2π), w(x, y, z) = w(x, y, z + 2π),

h(x, y, z) = h(x, y, z + 2π), p(x, z) = p(x, z + 2π), D(x, z) = D(x, z + 2π),

γ1 = λ2A2(γ − 1)/(4π2l5KM2
∞), γ2 = λA4(γ − 1)2/(2πl6Kc2),

где обозначения прежние, индекс 3 опущен, толщина слоя 3 отнесена к произвольной ве-
личине l. Краевая задача для области 1 следующая:

γ3
∂2p1

∂x2
=

∂2p1

∂y2
1

+
∂2p1

∂z2
,

∂p1

∂y1
=

∂2D

∂x2
(y1 = 0),

(4.18)
p1(x, y1, z) = p1(x, y1, z + 2π), γ3 = λ2A4(γ − 1)2M2

∞/(4π2l6c2M2
c).

Краевые задачи (4.17) и (4.18) содержат три параметра подобия: γ1, γ2 и γ3. Первый
параметр определяет степень взаимодействия областей 3 и 2, второй — областей 2 и 1, а
третий — режим взаимодействия вязкого и невязкого течений. Последнее обстоятельство
отличает рассматриваемую задачу о трехслойном возмущенном течении, возникающем
при развитии длинноволновых вихрей Гёртлера в гиперзвуковом пограничном слое около

вогнутой умеренно охлажденной поверхности, от аналогичной задачи для несжимаемой
жидкости [5–8]. Поэтому в задаче (4.17) уравнение для возмущения энтальпии h можно
решать отдельно.

Последующая линеаризация решения краевой задачи (4.17) относительно начальных
условий и использование нормально-модового представления решений (3.3) в областях 3
и 1 позволяют свести ее и (4.18) к системе обыкновенных дифференциальных уравнений

βU + V ′ + W = 0, βyU + V = U ′′,

βyW −D[1− γ2β
2/(1 + γ3β

2)1/2] = W ′′, (4.19)

U = V = W = 0 (y = 0), U → γ1D, W → 0 (y →∞),

где D — постоянный коэффициент в представлении вида (3.3); ( · )′ = d/dy.
Система уравнений (4.19) может быть сведена к одному уравнению для функции

βU ′ + W ′, решение которого выражается через функцию Эйри Ai(y/β1/3) [22]. При этом
имеет место следующее дисперсионное соотношение:

γ2β
2/(1 + γ3β

2)1/2 − 3γ1Ai′(0)β5/3 = 1. (4.20)
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Соотношение (4.20) отличается от соответствующего выражения для жидкости толь-
ко наличием параметра γ3 (см., например, [5, 8]). Однако из (4.12) и (4.16) следует, что

критическое число Маха Mc ∼ h
−6/7
w , поэтому γ3 ∼ h

12/7
w . При охлаждении поверхности

и уменьшении hw уменьшается также параметр γ3, соотношение (4.20) преобразуется к
виду, соответствующему несжимаемой жидкости, инкремент β не зависит от hw и приве-
денная к характерной длине (порядка единицы) скорость роста вихрей

Be ∼ β/∆x ∼ (β/h
6/7
w )(æ/δ)3/7

увеличивается как за счет охлаждения поверхности, так и за счет уменьшения толщины
пограничного слоя δ. Таким образом, аналитически показано, что охлаждение поверхности
приводит к увеличению скорости роста длинноволновых вихрей Гёртлера.
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Quart. Appl. Math. 1955. V. 13, N 3. P. 233–262.

19. Воеводин В. В., Кузнецов Ю. А. Матрицы и вычисления. М.: Наука, 1984.
20. Шлихтинг Г. Теория пограничного слоя. М.: Изд-во иностр. лит., 1956.
21. Боголепов В. В., Липатов И. И. Влияние сжимаемости на развитие вихрей Тейлора —

Гёртлера при больших числах Рейнольдса // Изв. РАН. Механика жидкости и газа. 1997.
№ 1. С. 36–47.

22. Абрамовиц М., Стиган И. Справочник по специальным функциям. М.: Наука, 1979.

Поступила в редакцию 29/I 2001 г.


