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Введение. Консольные балки являются основным элементом различных строитель-
ных конструкций, поэтому их поведение при динамических нагрузках исследуется доста-
точно интенсивно. Наиболее широко используются конусообразные балки, поскольку их
применение позволяет уменьшить массу конструкции, увеличить ее несущую способность,
сделать конструкцию более экономичной.

При изучении поведения многих инженерных конструкций (сваи, основания нефтя-
ных платформ и терминалов, башен и стрел башенных кранов) в качестве модели можно
использовать конусообразные балки. Как правило, такие конструкции подвержены дина-
мическим воздействиям (ветровым нагрузкам, ударам волн и др.), поэтому при их проек-
тировании необходимо знать нелинейные собственные частоты колебаний.

Построению теории колебаний балок и решению прикладных задач посвящено боль-
шое количество работ (см., например, [1–3]).

При интенсивных динамических воздействиях амплитуды колебаний балки являют-
ся большими. В этом случае представляет интерес сравнение результатов, полученных
с использованием линейных и нелинейных теорий. Многими исследователями с исполь-
зованием нелинейных моделей определялись частоты колебаний балок с различными по-
перечными сечениями [4]. При решении инженерных задач строятся дифференциальные
уравнения, позволяющие адекватно описать динамическое поведение системы. Существу-
ющие математические методы позволяют с использованием этих уравнений, являющихся
обыкновенными дифференциальными уравнениями или дифференциальными уравнениями

в частных производных, решить многие прикладные задачи, возникающие в различных
областях машиностроения.

Современные технологии требуют обеспечить работу механизмов при больших скоро-
стях и мощностях, а также их долговечность и надежность. С использованием линейных
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Рис. 1. Схема конусообразной балки

моделей эти задачи можно решить лишь в первом приближении. Использование линейных
моделей не позволяет объяснить многие явления. Окружающий мир и человек по своей
природе нелинейны, поэтому необходимо использовать нелинейные модели в форме обык-
новенных дифференциальных уравнений, или дифференциальных уравнений в частных
производных, или интегродифференциальных уравнений со стохастическими коэффици-
ентами, зависящими от времени и учитывающими запаздывание. Однако такие модели
находятся в стадии разработки.

В настоящее время существуют различные методы решения уравнений со слабой

нелинейностью. Наиболее часто при этом используются методы Боголюбова — Митро-
польского [5], метод Линдстеда — Пуанкаре, метод возмущений [6], метод разложения по
собственным формам [7] и др. В случае сильной нелинейности обычно применяются метод
гармонического баланса [8], метод энергетического баланса (МЭБ) [9–12], метод гомотоп-
ного возмущения [13–21], метод Гамильтона [22–25], вариационный метод [26, 27], метод,
основанный на амплитудно-частотной формулировке задачи [28–30], метод гомотопиче-
ского анализа и вариационный метод одновременно [31, 32] и ряд других классических
методов [33–40].

1. Математическая модель. На рис. 1 приведена схема исследуемой механической
системы. Полагается, что модуль упругости E и плотность материала балки постоянны,
толщина и ширина балки изменяются в продольном направлении по линейному закону.
Способ заделки торца балки моделируется пружиной, работающей на кручение, с жестко-
стью Kr и пружиной, работающей на растяжение-сжатие, с жесткостью Kt. Через A1, I1

обозначены площадь и момент инерции поперечного сечения на левом торце балки соот-
ветственно [41].

Инерцией вращения и деформациями поперечного сдвига пренебрегается, поскольку
полагается, что толщина балки мала по cравнению с ее длиной. Также полагается, что
балка совершает поперечные колебания в одной плоскости и их амплитуды могут быть

большими.
Выражение для потенциальной энергии системы, являющейся суммой потенциальной

энергии деформаций изгиба балки и энергии пружин с жесткостями Kr, Kt, записывается
в виде [41]

V =
EI

2

1∫
0

I(ξ)R2 dξ +
1

2
(Krv

′2 + Ktv
2)

∣∣
ξ=1

,
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где R = λϕ′ — кривизна нейтральной оси балки; λ = 1/l; v — поперечный прогиб балки;
ξ = s/l; штрих означает производную по безразмерной переменной ξ; ϕ — угол поворота

поперечного сечения балки [41].
Нелинейное выражение для кривизны балки имеет вид

R2 = λ4(v′′2 + λ2v′′2v′2),

выражение для кинетической энергии T —

T =
ρl

2

1∫
0

A(ξ)[u̇2 + v̇2] dξ,

где

u =
1

2

ζ∫
0

(
λv′2 +

λ3

4
v′4

)
dζ —

уменьшение длины балки в продольном направлении, вызванное деформациями изгиба.
Лагранжиан балки запишем в виде

L = T − V.

Для того чтобы разделить переменные, поперечный прогиб балки представим в виде

v(ζ, t) = ϕi(ζ)q(t),

где ϕ(ζ) — нормированная самоподобная мода балки; q(t) — неизвестная функция времени,
соответствующая моде ϕi(ζ). Для двухконусной балки функцию ϕi(ζ) примем в виде

ϕi(ζ) = ξ−1[C1J2(Z) + C2Y2(Z) + C3I2(Z) + C4K2(Z)],

где J , Y — функции Бесселя первого и второго рода соответственно; I, K — модифици-
рованные функции Бесселя первого и второго рода соответственно; константы C1, . . . , C4

определяются с учетом краевых условий на концах балки. Введем обозначения [41]

β1 =

1∫
0

A∗ϕ2 dξ, β2 =

1∫
0

A∗
( ξ∫

0

ϕ′2 dχ
)2

dξ,

β3 =

1∫
0

I∗ϕ′′2 dξ +
KtL

3

EI
ϕ2(1) +

KrL

EI
ϕ′2(1), β4 =

1∫
0

I∗ϕ′2ϕ′′2 dξ.

Здесь в случае двухконусной балки A∗1 = A1ξ
2, I∗1 = I1ξ

4, в случае одноконусной — A1ξ,
I1ξ

3 соответственно. Из уравнения Эйлера — Лагранжа

d

dt

(∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0

следует нелинейное одномодовое безразмерное уравнение движения

β1q̈ + β2(q
2q̈ + qq̇2) + β2(β3q + 2β4q

3) = 0. (1)

Заметим, что коэффициенты βi в уравнении (1) могут быть большими. Поэтому уравне-
ние (1) масштабируется и записывается в виде [41]

(1 + ε1q
2)

d2q

dt∗2
+ ε1q

( dq

dt∗

)2
+ q + ε2q

3 = 0; (2)
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ε1 =
β2

β1
, ε2 =

2β4

β3
, t∗ =

√
β2β3

β1
t

(ε1, ε2 — безразмерные коэффициенты).
Уравнение (2) описывает нелинейные плоские свободные изгибные колебания нерас-

тяжимой балки. Осциллирующие системы характеризуются двумя существенными пара-
метрами: частотой колебаний ω и амплитудой колебаний A. Поэтому рассматриваются
следующие начальные условия:

q(0) = A,
dq

dt∗
(0) = 0. (3)

2. Вариационный метод (ВМ). Функционал, соответствующий уравнению (2),
можно получить с использованием полуобратного метода [27]:

J =

2π/ω∫
0

(
− 1

2

( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

1

2
q(t∗)2 − 1

2
ε1q(t

∗)2
( d

dt
q(t∗)

)2
+

1

4
ε2q(t

∗)4
)

dt∗. (4)

Приближенное решение будем искать в виде

q(t∗) = A cos (ωt∗). (5)

Подставляя (5) в (4), получаем

J = −1

8
A4ωπε1 +

3

16

A4πε2

ω
− 1

2
A2ωπ +

1

2

A2π

ω
.

Используя метод Ритца ∂J/∂A = 0, получаем соотношение между частотой и амплитудой

ωВМ =

√
2

2

√
3A2ε2 + 4

A2ε1 + 2
.

3. Частотно-амплитудное соотношение (ЧАС). Для решения нелинейных задач
для нелинейных осцилляторов в работе [30] предложен метод, основанный на частотно-
амплитудной формулировке задачи. В соответствии с этим методом в качестве пробных
функций выбираются функции q1(t

∗) = A cos (t∗), q2(t
∗) = A cos (ωt∗). Подставляя q1, q2

в уравнение (2), получаем выражения для невязок

R1 = −(1 + ε1A
2 cos (t∗)2)A cos (t∗) + ε1A

3 cos (t∗) sin (t∗)2 + A cos (t∗) + ε2A
3 cos (t∗)3; (6)

R2 = −(1 + ε1A
2 cos (ωt∗)2)A cos (ωt∗)ω2 + ε1A

3 cos (ωt∗) sin (ωt∗)2ω2 +

+ A cos (ωt∗) + ε2A
3 cos (ωt∗)3. (7)

Согласно работе [42] невязки (6), (7) заменяются взвешенными невязками

R11 =
4

T1

T1/4∫
0

R1 cos (t∗) dt∗, T1 = 2π,

R22 =
4

T2

T2/4∫
0

R2 cos (ωt∗) dt∗, T2 =
2π

ω
,

для которых выполняется соотношение [42]

R22 −R11ω
2

R22 −R11
=
−A(3A2ω2ε2 − 3A2ε2 + 4ω2 − 4)/8

−A(A2ω2ε1 − A2ε1 + 2ω2 − 2)/4
= ω2.
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В результате для частоты получаем приближенное выражение

ωЧАС =

√
2

2

√
3A2ε2 + 4

A2ε1 + 2
.

4. Метод Гамильтона (МГ). В работе [11] для решения задач консервативных
быстро осциллирующих систем предложен вариант энергетического метода, основанный
на использовании гамильтониана и метода коллокаций. Гамильтониан уравнения (2) за-
писывается в виде [22]

H =
1

2

( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

1

2
q(t∗)2 − 1

2
ε1q(t

∗)2
( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

1

4
ε2q(t

∗)4. (8)

При выводе гамильтониана (8) полагается, что при осцилляциях энергия системы не из-
меняется. Введем новую функцию [16]

H̄ =

T/4∫
0

(1

2

( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

1

2
q(t∗)2 − 1

2
ε1q(t

∗)2
( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

1

4
ε2q(t

∗)4
)

dt∗, T =
2π

ω
.

Очевидно, что

∂H̄

∂T
=

1

4
H. (9)

Уравнение (9) эквивалентно уравнению

∂

∂A

(∂H̄

∂T

)
=

∂

∂A

( ∂H̄

∂ (1/ω)

)
= 0. (10)

Решение уравнения (2) будем искать в виде

q(t∗) = A cos (ωt∗). (11)

Подставляя (11) в (10), получаем

−1

8
A3πε1ω

2 − 1

4
Aπω2 +

3

16
A3πε2 +

1

4
Aπ = 0. (12)

Из (12) находим приближенное выражение для частоты

ωМГ =

√
2

2

√
3A2ε2 + 4

A2ε1 + 2
.

5.Интегральный итерационный метод (ИИМ). В соответствии с интегральным
итерационным методом для уравнения (2) запишем следующую итерационную процеду-
ру [26]:

qn+1 = −qn − f
(
qn,

dqn

dt∗
,
d2qn

dt∗2

)
. (13)

Подставляя пробную функцию в (13) и дважды интегрируя, определяем qn+1. При n = 0
получаем

d2q1

dt∗2
= −ε1q0

(dq0

dt∗

)2
− q0 − ε2q

3
0 − ε1q

2
0

d2q0

dt∗2
. (14)

Выберем пробную функцию в виде

q0(t
∗) = A cos (ωt∗). (15)
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Подставляя (15) в уравнение (14) и дважды интегрируя, находим

q1 =
A

ω2

(
− 1

2
A2ε1ω

2 +
3

4
A2ε2 + 1

)
cos (ωt∗) +

A3

ω2

(
− ε1

18
ω2 +

ε2

36

)
cos (3ωt∗) + Ct∗ + D,

где C, D — константы интегрирования, которые в силу периодичности решения полага-
ются равными нулю [26]. Приравнивая коэффициенты при cos (ωt∗) в выражениях для u0

и u1, получаем приближенное выражение для частоты

ωИИМ =

√
2

2

√
3A2ε2 + 4

A2ε1 + 2
.

6. Одновременное использование метода гомотопического анализа и вариа-
ционного метода (МГАВ). В работе [31] для решения нелинейных задач для осцилли-
рующих систем одновременно используются метод гомотопического анализа [13] и вариа-
ционный метод. В отличие от традиционных методов возмущения эти методы не требуют
наличия в уравнении малого параметра. В соответствии с МГАВ строится гомотопия с
параметром погружения p ∈ [0, 1], так чтобы получить решение задачи при p = 0. Последу-
ющие приближения строятся с использованием вариационного метода, затем вычисляется
частота нелинейного осциллятора. Для уравнения (2) строится следующая гомотопия:

d2

dt∗2
q(t∗) + ω2q(t∗) + p

(
ε1q(t

∗)2
( d2

dt∗2
q(t∗)

)
+ ε1q(t

∗)
( d

dt∗
q(t∗)

)2
+

+ (1− ω2)q(t∗) + ε2q(t
∗)3

)
= 0. (16)

При p = 0 уравнение (16) является линейным уравнением d2q(t∗)/dt∗2 + ω2q(t∗) = 0, при
p = 1 превращается в исходное уравнение. Предположим, что периодическое решение
уравнения (2) можно представить в виде ряда по степеням параметра p:

q(t∗) = q0(t
∗) + pq1(t

∗) + p2q2(t
∗) + . . . . (17)

Подставляя (17) в (16) и собирая члены с одной и той же степенью p, получаем

p0: ω2q0(t
∗) +

d2

dt2
q0(t

∗) = 0; (18)

p1:
d2

dt∗2
q1(t

∗) + ε2q0(t
∗)3 + ε1q0(t

∗)2
( d2

dt∗2
q0(t

∗)
)

+ ε1q0(t
∗)

( d

dt∗
q0(t

∗)
)2

+

+ ω2q1(t) + q0(t)− ω2q0(t) = 0.

Решением уравнения (18) является функция q0(t
∗) = A cos (ωt∗), где частота ω определя-

ется из решения вариационной задачи для q1:

J(q1) =

2π/ω∫
0

(
− 1

2

( d

dt∗
q1(t

∗)
)2

+ ε2A
3 cos (ωt∗)3q1(t

∗)− ε1A
3 cos (ωt∗)3ω2q1(t

∗) +

+ ε1A
3 cos (ωt∗) sin (ωt∗)2ω2q1(t

∗) +
1

2
ω2q1(t

∗)2 + A cos (ωt∗)q1(t
∗)−

− ω2A cos (ωt∗)q1(t
∗)

)
dt∗. (19)

6.1. Приближение первого порядка. Выберем простую пробную функцию

q1(t
∗) = B1

(
cos (ωt∗)− 1

3
cos (5ωt∗)

)
.
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Подставляя q1 в (19), находим

J(ω,B1) = −1

2
B1ωε1A

3π +
3

4

B1ε2A
3π

ω
−B1ωAπ +

B1Aπ

ω
− 4

3
B2

1ωπ.

Решая уравнения

∂J

∂B1
= 0,

∂J

∂ω
= 0,

для частоты получаем приближенное выражение

ωМГАВ =

√
2

2

√
3A2ε2 + 4

A2ε1 + 2
.

6.2. Приближение второго порядка. Точность решения в первом приближении можно
существенно увеличить, выбрав пробную функцию в виде

q1(t
∗) = B1

(
cos (ωt∗)− 1

3
cos (3ωt∗)

)
+ B2

(1

3
cos (3ωt∗)− 3

5
cos (5ωt∗) +

5

7
cos (7ωt∗)

)
. (20)

Подставляя (20) в (19), получаем

J(ω,B1, B2) = −3

4
ωA3επρB1 −

9

28
ωA3επρB2 +

3

4

A3επB1ω
2
0

ω
+

1

28

A3επB2ω
2
0

ω
−

− ωAπB1 +
AπB1ω

2
0

ω
− 12ωπB2

1 − 168ωπB1B2 −
28 816

49
ωπB2

2 . (21)

Используя условия стационарности функционала (21) [31]

∂J

∂B1
= 0,

∂J

∂B2
= 0,

∂J

∂ω
= 0,

запишем приближение второго порядка для частоты:

ωМГAВ2 =
1

2

√
−(43 034A4ε2

1 + 253 304A2ε1 + 375 056)(α)

21 517A4ε2
1 + 126 652A2ε1 + 187 528

,

α = 84 843A4ε1ε2 + 126 652A2ε1 + 250 854A2ε2 − 2
√

β + 375 056,

β = (0,721 698A8ε2
1ε

2
2 + 2,156 56A6ε2

1ε2 + 4,252 91A6ε1ε
2
2 + 1,611 53A4ε2

1 +

+ 12,710 95A4ε1ε2 + 6,294 64A4ε2
2 + 9,500 32A2ε1 + 18,816 86A2ε2 + 14,066 70) · 1010.

7. Результаты исследования и их обсуждение. Сравним результаты, получен-
ные с помощью рассмотренных методов, с результатами точного решения [1]. Уравне-
ние (2) описывает поведение нелинейного осциллятора, являющегося консервативной си-
стемой. Интегрируя уравнение (2) и используя начальные условия (3), получаем

1

2
(1 + ε1q

2)
( dq

dt∗

)2
+

1

2
q2 +

1

4
ε2q

4 =
1

2
A2 +

1

4
ε2A

4. (22)

Из (22) следует

dq

dt∗
= ±

(2(A2 − q2) + ε2(ε
4
1 − q4)

2(1 + ε1q2)

)1/2
.
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Значения частоты при ε1 = ε2 = 1, ε1 = ε2 = 2 и различных значениях амплитуды

A
ε1 = ε2 = 1 ε1 = ε2 = 2

ω1 ωМГАВ2 ωnum E1 E2 ω1 ωМГАВ2 ωnum E1 E2

0,01 1,0000 1,0000 1,0000 0 0 1,0000 1,0000 1,0000 0 0
0,05 1,0003 1,0004 1,0004 0,0100 0 1,0006 1,0008 1,0008 0,0077 0
0,10 1,0012 1,0016 1,0015 0,0257 0,0149 1,0025 1,0033 1,0031 0,0626 0,0183
0,50 1,0274 1,0375 1,0370 0,9255 0,0447 1,0488 1,0685 1,0682 1,8153 0,0245
1,00 1,0801 1,1169 1,1163 3,2408 0,0509 1,1180 1,1810 1,1802 5,2674 0,0711
5,00 1,2095 1,3688 1,3680 11,5841 0,0618 1,2169 1,3865 1,3855 12,1712 0,0708

10,00 1,2207 1,3960 1,3949 12,4858 0,0761 1,2227 1,4009 1,3998 12,6502 0,0773
20,00 1,2237 1,4034 1,4023 12,7342 0,0777 1,2242 1,4047 1,4036 12,7789 0,0752
50,00 1,2246 1,4055 1,4043 12,7977 0,0869 1,2247 1,4057 1,4047 12,8167 0,0730

100,00 1,2247 1,4058 1,4045 12,8014 0,0945 1,2247 1,4059 1,4049 12,8248 0,0696

Время, необходимое для изменения величины u от значения 0 до значения A, равно 1/4
точного периода Texact(A). Тогда

Texact(A) = 4

A∫
0

( 2(1 + ε1q
2)

2(A2 − q2) + ε2(ε4
1 − q4)

)1/2
dq,

следовательно, точное значение частоты равно

ωexact = 2π/Texact .

Решения, получаемые с помощью вариационного метода, метода с использованием
гамильтониана, метода, основанного на использовании частотно-амплитудного соотно-
шения, интегрального вариационного метода, и приближение первого порядка, получен-
ное при одновременном использовании методов гомотопического анализа и вариационного,
практически совпадают. Далее эти решения называются аппроксимацией первого поряд-
ка. В работе [4] аналогичные результаты получены с помощью метода энергетического

баланса. Установлено, что при любых ε1, ε2 относительная погрешность равна

lim
A→∞

ω1

ωexact
= 0,866 03,

где ω1 = ωМЭБ = ωВМ = ωЧАС = ωИИМ = ωМГАВ = ωМГ.
Относительная погрешность аппроксимации второго порядка при любых ε1, ε2 равна

lim
A→∞

ωМГАВ2

ωexact
= 0,9992.

В таблице приведены значения частот, вычисленные с помощью изложенных выше

методов и численного метода. Погрешность находим по формулам

E1 =
|ω1 − ωnum |

ωnum
· 100, E2 =

|ωМГАВ2 − ωnum |
ωnum

· 100.

На рис. 2, 3 приведены зависимости частоты от амплитуды при различных значениях
ε1, ε2. На рис. 4 приведены аналитические зависимости q(t∗), полученные различными
методами. Видно, что различие между аналитической зависимостью второго порядка и

зависимостью, полученной численным методом, пренебрежимо мало.
Заключение. В работе с использованием пяти различных аналитических методов, а

также численного метода получены аппроксимации первого и второго порядков решения

задачи об осцилляциях конусообразной защемленной консоли.
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость частоты от амплитуды при ε2 = 1 и различных значени-
ях ε1:
1 — ε1 = 1, 2 — ε1 = 2, 3 — ε1 = 3, 4 — ε1 = 4, 5 — ε1 = 5

Рис. 3. Зависимость частоты от амплитуды при ε1 = 1 и различных значени-
ях ε2:
1 — ε2 = 1, 2 — ε2 = 2, 3 — ε2 = 3, 4 — ε2 = 4, 5 — ε2 = 5
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Рис. 4. Зависимость q(t∗) при A = 1, ε1 = ε2 = 2 (а) и A = 2, ε1 = 1, ε2 = 2 (б):
1 — первое приближение, 2 — второе приближение, 3 — численное решение
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Показано, что решение данной задачи можно свести к решению системы нелинейных
алгебраических уравнений и нелинейного дифференциального уравнения. Анализ полу-
ченных результатов показывает, что с помощью рассмотренных методов можно решать

задачи об осцилляции сильнонелинейных систем. Одновременное использование метода
гомотопического анализа и вариационного метода позволяет получать аппроксимации ре-
шения высокого порядка. Очевидно, что вариационные методы дают бо́льшую свободу в
выборе пробных функций и позволяют получить достоверную зависимость частоты от ам-
плитуды. Аппроксимацию решения второго порядка можно получить при одновременном
использовании метода гомотопического анализа и вариационного метода. В случае ап-
проксимации первого порядка результаты, полученные с использованием рассмотренных
методов, практически совпадают.
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