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Рассматривается функциональная зависимость двух симметричных тензоров второго
ранга. Дана новая трактовка компонент тензоров как проекций на ортогональный тен-
зорный базис. Показана возможность записи определяющих соотношений в виде шести
функций, каждая из которых зависит от одной переменной.

Ключевые слова: симметричные тензоры, тензорный базис, ортогональные матрицы,
определяющие соотношения.

Проблема функциональной связи двух симметричных тензоров второго ранга, важная
для построения определяющих соотношений в механике сплошных сред, рассматривалась
во многих работах (см., например, [1–7]). Известно, что в пространстве симметричных
тензоров второго ранга существует ортонормированный базис из шести тензоров [3, 8–10]

tijpq = tjipq, tijpq = tijqp, tijpqtijrs = δpqrs = (δprδqs + δpsδqr)/2,

где δpr = 1 при p = r, δpr = 0 при p 6= r. В работе используется прямоугольная декартова
система координат x1, x2, x3; по повторяющимся буквенным индексам проводится сумми-
рование. Первые два индекса обозначают компоненты тензора, а два последних — номер

тензора, причем тензоры с номерами pq и qp отождествляются. С учетом сокращенных
обозначений для индексов симметричных тензоров hij = hji:

h1 = h11, h2 = h22, h3 = h33,

h4 =
√

2 h23, h5 =
√

2 h13, h6 =
√

2 h12

(1)

тензорам tijpq соответствует произвольная ортогональная матрица шестого порядка: tip,
i, p = 1, 6, tiptiq = δpq. Ортогональная матрица tip зависит от 15 свободных параметров cip,
i > p и получается ортонормированием произвольной треугольной матрицы [9]

[cip] =


1 0 0 0 0 0

c21 1 0 0 0 0
c31 c32 1 0 0 0
c41 c42 c43 1 0 0
c51 c52 c53 c54 1 0
c61 c62 c63 c64 c65 1

 .

Тензоры напряжений σij и деформаций εij раскладываются по ортогональному бази-
су tip [8–10]:

σi = tipσ̃p, σ̃p = σitip, εi = tiqε̃q, ε̃q = εitiq. (2)
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Здесь и далее используются сокращенные обозначения (1). Согласно (2) величины σ̃p, ε̃q

являются проекциями тензоров σi, εi на тензоры ортогонального базиса tip, p = 1, 6,
т. е. свертками двух симметричных тензоров второго ранга. Отсюда следует, что величи-
ны σ̃p, ε̃q остаются инвариантными при ортогональном преобразовании системы коорди-
нат xi.

В [1, 2] рассматриваются вращения и отражения вида

ε̃p = αpq ε̃
∗
q , ε̃∗q = ε̃pαpq, p, q = 1, 6, (3)

где αpq — произвольная ортогональная матрица шестого порядка (αpqαpr = δqr). Матри-
ца αpq также определяется 15 независимыми параметрами [9]. Так как

ε̃p = εitip, ε̃∗q = εit
∗
iq, (4)

где t∗iq — ортогональный базис в пространстве симметричных тензоров второго ранга,

отличный от базиса tip, то из (3), (4) получаем

εitip = αpqεit
∗
iq, εi(tip − αpqt

∗
iq) = 0;

tip = t∗iqαpq, t∗iq = tipαpq. (5)

Таким образом, преобразованию (3) соответствует ортогональное преобразование бази-
са (5).

Так как выбор базиса tip или t∗iq произволен, то функциональная связь σ̃p и ε̃q не

должна зависеть от преобразований вида (3) (ср. с [1, 2]):

σ̃p = fp(ε̃q), σ̃∗
p = f∗

p (ε̃∗q), p, q = 1, 6. (6)

Отметим, что различие между σi и σ̃p (или εi и ε̃p), по сути, отсутствует. Действи-
тельно, tip, p = 1, 6 — это шесть тензоров второго ранга, которые образуют ортогональный
базис в пространстве симметричных тензоров. Матрица tip может быть произвольной ор-
тогональной матрицей, в частности единичной (tip = δip), тогда

σ̃p = σitip = σiδip = σp, σi = δipσ̃p = σ̃i. (7)

Таким образом, из (7) следует, что величины σi и σ̃p различаются только обозначением.
Однако представление σ̃p = σiδip показывает, что σ̃p = σp являются инвариантами и

проекциями на базис δi1, δi2, . . . , δi6. Этот базис можно записать следующим образом:

δij11 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , δij22 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 , δij33 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

√
2 δij23 =


0 0 0

0 0
1√
2

0
1√
2

0

 ,
√

2 δij13 =


0 0

1√
2

0 0 0
1√
2

0 0

 ,
√

2 δij12 =


0

1√
2

0

1√
2

0 0

0 0 0

 .

Такая трактовка тензоров, отличная от традиционной, впервые была предложена в ра-
ботах [11, 12]. Отсюда следует, что в общем случае определяющие соотношения имеют
вид (6):

σ̃p = fp(ε̃q), p, q = 1, 6, (8)

т. е. функционально связывают инварианты σ̃p и ε̃q.
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Базис tip, так же как и система координат xi, выбираются из соображений простоты и
удобства уравнений. Для упругих анизотропных материалов tip — собственные состояния.
В этом случае закон Гука [8–10] записывается в виде

σ̃p = λpqε̃q, p = q. (9)

Базис tip следует выбирать таким образом, чтобы определяющие соотношения (8)
имели наиболее простой вид (например, представлялись в виде (9)):

σ̃1 = f1(ε̃1), σ̃2 = f2(ε̃2), . . . , σ̃6 = f6(ε̃6), (10)

т. е. чтобы каждая функция зависела от одной переменной.
Соотношение (8) запишем в виде σitip = fp(εitiq). Пусть tip = t∗iqαpq, тогда

σit
∗
ipαpq = fp(εit

∗
irαsr), σ̃∗

qαpq = fp(ε̃
∗
rαsr);

σ̃∗
q = fp(ε̃

∗
rαsr)αpq = f∗

q (ε̃∗r) (11)

или с учетом (3)

σ̃p = fp(ε̃s), αpqσ̃
∗
q = fp(αsrε̃

∗
r);

σ̃∗
q = αpqfp(αsrε̃

∗
r) = f∗

q (ε̃∗r), (12)

т. е. (12) совпадает с (11).
Таким образом, определяющие соотношения (8) при замене базиса (5) преобразуются

по формулам (11), (12).
Из (10) и (3) имеем

α1qσ̃
∗
q = f1(α1rε̃

∗
r), α2qσ̃

∗
q = f2(α2rε̃

∗
r), α3qσ̃

∗
q = f3(α3rε̃

∗
r),

α4qσ̃
∗
q = f4(α4rε̃

∗
r), α5qσ̃

∗
q = f5(α5rε̃

∗
r), α6qσ̃

∗
q = f6(α6rε̃

∗
r),

откуда получаем

σ̃∗
q = α1qf1(α1rε̃

∗
r) + α2qf2(α2rε̃

∗
r) + α3qf3(α3rε̃

∗
r) +

+ α4qf4(α4rε̃
∗
r) + α5qf5(α5rε̃

∗
r) + α6qf6(α6rε̃

∗
r), (13)

т. е. от записи (10) заменой базиса tip на t∗ip = tipαpq можно перейти к записи (13), и на-
оборот.

Таким образом, если определяющие соотношения представлены в виде (13), то их
можно привести к виду (10), когда каждая функция зависит от одной переменной. Произ-
вольный базис можно получить из какого-либо конкретного по формулам (5).
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