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Решается гиперболическое уравнение теплопроводности для цилиндра с заданным тепловым потоком 
в качестве граничного условия. Уравнение решается аналитически и с использованием метода разделения 
переменных. В результате расчета получены температурные профили, которые позволяют сделать вывод о вол-
новом характере этого вида теплопроводности. Установлено, что по мере увеличения числа Вернотта темпера-
тура может достигать более высоких значений. Кроме того, из полученных профилей видно, что температура в 
разных точках объекта может становиться даже ниже своего начального значения. 
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Введение 

Согласно классической теории теплопроводности, тепловой поток прямо пропор-
ционален градиенту температуры (закон Фурье): 

.q k T= − ∇


                                                              (1) 

Подстановка выражения (1) в первый закон термодинамики приводит к параболическому 
уравнению теплопроводности для температурного поля 
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Однако это уравнение не обеспечивает достаточной точности при применении к систе-
мам, работающим при очень низких температурах или подвергающимся действию чрез-
вычайно высоких и быстро меняющихся тепловых потоков [1, 2]. Для таких систем мо-
дель тепловой волны, распространяющейся с конечной скоростью, подходит лучше, чем 
модель диффузионного процесса с его бесконечной скоростью. Волновая модель, впервые 
предложенная в работах [3, 4], была усовершенствована в 1958 году авторами работ [5, 6], 
которые в нестационарное уравнение теплопроводности внесли дополнительный член, 
содержащий время тепловой релаксации. Время тепловой релаксации, являющееся свой-
ством теплопроводной среды, определяет конечное время запаздывания между теп-
ловым потоком и градиентом температуры. Поскольку новый член включает в себя 
производную времени второго порядка, модифицированное нестационарное уравнение 
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теплопроводности становится гиперболическим с соответствующими характеристиками. 
Хорошо известное уравнение Каттанео−Вернотта представляется следующим образом: 

.qq k T
t

τ ∂+ = − ∇
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                                                       (3) 

В сочетании с законом сохранения энергии оно дает дифференциальное гиперболиче-
ское уравнение теплопроводности (HHCE) в частных производных [7] 
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которое включает в себя скорость распространения тепловой волны α τ для 0τ > . 
Справедливость уравнения (4) была экспериментально подтверждена при очень 

низких температурах для таких веществ, как NaF и Bi при примерно 10 K [8] и 3,4 K [9] 
соответственно. Позднее уравнение HHCE использовалось для предсказания температур 
в биологических исследованиях. Авторами работы [10] была предложена двумерная осе-
симметричная модель двухфазного запаздывания (DPL) для описания теплообмена 
в живых биологических тканях с неоднородной внутренней структурой. Кроме того, 
они разработали одномерную модель двухфазного запаздывания при теплообмене в био-
среде для исследования теплового отклика живых биологических тканей на лазерное 
излучение [11]. В работе [12] для исследования повреждения кожного покрова было 
выведено и использовано одномерное тепловое уравнение в векторной форме для теп-
лопереноса в биосреде. 

В литературе можно найти различные аналитические и численные решения HHCE 
[13−17]. Большинство исследователей решали уравнение HHCE в одномерной постанов-
ке. Авторы работы [18] изучали случай тонкой пленки с двусторонним симметричным 
нагревом. В работе [19] исследовалась гиперболическая теплопроводность в конечной 
среде с произвольным источником, а в работе [20] она рассматривалась с произволь-
ными начальными условиями. Авторы [21] изучали задачи при периодических тепловых 
граничных условиях с наличием ребер, когда процесс переноса тепла не подчинялся за-
кону Фурье. В работе [22] была также представлена модель с источниками тепла, не 
подчиняющаяся закону Фурье. Авторы [23] использовали преобразование Лапласа, про-
граммный пакет MATLAB и ряд Тейлора для решения одномерных HHCE. В работе [24] 
было представлено полностью аналитическое решение для гиперболической задачи теп-
лопроводности в однородной полой сфере при мгновенном изменении температуры на 
внутренней и наружной поверхностях, а в работе [25] было предложено аналитическое 
решение для осесимметричного температурного поля, не подчиняющегося закону Фурье, 
в конечном полом цилиндре с учетом соответствующего соотношения для теплового 
потока Каттанео−Вернотта. 

Существует множество публикаций, в которых HHCE решается численно. Так, в ра-
боте [26] был применен гибридный численный метод к одномерной пространственной 
задаче, а в работе [27] применялся модифицированный алгоритм Ньютона–Рафсона 
с концепцией для определения пограничного теплового потока в одномерной гипер-
болической задаче теплопроводности. Авторы работы [28] представили модель тепловой 
волны для теплопередачи в биосреде вместе с семипотоковой моделью распространения 
света и уравнением для скорости процесса повреждения ткани. В работе [29] решалась 
обратная одномерная гиперболическая задача теплопроводности методом итеративной регуля-
ризации. Автор [30] применил разностный метод для решения двумерных уравнений HHCE, 
а также получил условия устойчивости для данной задачи. Авторы работы [31] исследовали 
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гиперболическую теплопроводность в полых цилиндрах из функционально-градиент-
ных материалов. Они предположили, что все свойства материала цилиндра изменяются 
вдоль радиального направления за исключением времени равномерной тепловой релак-
сации. 

В некоторых работах предлагались совместные численно-аналитические решения 
уравнений HHCE. Например, в работе [32] аналитически и численно исследовались HHCE 
в двумерных цилиндрических координатах. Кроме того, приближенные аналитические 
решения с применением гомотопического метода возмущений и вариационного метода 
итерации использовались для решения задач конвективного и конвективно-радиацион-
ного охлаждения в уравнении переноса тепла теплопроводностью, не подчиняющемся 
закону Фурье и включающему зависимую от температуры теплоемкость [33, 34]. Спра-
ведливость различных моделей, не подчиняющихся закону Фурье,  спорный вопрос, и 
окончательного вывода по нему в настоящее время не сделано из-за многообразия сис-
тем теплопередачи. 

Получение аналитического решения уравнения HHCE представляет научный инте-
рес. В настоящей работе аналитическое выражение для поля температур получено для 
цилиндра, поэтому уравнение HHCE решается в цилиндрических координатах. Факти-
чески двумерное аналитическое решение задачи получается при использовании метода 
разделения переменных. 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим цилиндр, изображенный на рис. 1. Тепловой поток приложен по нор-
мали к верхней поверхности цилиндра ( Lz = ) в области 1r r> . Без учета тепловыделения 
двумерное основное уравнение HHCE для цилиндра может быть записано как 

2 2 2

2 2 2
1 1 .T T T T T

t r rt r z
τ

α α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ + ⋅ = + ⋅ +
∂ ∂∂ ∂ ∂

                                  (5) 

Для этого случая граничные условия имеют вид 

(0, , ) 0,T z t
r

∂
=

∂
  ( , , ) ,T R z t T∞=   ( ,0, ) ,T r t T∞=   1

1

0, ,
( , , )

, .
r rTk r L t

q r rz
<∂

=  >∂ 
        (6) 

Рассмотрим твердое тело, изначально находившееся при температуре окружающего воз-
духа. Тогда 

.iT T∞=                                                               (7) 

Следовательно, начальные условия будут иметь вид 

( , , 0) ,T r z T∞=    ( , , 0) 0.T r z
t

∂
=

∂
                                         (8) 

2. Аналитическое решение 

Для удобства дальнейшего анализа введем следую-
щие безразмерные величины: 

Lq
TTk ∞−

=θ   ,
R
r

=ξ   ,
L
z

=ω   
2Fo ,t

L
α

=   2Ve ,
L
ατ

=  

2( ) ,L RM =   1 1 .r Rξ =                          (9) 

При вводе безразмерных величин безразмерная температу-

 
 

Рис. 1. Конфигурация цилиндра. 
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ра цилиндра удовлетворяет уравнению 
2 2 2

2
2 2 2Ve .

FoFo
MMθ θ θ θ θ
ξ ξξ ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + ⋅ +
∂ ∂∂ ∂ ∂

                                 (10) 

Кроме того, граничные условия будут иметь вид 

(0, , Fo) 0,θ ω
ξ
∂

=
∂

  ( )1, , Fo 0,θ ω =   ( ),0, Fo 0,θ ξ =   1

1

0, ,
( , 1, Fo)

1, .
ξ ξθ ξ
ξ ξξ
<∂

=  >∂ 
      (11) 

Начальные условия запишутся как 

( , , 0) 0,θ ξ ω =    ( , , 0) 0.
Fo
θ ξ ω∂

=
∂

                                        (12) 

Для применения известного метода разделения переменных нужно, во-первых, 
разложить уравнение (10) с граничными (11) и начальными (12) условиями  на более про-
стые задачи. В работе [2] решения уравнения (10) были найдены из соотношения 

( , , Fo) ( , , Fo) ( , ),θ ξ ω ψ ξ ω φ ξ ω= +                                        (13) 

где температура ),( ωξφ  определялась из уравнения 

2 2

2 2 0MM φ φ φ
ξ ξξ ω

∂ ∂ ∂
+ ⋅ + =

∂∂ ∂
                                             (14) 

при 

(0, ) 0,φ ω
ξ
∂

=
∂

                                                        (15) 

( )1, 0,φ ω =                                                           (16) 

( ,0) 0,φ ξ =                                                           (17) 

1

1

0, ,
( , 1)

1, ,
ξ ξθ φ ξ
ξ ξω
<∂

=  >∂ 
                                                 (18) 

а температура ( , , Fo)ψ ξ ω  находилась из уравнения 

2 2 2
2

2 2 2Ve
FoFo

MMψ ψ ψ ψ ψ
ξ ξξ ω

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + ⋅ +
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                                 (19) 

при 

(0, , Fo) 0,ψ ω
ξ
∂

=
∂

                                                  (20) 

( ), 0, Fo 0,ψ ξ =                                                    (21) 

( )1, , Fo 0,ψ ω =                                                   (22) 

( ), 1, Fo 0,ψ ξ
ω
∂

=
∂

                                               (23) 

( , , 0) ( , ),ψ ξ ω φ ξ ω= −                                             (24) 

( , , 0) 0.
Fo

ψ ξ ω∂
=

∂
                                               (25) 
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Для решения (14) используем следующее разделение переменных: 
( , ) ( ) ( ).X Zφ ξ ω ξ ω≡                                                    (26) 

Подставляя уравнение (26) в уравнение (14) и осуществляя перестановку, получим 
2 2

2
2 2

1 1 1 .d X dX d ZM
X X d Zd d

β
ξξ ω

 
⋅ + ⋅ = − ⋅ = −  

 
                                 (27) 

Наконец, задача может быть отдельно выражена в ξ- и ω -координатах следующим обра-
зом: 

2
2

2
1 0,d X dX m X

dd ξ ξξ
+ ⋅ + =                                             (28) 

(0) 0,d X
dξ

=                                                        (29) 

(1) 0,X =                                                           (30) 
2

2
2 0,d Z Z

d
β

ω
− =                                                     (31) 

(0) 0,Z =                                                           (32) 
где 

2 2 .m Mβ=                                                       (33) 

Решая уравнения (28) и (31) с использованием уравнений (29), (30) и (32), получим 

0( ) ( ),nX CJ mξ ξ=                                                  (34) 

( ) sinh( ),nZ Dω β ω=                                                (35) 

где mn  корни J0(x) = 0, βn  собственные значения ( )0 0.nJ Mβ =  Подставляя 

уравнения (34) и (35) в уравнение (26), получим следующее решение уравнения (14): 

0
1

( , ) sinh( ) J ( ).n n n
n

a mφ ξ ω β ω ξ
∞

=
= ∑                                      (36) 

Используя граничное условие (уравнение (18) и условие ортогональности, находим 

1

1 1
2

0 0
0

cosh ( ) ( ) .n n n n na J m d J m d
ξ

β β ξ ξ ξ ξ ξ ξ= ∫ ∫                             (37) 

В решении уравнения (37) постоянная an определяется как 

22

1 1 1 1 12 cosh .n n n n
n na J J J

M M M M
β β β β

ξ ξ β
          = − +                  

           (38) 

Чтобы решить уравнение (19), необходимо использовать следующее разделение 
переменных: 

1 1 1( , , Fo) ( ) ( ) (Fo).X Z Tψ ξ ω ξ ω≡                                      (39) 

Подставив уравнение (39) в уравнение (19) и осуществив перестановку, получим 

2 2 22
2 21 1 1 1 1

2 2 2
1 1 1 1 1

Ve 1 1 1 1 .
FoFo

d T dT d X dX d Z
M

T T d X X d Zd d d
η γ

ξ ξξ ω

 
⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ± ±  

 
        (40) 



Саедодин С., Барфоруш М.С.М. 

 942 

Для данной задачи подходит −η2. Наконец, задача, выраженная в ξ-, ω - и Fo-коорди-
натах, представляется следующим образом: 

2 2 2
1 1 0,d Z d Zω η+ =                                                       (41) 

1(0) 0,Z =                                                                (42) 

1( ) (1) 0,d d Zω =                                                           (43) 
2 2

1 1
12

1 0,
d X dX X

d Md
γ

ξ ξξ
+ ⋅ + =                                                  (44) 

1(0) 0,d X
dξ

=                                                          (45) 

1(1) 0,X =                                                               (46) 

2
2 2 21 1

12Ve ( ) 0,
FoFo

d T dT
T

dd
η γ+ + + =                                          (47) 

1(0) 0.
Fo
d T

d
=                                                          (48) 

Решение уравнений (41), (44) и (47) с помощью уравнений (42), (43), (45), (46) и (48) по-
зволяет записать: 

1( ) sin( ),gZ Aω η ω=                                                    (49) 

1 0( ) ( ),fX BJ
M

γ
ξ ξ=                                                  (50) 

где gη и fγ  это собственные величины для cosηg = 0 и ( )0 0fJ Mγ =  соответственно. 

Для уравнения (47) при 
,

221 4Ve 0
g f

ϑ− >  получаем 

2 , ,Fo (2Ve )
1 , 1 22 2

Fo Fo
(Fo) e sinh cosh ,

2Ve 2Ve
g f g f

g f
k k

T c c−     
= +         

                   (51) 

где                                                           2 2 2
, ;g f g fϑ η γ= +                                                    (52) 

при 
,

221 4Ve 0
g f

ϑ− <  получаем 

2 , ,Fo (2Ve )
1 , 1 22 2

( ) Fo ( ) Fo
(Fo) e sin cos ,

2Ve 2Ve
g f i g f i

g f
k k

T c c−     
= +         

               (53) 

где                                                         
,

22
, 1 4Ve ,

g fg fk ϑ= −                                               (54) 

, ,( ) .g f g f ik i k=                                                    (55) 

Подставив уравнения (51) и (53) в уравнение (48) для исключения 1c  или 2 ,c  получим 

2

2

, ,Fo (2Ve )
,2 2

,
1 , 12

, ,Fo (2Ve )
, ,2 2

,

Fo Fo1e sinh cosh , real
2Ve 2Ve
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( ) Fo ( ) Fo1e sin( ) cos , ( ) .

( ) 2Ve 2Ve

g f g f
g f

g f
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g f i g f i
g f g f i

g f i

k k
k

k
T C

k k
k i k

k

−

−

      + =     
       = 

    + =  
    

  (56) 
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Подставив уравнения (49), (50) и (56) в уравнение (39), получим следующее уравнение 
для ( , , Fo) :ψ ξ ω  

,
2 2

,1 0

,
02 2

1 1

, ,
2

,

FoFo 1( , , Fo) exp sinh
2Ve 2Ve

Fo Focosh sin( ) exp
2Ve 2Ve

( ) Fo ( ) Fo1 sin cosh
( ) 2Ve 2V

F G
g f

fg
g ff g

g f f
g fg

f F g G

g f i g f i

g f i

k
C

k

k
J C

M

k k
k

ψ ξ ω

γ
η ω ξ

= =

∞ ∞

= + = +

   = − +   
    

     + + − ×     
    

  
× +  
  

∑ ∑

∑ ∑

02 sin( ) .
e

f
g J

M

γ
η ω ξ

   
   
   

         (57) 

Используя уравнение (24) и условие ортогональности, находим 
1 1

2

0 0

sinh( )sin( ) sin ( ) .fg f f g gC a d dγ ω η ω ω η ω ω= − ∫ ∫                       (58) 

Наконец, 

2

1 1 1 1 1 2 2
( 1)4 .

(

g
f f f f

fg
g f

C J J J
M M M M

γ γ λ γ
ξ ξ

η γ

          − = − − +           +          
         (59) 

3. Результаты и обсуждение 

Используя разработанный алгоритм решения и основываясь на уравнениях (13), 
(36) и (57), авторы выполнили предварительные численные расчеты температурных 
контуров и профилей для цилиндра, изображенного на рис. 1. Результаты расчетов 
показаны на рис. 2−6. 

 
 

Рис. 2. Распределение температуры с ξ1 = 0,8, Fo = 0,1 и M = 4 при разных числах Вернотта. 
Ve = 0,1 (a), 0,3 (b), 0,6 (c). 
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На рис. 2 показаны распределения температурного поля для трех чисел Вернотта. 
Безразмерное время моделирования составило 0,1, а величины ξ1 и M равнялись соот-
ветственно 0,7 и 4. Видно, что по мере увеличения числа Вернотта цилиндр может иметь 
более высокую температуру. Кроме того, хорошо видны тепловые волны. Из рисунка 
следует, что с ростом числа Вернотта, отражающим уменьшение скорости тепловой 
волны в конкретное безразмерное время, тепловая волна скорее всего не достигнет осе-
вой линии цилиндра, как это показано на рис. 2с. 

На рис. 3 изображено распределение температурного поля для случая теплового 
потока меньшей толщины с ξ1 = 0,9 при тех же значениях остальных параметров, что и 
на рис. 2. Из сравнения фрагментов рис. 2 и 3 видно, что при равных числах Вернотта 
тепловая волна проходит одинаковое расстояние в объекте. Например, тепловая волна 
на рис. 2b и 3b достигает ω = 0,5. Как и ожидалось, увеличение величины ξ1 приводит 
к снижению температуры в цилиндре, что видно при сравнении рис. 2а и 3а. Кроме того, 
можно заметить, что чем меньше число Вернотта, тем быстрее достигается равновесное 
распределение температуры в цилиндре. 

На рис. 4 показано распределение температурного поля при тех же значениях 
параметров, что и на рис. 2, но для более длительного времени, характерного для Fo = 0,5. 
При Ve = 0,6 на рис. 4с явно видна тепловая волна, которая практически затухает при 
Ve = 0,3 (рис. 4b) и объект достигает равновесной температуры. При Ve = 0,6 цилиндру 
требуется больше времени для достижения равновесной температуры. Интересно отме-
тить, что даже при Fo = 0,5 у дна цилиндра наблюдается взаимодействие тепловых волн, 
следовательно, эта часть объекта достигает равновесной температуры позже, чем любая 
другая часть цилиндра. 

 
 
Рис. 3. Эволюция температуры поверхности при ξ1 = 0,9, Fo = 0,1 и M = 4 при разных числах Вернотта. 

Ve = 0,1 (a), 0,3 (b), 0,6 (c). 



Теплофизика и аэромеханика, 2017, том 24, № 6 

 945 

На рис. 5 представлено распределение температурного поля при тех же значениях 
параметров, что и на рис. 2. Число Фурье, которое использовалось при моделировании, 
также равнялось 0,1, но ξ1 и M равнялись 0,7 и 16 соответственно. Как упоминалось 

 
 

Рис. 4. Эволюция температуры поверхности при ξ1 = 0,7, Fo = 0,5 и M = 4 при разных числах Вернотта. 
Ve = 0,1 (a), 0,3 (b), 0,6 (c). 

 
 

Рис. 5. Эволюция температуры поверхности при ξ1 = 0,7, Fo = 0,1 и M = 16 при разных числах Вернотта. 
Ve = 0,1 (a), 0,3 (b), 0,6 (c). 
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ранее, большая величина M указывает на большое значение L или малое значение R. 
При сравнении рис. 2а и 5а видно, что увеличение М приводит к снижению значения 
максимальной температуры. Более того, можно сделать вывод, что по мере увеличения М, 
увеличивается время, необходимое для достижения равновесной температуры. Это про-
исходит из-за того, что по мере увеличения М время, необходимое для достижения теп-
ловой волной другой стороной цилиндра, возрастает. 

На рис. 6 показано распределение температурного поля при тех же значениях па-
раметров, что и на рис. 5, но для М = 36. Полученные данные еще раз подтверждают ре-
зультаты, представленные на рис. 5. Видно, что при значении M, соответствующем 
рис. 6, пиковой температуре, а также тепловой волне требуется больше времени, чтобы 
достичь той же точки на оси ω, чем для значений М, указанных на рис. 4 и 5. Температура 
в некоторых точках цилиндра может быть даже ниже первоначальной температуры 
(см. рис. 6). 

Заключение 

В настоящей работе двумерные гиперболические уравнения теплопроводности ре-
шались аналитически для случая цилиндра с заданным тепловым потоком в качестве 
граничного условия. Установлено, что, чем больше число Вернотта, тем больше времени 
требуется для достижения точки тепловой волной. Также видно, что чем больше число 
Вернотта, тем больше времени требуется для достижения равновесного распределения 
температуры в цилиндре. Другими словами, большее время тепловой релаксации приво-
дит к меньшей скорости тепловой волны и более высокой энергии, поэтому волне требу-
ется больше времени для достижения конкретной точки объекта. Из-за того, что боль-
шее время тепловой релаксации приводит к большей энергии и большему времени су-
ществования тепловой волны, объекту требуется большее время для исчезновения теп-
ловых волн и достижения равновесного распределения температуры. 

 
 

Рис. 6. Эволюция температуры поверхности при ξ1 = 0,7, Fo = 0,1 и M = 36 при разных числах Вернотта. 
Ve = 0,1 (a), 0,3 (b), 0,6 (c). 
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Список обозначений 
A, B, C, D, an, c1, c2, Cfg  постоянные коэффициенты, 
c  удельная теплоемкость, 
Fo  число Фурье, 
q   вектор теплового потока, 
k   теплопроводность, 
L  высота цилиндра, 
R  радиус цилиндра, 
r1  радиус приложения теплового потока, 

Ve  число Вернотта, 
r, z  пространственные координаты, 
S  объемное тепловыделение, 
t  время, 
T  температура, 
T∞  температура окружающей среды, 
Ti  начальная температура, 
M  квадрат отношения высоты к радиусу 
         цилиндра. 

Греческие символы 
α  температуропроводность, 
ρ  массовая плотность, 
∆  дифференциальный оператор Лапласа, 
∆


  оператор градиента, 

τ  время тепловой релаксации, 
θ  безразмерная температура, 
ξ, ω  безразмерные пространственные 
             координаты, 
βn, γf , ηg  собственные значения. 
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