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С помощью развитых ранее авторами методов и подходов получено новое фундаментальное малопара-
метрическое уравнение состояния в виде приведенной функции Гельмгольца для описания термодинамиче-
ских свойств нормальных веществ. Оно позволяет с достаточно высокой точностью, близкой к точности 
эксперимента, описывать термические свойства газа, жидкости и флюида в интервале плотностей от плотности 
в идеально-газовом состоянии до плотности в тройной точке, за исключением критической области. Рассчитаны 
калорические свойства и скорость звука  аргона, азота и диоксида углерода без привлечения каких-либо кало-
рических данных, за исключением энтальпии идеального газа. Полученные значения изохорной теплоемкости, 
скорости звука и других термодинамических свойств хорошо согласуются с экспериментальными (надежными 
табличными) данными. 

Ключевые слова: фундаментальное уравнение, фактор сжимаемости, температура, давление, плотность, 
энтальпия, теплоемкость, скорость звука.  

Введение 

В работах [1−9] в рамках развитого авторами феноменологического подхода были 
получены физически обоснованные полуэмпирические единые (термические и калори-
ческие) уравнения состояния жидкости, газа и флюида для описания термодинамических 
свойств «нормальных» веществ, таких как инертные газы, азот, кислород, диоксид угле-
рода и др. С помощью анализа дифференциальных уравнений термодинамики была ус-
тановлена предпочтительная структура фактора сжимаемости Z = PV/RT и строго пока-
зано, что фактор сжимаемости должен содержать в качестве одного из слагаемых функ-
цию только плотности. В разработанных малопараметрических уравнениях впервые 
удалось строго выполнить классические критические условия практически без потери 
точности описания исходных P-V-T данных, при этом число эмпирических подгоночных 
коэффициентов обычно не превышало 9−10. Эти уравнения позволяют с удовлетвори-
тельной точностью рассчитывать термические и калорические характеристики «нор-
мальных» веществ в интервале от идеально-газового состояния до плотности жидкости 
в тройной точке, при температурах и давлениях, превышающих критические параметры 
соответственно в 2−5 и 5−7 раз (за исключением окрестности критической точки). 
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С помощью дифференциальных уравнений термодинамики из термических урав-
нений состояния были получены регулярные уравнения для расчетов калорических 
характеристик и скорости звука для Ar, N2, CO2 и других веществ, причем для расчета 
калорических характеристик никаких данных кроме энтальпии или теплоемкости веще-
ства в идеально-газовом состоянии по этим свойствам не использовалось. 

В настоящее время принято описывать термодинамические свойства вещества 
с помощью так называемых «фундаментальных» уравнений состояния, которые описы-
вают приведенную функцию Гельмгольца α с независимыми переменными ⎯ темпера-
турой T и плотностью ρ (удельным объемом V) ⎯ следующим образом: 

0 ( , ),r F RT Tα α α ϕ ρ= + = =                                           (1) 

здесь α ⎯ приведенная функция Гельмгольца, α 0 ⎯ приведенная функция Гельмгольца 
идеального газа, α r ⎯ приведенная избыточная функция Гельмгольца, F ⎯ свободная 
энергия Гельмгольца, T ⎯ абсолютная температура, ρ ⎯ плотность, R ⎯ газовая посто-
янная. Уравнение состояния (УС), записанное в такой форме, имеет определенные преиму-
щества по сравнению с УС для фактора сжимаемости Z = Z(T, V), поскольку для расчета 
физических характеристик однокомпонентного вещества по (1) в основном используется 
процедура дифференцирования, в то время как при расчетах этих свойств с помощью 
фактора сжимаемости часто приходится использовать процедуру интегрирования, что 
можно выполнить далеко не всегда. 

Фактор сжимаемости Z P RTρ=  (P ⎯ давление) связан с приведенной избыточ-

ной функцией Гельмгольца α r известным соотношением 
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здесь τ = ТС /T ⎯ приведенная обратная температура, TC ⎯ критическая температура, 
ω = ρ/ρС ⎯ приведенная плотность, ρС ⎯ критическая плотность. Поскольку α  непо-
средственно в опыте не измеряется, то с помощью соотношения (2) может быть найдено 
уравнение для избыточной приведенной функции Гельмгольца α r, если известно урав-
нение для Z = P/ρ RT. 

В работе [6] было строго показано, что уравнение для фактора сжимаемости Z 
должно содержать в качестве одного из слагаемых функцию только плотности: 

( ) ( ) ( )1 2, 1 , .Z T f T fρ ρ ρ= + +                                           (3) 

Уравнение (3) построено так, что при ρ → 0 фактор сжимаемости в случае идеального 
газа Z(T, ρ) → 1, а при T → + ∞, т.е., когда энергией межмолекулярного взаимодействия 
можно пренебречь по сравнению с кинетической энергией молекул, фактор сжимаемо-
сти Z(T, ρ) = 1 + f2(ρ). 

Из уравнений (2), (3) следует, что «правильная» приведенная функция Гельмголь-
ца, так же, как и фактор сжимаемости, должна содержать в качестве одного из слагае-
мых функцию только плотности, т.е. 

α (T, ρ) = α0(T, ρ) + λ (T, ρ) + ψ (ρ);                                       (4) 

этот результат получен, по-видимому, впервые. Функция ψ (ρ) в α (T, ρ), так же, как и 
функция плотности, которая присутствует в уравнении для фактора сжимаемости Z, вы-
бирается из соображений оптимального описания термодинамических характеристик 
вещества; в некоторых случаях функция ψ (ρ) может быть найдена из выражения для 
функции плотности в уравнении для Z путем интегрирования. Следует отметить, что 
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функция только плотности из уравнения для фактора сжимаемости, представленная в ра-
боте [8], при интегрировании соотношения (2) дает очень сложное выражение для ψ (ρ) 
в формуле (4), в связи с чем в настоящей работе предложено новое аппроксимационное 
уравнение для этой функции в соотношении (4). Как показал анализ, качество описания 
термодинамических характеристик однокомпонентных веществ при этом несколько 
улучшилось по сравнению с результатами расчета термодинамических характери-
стик, приведенными в работе [8] (результаты расчетов см. ниже). 

Фундаментальное малопараметрическое уравнение состояния 

Полученное в настоящей работе фундаментальное малопараметрическое уравнение 
состояния для высокоточного описания термодинамических свойств нормальных одно-
компонентных веществ в газовом, жидком и флюидном состояниях (кроме окрестности 
критической точки «жидкость−пар») в приведенных переменных имеет вид: 
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здесь α r(ω, τ) ⎯ избыточная приведенная функция Гельмгольца, Z = P/ρRT ⎯ фактор 
сжимаемости, ZC ⎯ фактор сжимаемости в критической точке, Р ⎯ давление, ρ = 1/V ⎯ 
плотность, V ⎯ удельный объем, ωt = ρtr /ρС ⎯ приведенная плотность в тройной точке, 
ρtr ⎯ плотность в тройной точке. В рассматриваемом уравнении состояния учтено, что 
в соответствии с правилом Филиппова−Тиммерманса ρC /ρ0 = ZC, где ρ0 ⎯ плотность 
жидкости, переохлажденной до абсолютного нуля температуры. 

Уравнение для расчета коэффициентов, входящих в (1) и (5), имеет вид: 

1 .
r

T

P RT αρ ω
ω

⎛ ⎞⎛ ⎞∂⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
                                                (6) 

Все входящие в уравнение (6) переменные ⎯ температура, давление и плотность ⎯ могут 
быть измерены или взяты из справочных таблиц. Единственной характеристикой в урав-
нении (6), которая может быть выражена явно, является давление. В этой связи подго-
ночные коэффициенты, входящие в (5), (6) находились путем минимизации отклонений 
между рассчитанными по (6) и исходными (табличными или экспериментальным) дан-
ными, например, методом наименьших квадратов. 

Поскольку относительная погрешность измерения плотности является единствен-
ной (не считая температуры) более или менее консервативной характеристикой в широ-
ком диапазоне параметров состояния, то при расчете входящих в УС (5), (6) коэффици-
ентов авторы использовали следующее соотношение: 

( ) ( ) ( )
.

T T

P P P
P V V P V V P

ρ
ρ
∆ −∆ −∆

= =
∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅

                                  (7) 

Вначале коэффициенты искомого уравнения находились путем минимизации относитель-
ных отклонений рассчитанных значений давления ∆Р/Р от исходных (табличных или 
надежных экспериментальных) данных; давление рассчитывалось по уравнению (6). 
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Затем каждой точке из числа исходных данных присваивались весовые множители 

( )( ) ,TG P P V V= ∂ ∂ ⋅  обратно пропорциональные знаменателю в уравнении (7), и про-

изводился повторный расчет входящих в (5), (6) коэффициентов методом наименьших 
квадратов. После нахождения коэффициентов искомого уравнения (5) значения плотно-
сти при заданной температуре и давлении рассчитывались из уравнения (6) численным 
методом. Уравнения (5), (6) содержат 10 эмпирических подгоночных коэффициентов. 

Сопоставление результатов вычисления  с экспериментом 
и табличными данными  по термическим свойствам 

Проверка нового фундаментального уравнения состояния (6) проводилась на веще-
ствах, для которых имеются хорошо согласованные экспериментальные данные и эта-
лонные «фундаментальные» уравнения состояния. Подгоночные коэффициенты уравне-
ния (6) для аргона (исходный массив в работе [10] составлял 764 точки), азота (782 точ-
ки, [11]) и диоксида углерода (1118 точек, [12]) находились по методике, описанной вы-
ше. Для расчета приведенной функции Гельмгольца в идеально-газовом состоянии α0 
использовались литературные данные [10−12]. Коэффициенты уравнений (5), (6) для 
аргона, азота и диоксида углерода приведены в таблице, там же даны их критические 
параметры. 

С использованием полученных для каждого вещества индивидуальных коэффици-
ентов по уравнению (6) численным методом рассчитаны значения плотности этих ве-
ществ при заданных значениях температуры и давления. Среднеквадратичные σ и сред-
невзвешенные значения AAD относительных отклонений плотности этих веществ от таб-
личных данных, представленных в работах [10−12], рассчитанные по уравнениям (5), (6) 
в интервале плотностей от 0 до плотности в тройной точке, также приведены в таблице. 
Расчет проведен в следующих диапазонах параметров: для аргона ⎯ при температурах 
до 700 K и давлениях до 25 МПа, для азота ⎯ при температурах до 1250 K и давлениях 
до 25 МПа, для диоксида углерода ⎯ при температурах до 1100 K и давлениях до 50 МПа. 

Таблица  

Константы уравнения (5), критические параметры, средневзвешенное (AAD) 
и среднеквадратичное (σ) отклонения рассчитанных значений плотности 

от табличных данных для аргона, азота и диоксида углерода 

Параметры Аргон Азот Диоксид углерода 
а1 1,011873⋅10−2 8,988599⋅10−3 4,631041⋅10−4 

а2 −1,789609 −2,085863 −2,648234 
а3 −2,318339⋅10−1 −8,480035⋅10−1 −1,711976 
а4 2,302897·10−5 1,83752⋅10−5 1,251449⋅10−4 

а5 −7,784647⋅10−6 −5,41693⋅10−6 −2,192432⋅10−5 

а6 −3,038406⋅10−1 −1,557892⋅10−1 −5,345276⋅10−2 

а7 −1,215442 −1,528775 −1,777818 
а8 4,586828⋅10−2 1,299872⋅10−3 1,620514⋅10−2 

а9 5,680127⋅10−4 2,305337⋅10−3 3,19534⋅10−3 

а10 −3,260034⋅10−5 −6,531567⋅10−5 −1,538026⋅10−4 

AAD, % 0,09 0,12 0,09 
σ, % 0,31 0,67 0,30 
ZC 0,289499 0,289388 0,274586 
ωtr 2,645202 2,768023 2,520381 

TC, K 150,687 126,192 304,1282 
PC, МПа 4,863 3,3958 7,3773 
ρC, кг/м3 535,6 313,3 467,6 
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Как показали расчеты, отклонения рассчитанных по (5), (6) значений плотности этих 
веществ от табличных данных из работ [10−12] в основном не превышают расхождений 
между экспериментальными данными разных авторов; сопоставление результатов 
измерений плотности, полученных разными авторами, также приведено в работах [10−12]. 
Результаты, представленные в таблице, свидетельствуют о том, что уравнение (5) соот-
ветствует требованиям, предъявляемым к уравнениям состояния для инженерных рас-
четов, указанных в работе [13]: (∆ρ/ρ) ≤ 0,2 % при P ≤ 30 МПа, (∆ρ/ρ) = 0,5 % при 
Р > 30 МПа и (∆Р/Р) ≤ 0,2 % в расширенной критической области. 

Остановимся более детально только на результатах расчета с помощью предло-
женного уравнения (5) термодинамических свойств диоксида углерода [12]. На рис. 1 
приведены результаты сопоставления рассчитанных по (5), (6) значений плотности 
диоксида углерода с «эталонными» табличными данными [12] при заданных температуре 
и давлении; там же результаты расчета плотности из работы [8] сопоставлены c таблич-
ными данными работы [12]. Как видно из рисунка и таблицы, расхождения между рас-
считанными в настоящей работе и табличными данными [12] в основном не превышают 
0,2−0,3 %, причем отклонение рассчитанных по новому уравнению значений плотности 
от данных из работы [12] заметно меньше, чем отклонение значений плотности, рассчи-
танных в [8], от табличных данных [12]. Заметим, что уравнение состояния для расчета 
термодинамических свойств диоксида углерода получено в работе [12] путем совмест-
ной обработки разнородных экспериментальных данных различных авторов по плотно-
сти, энтальпии, изобарной и изохорной теплоемкости и других термодинамических 
характеристик; полученное в [12] эмпирическое уравнение содержит 185 эмпирических 
подгоночных коэффициентов. Следует отметить, что расхождения между рассчитанными 
по (5), (6) и табличными значениями плотности СО2 [12] в основном не превышают рас-
хождений между табличными данными и экспериментальными значениями плотности, 
определенными в работах разных авторов; обзор экспериментальных результатов изме-
рения плотности СО2 приведен в работе [12]. В качестве примера на рис. 2 представлены 
отклонения рассчитанных по (5), (6) значений плотности СО2 от экспериментальных 
данных [14]; заметим, что экспериментальные данные по плотности СО2 в работе [14] 

 
 

Рис. 1. Отклонение (100⋅∆ρ /ρ = 100(ρexp − ρcalc )/ρexp ) рассчитанных значений 
плотности диоксида углерода от табличных данных [12]. 

1 ⎯ данные, полученные по модернизированному уравнению (5),  
2 ⎯ данные, полученные по уравнению из работы [8]. 
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были получены через несколько лет после выхода работы [12]. Для расчета коэффици-
ентов в (5), (6) экспериментальные данные [14] не привлекались. Как видно из рис. 2, рас-
хождения между рассчитанными по уравнению (5) и экспериментальными данными [14] не 
превышают 0,2−0,3 %, за исключением данных в околокритической области. 

Аналогичные результаты получены при помощи фундаментального уравнения состоя-
ния (5) для расчета плотности аргона (в качестве исходных данных для анализа исполь-
зовались табличные данные из работы [10]) и азота (использовались исходные данные 
для расчета из работы [11]). 

Расчет калорических свойств и скорости звука 

Известно, что с помощью дифференциальных уравнений термодинамики по фун-
даментальному уравнению состояния (5) могут быть рассчитаны такие калорические 
свойства веществ, как энтальпия, энтропия, изохорная и изобарная теплоемкости и другие. 
Однако далеко не каждое уравнение состояния, удовлетворительно описывающее зави-
симость плотности от температуры и давления в широком диапазоне параметров состоя-
ния, позволяет рассчитывать калорические свойства веществ с приемлемой точностью. 
Поэтому обычно для расчета эмпирических коэффициентов, входящих в искомое урав-
нение состояния, в качестве исходных используют данные по совокупности термических 
и калорических характеристик того или иного вещества. 

Как показали проведенные расчеты, с помощью уравнения (5), коэффициенты ко-
торого рассчитаны только по P-ρ -T данным, можно вычислить с приемлемой точностью 
ряд калорических характеристик однокомпонентного вещества, если известны калори-
ческие свойства вещества в идеально-газовом состоянии 0α  (см. работы [10−12]). Кало-
рические свойства аргона, азота и диоксида углерода рассчитывались из фундаменталь-
ного уравнения состояния (5) с помощью известных соотношений термодинамики 
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Рис 2. Отклонение (100⋅∆ρ /ρ = 100(ρexp − ρcalc )/ρexp ) рассчитанных по уравнению (5) значений 
плотности диоксида углерода от экспериментальных данных [14]  на различных изотермах. 

240 (1), 260 (2), 280 (3), 300 (4), 313 (5), 323,15 (6), 330 (7), 340 (8), 360 (9), 
390 (10), 430 (11), 470 (12) K. 
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здесь Н ⎯ энтальпия, CV ⎯ изохорная теплоемкость, CP ⎯ изобарная теплоемкость,  
w ⎯ скорость звука, U ⎯ внутренняя энергия, S ⎯ энтропия, G ⎯ энергия Гиббса. 

Проведенные авторами расчеты калорических свойств аргона, азота и диоксида 
углерода показали, что рассчитанные по уравнениям (5)−(14) значения согласуются 
с табличными данными в основном в пределах оцененной погрешности табличных и экспе-
риментальных данных (см. [10−12]), за исключением околокритической области. Подчерк-
нем, что численные значения коэффициентов в «фундаментальных» УС в работах [10−12] 
были получены в результате совместной обработки разнородных ⎯ калорических и терми-
ческих ⎯ экспериментальных данных, в то время как расчет калорических свойств в на-
стоящей работе проводился без привлечения каких-либо калорических данных, за исклю-
чением энтальпии идеального газа. 

Как известно, наиболее чувствительной характеристикой к «качеству» термического 
уравнения состояния (5), которое является исходным для получения уравнений для рас-
чета других термодинамических свойств вещества, является скорость звука. К сожале-
нию, экспериментальных данных по равновесной скорости звука диоксида углерода 
в литературе очень мало. Значительная часть существующих работ посвящена изучению 
дисперсии скорости звука в СО2. К тому же имеющиеся данные получены в разных об-
ластях термодинамической поверхности, что затрудняет возможность сопоставления  
результатов измерений разных авторов. В тех случаях, когда измерения скорости звука 
проведены в пересекающихся областях параметров состояния, можно констатировать, 
что расхождения между экспериментальными данными разных авторов значительно 
превышают заявленные этими авторами погрешности эксперимента. Выявление причин 
такого расхождения требует специального анализа. 

На рис. 3, 4 приведены результаты сопоставления рассчитанных по уравнениям (5), 
(11) значений скорости звука с экспериментальными данными, полученными в работах 
[15−17], (см. также анализ экспериментальных данных в работах [12, 18]. Из рисунков 
видно, что рассчитанные по соотношениям (5), (9) значения скорости звука удовлетво-
рительно согласуются с экспериментальными данными в широком интервале темпера-
тур и давлений в газе, жидкости и флюиде. Расхождения между этими данными в газо-
вой области (рис. 4) не превышают 0,3−0,5 % и существенно возрастают в критической 
области, особенно при приближении к линии насыщения со стороны жидкой фазы. 
Однако в этой области существенно возрастают и экспериментальные погрешности 
измерения скорости звука (см. работы [12, 15−18]). 
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При расчете равновесной скорости звука в диоксиде углерода по формулам (5), (11) 
не использовалось никаких экспериментальных данных по скорости звука и калориче-
ским свойствам веществ, за исключением калорических свойств в идеально-газовом со-
стоянии. Так же, как и в случае расчета калорических характеристик, коэффициенты 
уравнения (5) рассчитаны по термическим данным в интервале давлений до 50 МПа, 
а скорость звука по (5), (11) рассчитана до 100 МПа. 

На рис. 5 сопоставлены результаты расчета по уравнениям (5), (9) изохорной тепло-
емкости диоксида углерода с экспериментальными данными [19−21]. При расчете по 
уравнению (9) экспериментальные данные по CV не использовались. Так же, как и скорость 
звука, изохорная теплоемкость является сравнительно малоизученной характеристикой 
вещества, что видно из сопоставления экспериментальных данных разных авторов 
(см. рис. 5), разность между ними достигает (7−9) %. Как видно из рис. 5, отклонения 

 
 

Рис 3. Сопоставление рассчитанных по уравнениям (5), (11) значений скорости звука 
в диоксиде углерода  с экспериментальными данными  на изотермах. 

Данные работ: [15] ⎯ 1, [16] ⎯ 2, [17] ⎯ 3; 4 ⎯ расчет по уравнениям (5), (11) (при наличии 10 коэффициентов), 
5 ⎯ расчет по формулам  из работы [12], 6 ⎯ расчет по формулам  из работы [8]; 
коэффициенты уравнения (5)  и  коэффициенты, используемые  в работе [8], 

найдены  по табличным данным  работы [12]  при давлениях до 50 МПа (отмечено штрихпунктирной чертой). 

 
 
Рис 4. Сопоставление рассчитанных по уравнениям (5), (11) значений скорости звука в диоксиде 
углерода  с экспериментальными данными  на изотермах 25, 50, 75,100, 125 и 150 °С (см. рис. 3). 

Данные работ: [15] ⎯ 1, [16] ⎯ 2, [17] ⎯ 3; разные символы на рисунке 
соответствуют различным температурам, указанным выше; коэффициенты уравнения (5) найдены 

по табличным P-ρ -T данным работы [12] при давлениях до 50 МПа (отмечено штрихпунктирной чертой). 
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рассчитанных по формулам (5), (9) значений изохорной теплоемкости от эксперимен-
тальных данных [19−21] оказались меньше, чем расхождения между этими эксперимен-
тальными данными. 

Аналогичные результаты были достигнуты и при расчете с помощью разработан-
ных уравнений других термодинамических свойств аргона, азота и диоксида углерода. 
Детальный анализ полученных результатов выходит за рамки настоящей работы. 

Заключение 

В рамках развитого ранее феноменологического подхода (см., например, работы [4, 9]) 
разработано фундаментальное уравнение состояния (5) для описания термических ха-
рактеристик «нормальных» веществ. В настоящей работе проведен расчет ряда термо-
динамических характеристик аргона, азота и диоксида углерода, более подробный ана-
лиз полученных результатов приведен для диоксида углерода. Эмпирические коэффици-
енты в уравнениях (5), (6) рассчитаны путем обработки табличных P-ρ -T данных 
[10−12]. Уравнение состояния (5) описывает термические свойства газа, жидкости и 
флюида в основном в пределах погрешности экспериментальных данных и не уступает по 
точности описания этих данных известному инженерному уравнению, представленному 
в работе [13]. С помощью известных дифференциальных уравнений термодинамики 
с использованием соотношения (5) рассчитаны калорические свойства и скорость звука 
для Ar, N2 и CO2. Расхождения между рассчитанными и табличными [10−12] калориче-
скими данными (в частности, изохорной теплоемкости) и данными по скорости звука 
в основном не превышают экспериментальных погрешностей. Для расчета калорических 
свойств нормальных веществ и скорости звука авторами не использовались никакие 
калорические данные, кроме энтальпии идеального газа. 
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