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При разработке эффективной экономической стратегии развития пред-
приятия необходимы всесторонний анализ и учет не только возможностей 
в области технологии производства, но и совершенствование управленче-
ской деятельности предприятия путем организационно-управленческих 
нововведений. Эффективность деятельности предприятия в значительной 
мере зависит от степени активизации взаимодействия с другими предпри-
ятиями отрасли, которые могут быть весьма разнообразными.

Одной из форм взаимодействия является взаимовыгодный обмен име-
ющимися у предприятий производственными ресурсами или совместное их 
использование, причем термин «обмен» здесь имеет широкое толкование. 
В частности, обменом ресурсов считается использование оборудования 
предприятия-партнера взамен на предоставление возможности использо-
вания необходимого ему другого оборудования.

Другой формой взаимодействия предприятий является взаимовыгодное 
сотрудничество предприятий при производстве продукции путем вложения 
на договорных условиях некоторой части денежных средств в производство 
другого предприятия, выпускающего более рентабельную продукцию, что 
приводит к получению дополнительной прибыли, которая распределяется 
между фирмами-партнерами на обоюдовыгодных условиях, предусмотрен-
ных предварительным соглашением. В выигрыше оказываются каждый из 
участников сотрудничества [9, 10, 12, 13].

В данной статье рассматриваются вопросы математического моделиро-
вания процессов обмена ресурсами между предприятиями при оптимизации 
производства, построения и изучения свойств, введенных в рассмотрение 
функций спроса и предложения в зависимости от нормы обмена, а также 
опирающийся на эти функции метод поиска взаимовыгодного равновесно-
го обмена ресурсами.

Математическое моделирование таких процессов приводит к трудным 
математическим задачам нелинейной оптимизации и проблеме поиска рав-
новесия в условиях множественности спроса и предложения, обусловленно-
го наличием различных технологий производства.

В экономической литературе описание процесса обмена товарами, ре-
сурсами или услугами между субъектами сопровождается ящиком Эджуор-
та. Количественное определение положения равновесия при обмене обыч-
но находится в задачах, где участники обмена осуществляют свой выбор на 
основе хорошо изученных классических функций полезности, обладающих 
хорошими свойствами. Для них в аналитической форме найдены простые 
однозначные функции спроса и предложения в зависимости от цен и доходов.

Проблема количественного определения равновесия при многопродук-
товом производстве и обмене ресурсами в ситуации, когда однозначного 
спроса на них нет, может быть преодолена благодаря ее специфической 
особенности. В рассматриваемой ситуации участниками обмена являются 
фирмы, производящие различные продукты с помощью линейных техно-
логий, которые с целью повышения прибыли заинтересованы в обмене 
имеющимися у них ресурсами на взаимовыгодных условиях. Эффектив-
ность деятельности фирмы оценивается величиной получаемой ею при-
были, включающей и ту дополнительную прибыль, которая может быть 
получена за счет перераспределения ресурсов в результате обмена.
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Рассмотрим задачу оптимизации производства на предприятиях с уче-
том возможного взаимовыгодного обмена их производственными ресурса-
ми. Для этого к технологиям производства продуктов в модели предприятий 
добавляются возможные способы обмена ресурсами по коэффициентам 
(нормам) обмена, которые заранее неизвестны и являются искомыми вели-
чинами. Выгодные для предприятия способы обмена находятся с помощью 
коэффициентов технологической нормы замещения ресурсов на предпри-
ятиях. Такое расширение моделей приводит к тому, что наряду с неизвест-
ными объемами продуктов в моделях с обменом появляются переменные 
спроса и предложения ресурсов при их обмене по нормам, подлежащим 
определению.

Зависимость чистого спроса и предложения ресурса от нормы обмена 
выражается кусочной дробно-линейной функцией, а ее график представ-
ляет собой своеобразную лесенку, составленную из чередующихся верти-
кальных прямых ступенек с криволинейными ступеньками, являющимися 
участками ветвей некоторых гипербол. Равновесие определяется точкой 
пересечения таких ступенчатых кривых линий спроса и предложения.

Рассмотрим два предприятия и их задачи оптимизации производства 
сначала без обмена ресурсами:

 max{PX|AX ≤ a, X ≥ 0}, (I)

 max{pY|BY ≤ b, Y ≥ 0}, (II)

P, p – векторы цен на производимые продукты,
A(2×n), B(2×m) – технологические матрицы затрат ресурсов,
a, b – векторы объемов имеющихся у предприятий собственных ресур-

сов.
Пусть оба предприятия автономно на собственных ресурсах решили 

свои задачи по оптимизации производства, в результате чего определили 
объемы выпуска продукции и ожидаемые доходы. Одновременно найде-
ны и оптимальные двойственные оценки  u1

*  и  u2
*   ресурсов предприятия 1 и 

оценки  w1
*  и  w2

*  ресурсов предприятия 2.
С помощью этих оценок определим предельные технологические нор-

мы замещения первого ресурса вторым в точках оптимума: MRTS12 =  = 

= a0 для предприятия 1 и MRTS12 =  = b0 для предприятия 2.

Будем считать a0 > b0. Покажем, что в этом случае предприятию 1 вы-
годен обмен второго ресурса на первый, а предприятию 2 выгоден обмен 
первого ресурса на второй по коэффициенту (норме) обмена e12, если 
b0 < e12 < a0. Величина e12 показывает количество второго ресурса при обме-
не его на 1 ед. первого ресурса.

Перейдем к задачам I(e12) и II(e12), полученным из автономных задач I и 
II добавлением способов обмена ресурсами по норме e12:

Задача I(e12) Задача II(e12)
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d – спрос на первый ресурс, s – предложение первого ресурса,
e12d – предложение второго ресурса 
предприятия 1 взамен первого.

e12s – спрос на второй ресурс пред-
приятия 2.

Задача I(e12) получена добавлением к технологиям производства 

 способа обмена , а в задаче II (e12) к технологиям 

 добавлен способ обмена . При e12 < a0 использование 

добавленного способа обмена E12 выгодно для предприятия 1. Формально 
это вытекает из того, что

  если  e12 < a0 .

Выгоден обмен первого ресурса на второй по норме e12 и предприятию 
2, если b0 < e12 , так как

  если  b0 < e12 .

Возьмем какое-либо значение нормы обмена e12 в промежутке [b0, a0] 
и решим задачи I(e12) и II(e12). Обозначим оптимальные значения перемен-
ных d и s через d * = d(e12) и s* = s(e12).

Задача оптимизации производства предприятий с учетом взаимовы-
годного обмена ресурсами сводится к поиску равновесия при обмене, т.е. в 
нахождении такой нормы обмена ẽ12, при которой d(ẽ12) = s(ẽ12). Равенство 
спроса и предложения для второго ресурса достигается автоматически.

построение и анализ функций чистого спроса d(e12) и предложения s(e12). 
При отыскании равновесия в процессе обмена ресурсами будем опираться 
на функцию спроса d(e12) на первый ресурс предприятия 1 и функцию пред-
ложения s(e12) этого ресурса предприятия 2. Поэтому выясним характерные 
особенности таких функций и покажем способ их нахождения.

Пусть при некотором фиксированном значении нормы обмена e12 оп-

тимум задачи I(e12) определяется технологией  и способом обме-

на . Рассмотрим соответствующую базисной матрице  

прямую систему уравнений:

 

Теоретические поиски и предложения
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откуда

  (1)

где r1
j
2 – относительная норма потребления второго ресурса, показываю-

щая, сколько потребляется второго ресурса на единицу первого ресурса по 
технологии j.

Найдем оптимальные двойственные оценки ресурсов из системы:

 

  (2)

При некоторых значениях e12 в задаче I(e12) могут быть не одна, а не-
сколько оптимальных технологий, отличающихся относительной нормой 
потребления  r1

j
2 . В этом случае спрос на ресурс будет множественным.

Рассмотрим формулу (1) для определения спроса d(e12) при фиксирован-
ном значении e12 с изменяющейся непрерывно относительной нормой по-
требления r12, т.е. d(r12) = (a2 – r12a1)/(e12 + r12). Производная по параметру r12 
этой функции равна

  .

Следовательно, спрос на первый ресурс снижается при увеличении r12 и 
растет при уменьшении r12 .

Поэтому нижняя граница для величины спроса первого ресурса d(e12) в 
случае не единственности оптимальных технологий определяется по тех-
нологии с наименьшей относительной нормой потребления первого ре-
сурса, а верхняя граница d(e12) по технологии с наибольшей относительной 
нормой потребления первого ресурса. Промежуточный спрос на отрезке 
D(e12) = [d(e12), d(e12)] отвечает смешанной технологии.

Показано, что функция спроса d(e12) строго монотонно убывает в интер-
вале устойчивости оптимального базиса, т.е. с увеличением нормы e12 спрос 
на первый ресурс снижается, поэтому существует обратная к ней функция, 
которая определяется дробно-линейной функцией

  (3)

и по величине спроса можно однозначно определить соответствующую 
ему норму обмена.

Отметим, что при увеличении нормы обмена e12 эффективность 1 ед. 

второго ресурса, равная  снижается и предприятие 1 

переходит к технологиям производства с меньшим относительным потре-
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блением второго ресурса, высвобождая тем самым в большем количестве 
второй ресурс для обмена его на первый. При уменьшении e12, наоборот, эф-
фективность обмена снижается, и предприятие 1 переходит на технологии с 
большей относительной нормой потребления второго ресурса, снижая тем 
самым спрос на первый ресурс.

Функция спроса на первый ресурс d(e12) является кусочной дробно-ли-
нейной функцией. Ее график представляет собой ниспадающую ступенча-
то-гиперболическую линию при увеличении e12. Ее криволинейные ступени 
являются кусками гипербол, а вертикальные отрезки между кусками ги-
пербол соответствуют множественному спросу. Чем левее гиперболиче-
ский кусок линии спроса, тем он выше, тем ближе от начала координат от-
стоит вертикальная асимптота e12 = – r1

j
2  соответствующей ему гиперболы 

и тем больше коэффициент ее растяжения kj = a2 – r1
j
2 a1. Это означает, что 

вышележащие куски гипербол круче нижележащих.
Рассмотрим задачу II(e12) второго предприятия, предлагающего первый 

ресурс в обмен на второй. Пусть при некотором значении e12 оптимальная 

базисная матрица равна . Найдем соответствующие этому бази-

су функцию спроса и двойственные оценки ресурсов.
Из прямой системы

 

находим

  (4)

а из двойственной системы

 

получаем оценки

  (5)

В случае не единственности оптимальных технологий в задаче II(e12) 
имеет место множественность предложения S(e12). Заменив в формуле 
(4) r1

k
2      непрерывной величиной r12, получим функцию s(r12) = (r12b1 – b2)/ 

(e12 + r12).
Производная sr′12 = (b1 e12 + b2)/ (e12 + r12)

2 > 0, поэтому предложение сни-
жается при уменьшении r12 и растет при увеличении r12 .

Следовательно, наименьшее предложение первого ресурса s(e12) соот-
ветствует оптимальной технологии с наименьшим относительным потре-
блением второго ресурса r12 , а наибольшее предложение s(e12) первого 
ресурса определяется оптимальной технологией с наибольшим относи-
тельным потреблением второго ресурса. Промежуточное предложение на 
отрезке S(e12) = [s(e12), s(e12)] относится к выпуклой линейной комбинации 
двух таких крайних технологий.

Теоретические поиски и предложения
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Формула (5) определяет предложение s(e12) предприятия 2 при измене-
нии нормы обмена e12 в интервале устойчивости оптимального базиса по па-
раметру e12. График функции s(e12) представляет собой ниспадающий вниз 
кусок гиперболы, как график функции спроса предприятия 1. Вся функция 
предложения при изменении e12 в промежутке [b0, a0] является кусочной 
дробно-линейной функцией, а ее график состоит из кусков гипербол и вер-
тикальных отрезков, отображающих множественное предложение на гра-
ницах интервалов устойчивости оптимальных технологий.

Существенное отличие рассматриваемых функций спроса и предложе-
ния состоит в том, что функция спроса является монотонно убывающей на 
всем отрезке [b0, a0], а функция предложения нет. Если для заданной вели-
чины спроса d однозначно можно определить соответствующую ей норму 
обмена, то одной и той же величине предложения может отвечать не един-
ственная норма обмена.

нахождение взаимовыгодного равновесного обмена ресурсами. Все 
указанные выше свойства функций спроса и предложения лежат в основе 
предлагаемого метода нахождения взаимовыгодного равновесного обмена 
ресурсами между предприятиями, суть которого состоит в следующем:

– предприятие, предъявляющее спрос на ресурс, предлагает норму об-
мена, т.е. указывает, сколько единиц имеющегося у него другого ресурса 
оно готово отдать взамен на единицу запрашиваемого ресурса,

– предприятие-партнер по взаимовыгодному обмену рассчитывает пред-
ложение по запрашиваемому ресурсу, определяемому по указанной норме 
обмена, руководствуясь критерием максимизации своего дохода.

Процесс такого согласования заканчивается достижением неподвижной 
точки, т.е. получением равновесной нормы обмена, спроса и предложения.

Первоначальная норма обмена может быть выбрана произвольно из 
промежутка [b0, a0], а на последующих шагах переговорного процесса нор-
ма обмена определяется с учетом сделанного предложения. Предлагае-
мая норма обмена должна обеспечивать получение максимального дохода 
предприятию при равенстве спроса на запрашиваемый ресурс сделанному 
предложению партнером по обмену. Такой итеративный процесс приводит 
к неподвижной точке, определяющей взаимовыгодный обмен и равновесие.

Ниже на условных данных двух предприятий построим графоаналити-
ческим способом функции спроса и предложения ресурсов в зависимости 
от нормы обмена, продемонстрируем отмеченные их свойства и найдем 
оптимальные решения задач предприятий по описанному выше методу 
(табл. 1, 2).

Таблица 1
исходные данные по предприятию 1

Таблица 2
исходные данные по предприятию 2

Цена продукта 10 7 10 Объем 
ресурса

Цена продукта 11 19 10 14 Объем 
ресурса

Технологии 1 1 2 50 Технологии 3 2 1 1 200
4 1 1 170 1 3 2 3 30

Обозначим через x1, x2, x3 – объемы выпуска продуктов на предпри-
ятии 1, d – величину спроса предприятия 1 на первый ресурс, e12 – норму 
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обмена второго ресурса на единицу первого, а через u1, u2 – двойственные 
оценки ресурсов и выпишем по данным табл. 1 исходную и двойственную 
задачи предприятия 1.

Исходная задача I(e12): Двойственная задача I′(e12):

Проведем параметрический анализ двойственной задачи I′(e12) графи-
ческим способом. На рисунке показана ОДР(e12) задачи I′(e12), нормаль к 
линиям уровня целевой функции и линия уровня, проходящая через начало 
координат.

Если рассмотреть автономную задачу I, где нет переменной спроса d, и 
соответствующую ей двойственную задачу, то точкой минимума в такой за-
даче будет вершина C = (6,1), а минимальное значение двойственной функ-
ции равно 50 · 6 + 170 · 1 = 470. Это максимальный доход предприятия 1, 
который может быть получен без обмена с использованием собственных 
ресурсов.

Он достигается при следующих объемах выпуска продуктов: x1 = 40, 
x2 = 10, x3 = 0; доход = 10 · 40 + 7 · 10 = 470.

Предельная технологическая норма замещения первого ресурса вто-

рым в точке оптимума C равна . Поэтому для предпри-

Геометрическая интерпретация задачи I′(e12)

Теоретические поиски и предложения
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ятия 1 выгоден обмен второго ресурса на первый только в том случае, если 
за единицу приобретаемого первого ресурса оно будет отдавать меньше 6 
единиц второго, т.е. при норме обмена e12 < 6.

Если, начиная с e12 = 6 норма обмена уменьшается, то линия обмена (Е) 
будет поворачиваться влево. Точка минимума двойственной задачи будет 
находиться на пересечении линии обмена (Е) с ломаной линией АВС и сме-
щаться по ней вверх и влево, начиная с вершины C = (6,1) сначала по от-
резку CB до вершины В = (3,4) ломаной, а затем по отрезку ВА вплоть до 
вершины A = (0,10) при e12 = 0.

На графике видно, что при e12 = 6 оптимальными технологиями явля-
ются первая и вторая технологии, а так как такая норма обмена совпадает 
с предельной нормой технологического замещения ресурсов MRTS12 , то 
обмен по этой норме второго ресурса на первый не изменит величину до-
хода. Однако обмен по такой норме приведет к необходимости увеличения 
объема потребления первого ресурса с одновременным уменьшением по-
требления второго, что может происходить при увеличении выпуска вто-
рого продукта и снижении выпуска первого, так как относительная норма 
потребления первого ресурса при производстве второго продукта больше, 
чем при выпуске первого:

  .

Максимальный спрос на первый ресурс становится в момент прекраще-
ния выпуска первого продукта. Как только коэффициент обмена станет 
чуть меньше 6, оптимальной останется единственная вторая технология, 
причем с уменьшением нормы обмена спрос на первый ресурс увеличива-
ется. Одновременно увеличивается и доход.

При норме обмена e12 = 0,75 точкой минимума становится вершина B, 
которая находится на пересечении второй и третьей граничных прямых 
линий, т.е. оптимальной наряду со второй технологией становится третья 

технология, которая вытесняет вторую, так как 

При e12 < 0,75 остается оптимальной третья технология вплоть до e12 = 0.
Параметрический анализ показал, что с уменьшением нормы обмена e12 

спрос на первый ресурс увеличивается с одновременным ростом дохода.
При совпадении нормы обмена с предельной нормой технологическо-

го замещения ресурсов имеет место множественный спрос, обусловленный 
множественностью оптимальных технологий.

Определим теперь с помощью найденных оптимальных технологий 
функцию спроса в зависимости от нормы обмена. Так как при изменении 
нормы обмена в интервале (0,75; 6) спрос определяется единственной вто-
рой технологией, то для нахождения его величины необходимо решить си-
стему уравнений:
 x2 – d = 50,

 x2 + e12d = 170, 
откуда
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При e12 ∈ (0; 0,75) величина спроса определяется третьей технологией, 
поэтому она удовлетворяет системе уравнений:
 x3 – 2d = 50,

 x3 + e12d = 170, 
откуда

  

При e12 = 6 нижняя граница множественного спроса определяется ав-
тономным решением и равна d(6) = 0, а верхняя граница определяется по 
формуле d(6) = 120/(6 + 1) = 17, т.е. промежуток изменения множественного 
спроса равен D(6) = [0, 17].

Наименьший спрос при e12 = 0,75 равен d(0,75) = 120/(0,75 + 1) = 69, а 
наибольший d(0,75) = 145/(0,75 + 0,5) = 116. Следовательно, промежуток из-
менения спроса равен D(0,75) = [69, 116].

Найденную зависимость спроса от нормы обмена представим в табл. 3.

Таблица 3
зависимость спроса предприятия 1на первый ресурс от нормы обмена

Норма обмена 6 6 > e12 > 0,75 0,75 0,75 > e12 ≥ 0
Оптимальные технологии 1,2 2 2,3 3
Спрос [0, 17] 120

e12 + 1
[69, 116] 145

e12 + 0,5

Так как функция спроса d(e12) монотонно убывающая функция, то она 
имеет обратную, т.е. по величине спроса можно однозначно определить со-
ответствующую ей норму обмена.

Так как дальше в процессе поиска равновесного обмена обратная функ-
ция e12 (d) потребуется, то представим ее в табл. 4.

Таблица 4
зависимость нормы обмена от величины спроса для предприятия 1

Спрос [0, 17] (17,69) [69, 116] (116,290)
Оптимальные технологии 1,2 2 2,3 3

Норма обмена 6 0,75

Выпишем по табл. 2 задачу предприятия 2, которое по предлагаемой 
норме обмена e12 определяет предложение первого ресурса

Задача II(e12)

Теоретические поиски и предложения



326 Вестник НГУЭУ • 2015 • № 1

Неизвестными являются объемы выпусков продуктов yi, предложение 
первого ресурса s. Автономное решение задачи: y1 = 40, y2 = 0, y3 = 0, y4 = 0, 
доход = 400, оценки ресурсов равны w1

* = 0, w2
* = 10. Предельная норма тех-

нологического замещения первого ресурса вторым равна  и 

предприятие 2 заинтересовано в обмене первого ресурса на второй. Равно-
весная норма обмена ẽ12 находится на отрезке [0, 6].

Равновесие будем находить по описанному выше алгоритму.
Пусть предприятие 1 первоначально предложило норму обмена e12 = 3. 

Покажем, как в этом случае будет проходить переговорный процесс по-
следовательного приближения к равновесному обмену ресурсами, который 
существенно увеличит доходы обоих предприятий.

Итерация 1: предприятие 2, решив задачу I(3), находит предложение 
первого ресурса s(3) = 76;

предприятие 1 по табл. 4 находит, что спрос d = 76 определяется второй 
и третьей его технологиями и соответствует норме обмена e12 = 0,75.

Итерация 2: предприятие 2, решив задачу II(0,75), находит предложение 
s(0,75) = 138;

предприятие 1 находит, что его спрос на первый ресурс d = 138 определя-

ется третьей технологией и соответствует норме обмена .

Итерация 3: предприятие 2, решив задачу II(0,55) находит предложение 
s(0,55) = 149;

предприятие 1 из табл. 4 находит, что спрос d = 149 соответствует тре-

тьей технологии и норме обмена .

Итерация 4: предприятие 2, решив задачу II(0,47), находит предложение 
s(0,47) = 154;

предприятие 1 определяет с помощью третьей технологии норму обме-

на .

Далее приводим численные результаты еще трех итераций, начи-
ная с четвертой: 5) s(0,44) = 156; e12 = 0,429; 6) s(0,429) = 156,4; e12 = 0,427; 
7) s(0,427) = 156,6; e12 = 0,426.

Таким образом, практически достигнута неподвижная точка, определя-
ющая равновесную норму обмена ẽ12 = 0,426 и равновесные спрос и пред-
ложение .

Равновесные чистые спрос и предложение по второму ресурсу равны 
0,426 · 156,6 = 66,7.

Валовые объемы ресурсов после обмена для предприятия 1 определяют-
ся вектором ã = (206,6; 103,3), а для предприятия 2 вектором = (53,4;106,9).

Если решить задачи предприятий с полученными после обмена объ-
емами ресурсами, то получим такие результаты: для предприятия 1 доход 
увеличился до 1033, что превышает доход до обмена, равный 470, на 120 %; 
для предприятия 2 доход увеличился до 801, что больше дохода до обмена, 
равного 400, на 100 %.
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