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В данной статье представлена двухсеточная схема для полулинейного параболического интегро-
дифференциального уравнения с использованием нового смешанного метода конечных элементов. Гра-
диент в методе принадлежит пространству квадратично интегрируемых функций, а не классическому
пространству H(div; Ω). Скорость и давление аппроксимируются парой P 2

0 –P1, которая удовлетворяет
условию inf–sup. Вначале мы решаем исходную нелинейную задачу на грубой сетке нашей двухсеточной
схемы. Затем для линеаризации дискретизованных уравнений мы дважды используем ньютоновскую
итерацию на мелкой сетке. Показано, что алгоритм помогает достичь асимптотически оптимальной ап-
проксимации, когда размеры сеток удовлетворяют соотношению h = O(H6| lnH|2). В результате решение
такого большого класса нелинейных уравнений не намного сложнее, чем решение одного линеаризован-
ного уравнения. Представлен численный эксперимент для подтверждения теоретических результатов
двухсеточного метода.
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In this paper, we present a two-grid scheme for a semilinear parabolic integro-differential equation using
a new mixed finite element method. The gradient for the method belongs to the space of square integrable
functions instead of the classical H(div; Ω) space. The velocity and the pressure are approximated by a P 2

0 –P1

pair which satisfies an inf-sup condition. Firstly, we solve the original nonlinear problem on the coarse grid
in our two-grid scheme. Then, to linearize the discretized equations, we use Newton’s iteration on the fine
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grid twice. It is shown that the algorithm can achieve an asymptotically optimal approximation as long as
the mesh sizes satisfy h = O(H6|lnH|2). As a result, solving such a large class of nonlinear equations will not
be much more difficult than solving one linearized equation. Finally, a numerical experiment is provided to
verify the theoretical results of the two-grid method.

Keywords: semilinear parabolic integro-differential equations, a new mixed finite element method, a priori
error estimate, two-grid, space of square integrable functions.

1. Введение

Смешанные методы конечных элементов, используемые для аппроксимации двух раз-
личных переменных, оказались очень важны для решения дифференциальных уравне-
ний в частных производных [1, 12, 22]. Особенно представляет интерес с физической
точки зрения вторая переменная, которая обычно связана с производной исходной пе-
ременной, например, в уравнениях упругости, где напряжение может быть введено для
его одновременной аппроксимации со смещением. В последние годы Чен с соавтора-
ми [8, 23] разработали новую смешанную схему конечных элементов и использовали
пару конечных элементов P 2

0 –P1 для решения дифференциальных уравнений в частных
производных. Градиент основной переменной этого метода принадлежит пространству
квадратично интегрируемых функций, а не классическому пространству H(div; Ω).

Двухсеточный метод был введен Ксу [27, 28] как метод дискретизации для несим-
метричных, неопределенных и нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных. Основная идея состоит в использовании пространства грубой сетки для
получения грубой аппроксимации решений нелинейных задач, а затем в ее использо-
вании в качестве начального приближения для одной итерации ньютоновского типа на
мелкой сетке. После работы Ксу двухсеточный метод исследовался многими авторами
(см., например, [2–6, 10, 26–29]). Досон и Уилер [10] проанализировали двухсеточную
конечно-разностную схему для нелинейных параболических уравнений. Ву и Аллен [26]
представили двухшаговый алгоритм, используя “двухсеточную” идею для полулинейных
уравнений реакции–диффузии с расширенным смешанным методом конечных элемен-
тов. На основе этой работы Чен с соавторами [5] предложили трехшаговый алгоритм
с использованием идеи коррекции из работы [28]. Затем Чен с соавторами [6] предста-
вили трехшаговый двухсеточный алгоритм и четырехшаговый двухсеточный алгоритм
для полулинейных задач реакции–диффузии с использованием расширенного смешанно-
го метода конечных элементов. Чен с соавторами [4] обсудили двухсеточный метод для
смешанных методов конечных элементов полностью нелинейных уравнений реакции–
диффузии. Би и Гинтинг [2] исследовали двухсеточный метод для смешанных методов
конечных объемов/элементов для линейных и нелинейных эллиптических задач. Они
также изучали двухсеточный разрывный метод Галеркина для квазилинейных эллип-
тических задач [3]. Ксу и Чжоу [29] представили двухсеточную схему дискретизации
для задач на собственные значения. Имеется много других эффективных методов, та-
ких как многоуровневые алгоритмы для нелинейных эллиптических уравнений и модели
Гинзбурга–Ландау (см., например, [16, 17]). Насколько нам известно, в литературе нет
анализа сходимости двухсеточного метода, объединенного со смешанным методом ко-
нечных элементов [8] для параболических интегро-дифференциальных уравнений.

Интегро-дифференциальные уравнения могут быть получены в результате многих
физических процессов, в которых есть недостаток (локальная характеристика) обыч-
ных уравнений диффузии. Были разработаны различные численные методы для реше-
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ния этих задач. Конечно-элементная аппроксимация линейных или нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений широко исследуется (см. [7, 14, 18, 25] для стандартных
методов конечных элементов и [13, 19, 20, 24] для смешанных методов конечных эле-
ментов). В данной статье мы рассматриваем следующие полулинейные параболические
интегро-дифференциальные уравнения:

yt − divppp = f(y), x ∈ Ω, t ∈ J, (1.1)

ppp = A∇y −
∫ t

0
B(t, s)∇y(s) ds, x ∈ Ω, t ∈ J, (1.2)

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ J, (1.3)

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω, (1.4)

где Ω ⊂ R2 — выпуклая многоугольная область с границей ∂Ω, J = (0, T ], f(y) =
f(y, x, t) — заданная действительная функция на Ω. Предположим, что матрица коэф-
фициентов A = A(x) = (aij(x))2×2 ∈ W 1,∞(Ω̄;R2×2) — симметрическая 2 × 2 матрица и
имеются постоянные c1, c2 > 0, удовлетворяющие c1‖X‖2R2 ≤ XtAX ≤ c2‖X‖2R2 для лю-
бого вектора X ∈ R2. Кроме того, B(t, s) = B(x, t, s) — тоже 2×2 матрица. Предположим
также, что

|f ′(y)|+ |f ′′(y)| ≤M, y ∈ R.

В данной статье мы объединим двухсеточный метод с новой смешанной схемой ко-
нечных элементов [8] для решения приведенных выше полулинейных интегро-дифферен-
циальных параболических уравнений на основе меньшей регулярности потока. Сначала
решим нелинейную задачу в пространстве грубой сетки, а затем используем известное
решение на грубой сетке и разложение в ряд Тейлора для экстраполяции решения на
мелкую сетку. На мелкой сетке нам нужно лишь решить линейную систему.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 будет построена полностью дис-
кретизованная смешанная конечно-элементная аппроксимация задачи (1.1)–(1.4). В п. 3
мы получим оптимальные априорные оценки ошибки для всех переменных. В п. 4 будет
представлен двухсеточный алгоритм и его оценки ошибки. В п. 5 приведен численный
пример для подтверждения теоретических результатов. В п. 6 дано заключение и пред-
ставлены возможные обобщения.

2. Полностью дискретизованная смешанная
конечно-элементная схема

В данном пункте мы построим новую схему полностью дискретизованной смешанной
конечно-элементной аппроксимации задачи (1.1)–(1.4).

Примем стандартное обозначение Wm,p(Ω) для пространств Соболева на Ω с нор-
мой ‖ · ‖m,p, заданной путем ‖v‖pm,p =

∑
|α|≤m

‖Dαv‖pLp(Ω), полунормой | · |m,p, заданной пу-

тем |v|pm,p =
∑
|α|=m

‖Dαv‖pLp(Ω). Положим Wm,p
0 (Ω) = {v ∈ Wm,p(Ω) : v |∂Ω= 0}. Для p = 2

обозначим Hm(Ω) = Wm,2(Ω), Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω) и ‖ · ‖m = ‖ · ‖m,2, ‖ · ‖ = ‖ · ‖0,2.
Пусть Ls(J ;Wm,p(Ω)) — банахово пространство всех Ls интегрируемых функций из J

в Wm,p(Ω) с нормой ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω)) =
( ∫ T

0 ‖v‖
s
Wm,p(Ω) dt

)1/s для s ∈ [1,∞) и стандарт-
ной модификацией для s = ∞. Для простоты представления обозначим ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω))
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как ‖v‖Ls(Wm,p). Аналогичным образом можно определить пространства H1(J ;Wm,p(Ω))

и Ck(J ;Wm,p(Ω)). Кроме того, C обозначает общую положительную постоянную, не за-
висящую от h и ∆t, где h — пространственный размер сетки и ∆t — шаг по времени.

Пусть
VVV =

(
L2(Ω)

)2 и W = H1
0 (Ω).

ПоложимM(t, s) = A−1B(t, s) как в [8]. Тогда мы получим смешанную вариационную
формулировку для (1.1), (1.2):

(
A−1ppp,vvv

)
+

∫ t

0

(
M(t, s)∇y(s), vvv

)
ds− (∇y,vvv) = 0 ∀vvv ∈ VVV , (2.1)

(yt, w) + (ppp,∇w) =
(
f(y), w

)
∀w ∈W, (2.2)

где (·, ·) — скалярное произведение L2(Ω).
Пусть b1(t, s; ·, ·) и b2(t, s; ·, ·) — билинейные формы, определенные на L2(Ω)×(H1(Ω))2

и W × VVV соответственно следующим образом:

b1
(
t, s; v(s), vvv

)
:=
(
v(s), div

(
M̄(t, s)vvv

))
∀ v(s) ∈ L2(Ω), vvv ∈

(
H1(Ω)

)2
,

b2
(
t, s; v(s), vvv

)
:=
(
M̃(t, s)∇v(s), vvv

)
∀ v(s) ∈W, vvv ∈ VVV ,

где M̃(t, s) = M(t, s) или M̃(t, s) = Mt(t, s), M̄(t, s) = M∗(t, s) или M̄(t, s) = M∗t (t, s),
M∗(t, s) — транспонированная матрица M(t, s) и M∗t (t, s) — транспонированная мат-
рица Mt(t, s). Предположим, что билинейные формы b1(t, s; ·, ·) и b2(t, s; ·, ·) являются
непрерывными, т. е. имеет место

b1
(
t, s; v(s), vvv

)
≤ γ‖vvv‖1‖v(s)‖ ∀ v(s) ∈ L2(Ω), vvv ∈

(
H1(Ω)

)2
, (2.3)

b2
(
t, s; v(s), vvv

)
≤ γ1‖∇v(s)‖ · ‖vvv‖ ∀ v(s) ∈W, vvv ∈ VVV , (2.4)

при γ, γ1 ∈ R+.
Пусть Th — регулярная триангуляция многоугольной области Ω, hτ — диаметр τ и h =

maxhτ . Пусть VVV h×Wh ⊂ VVV ×W определяется следующей парой конечных элементов P 2
0 –

P1 (см. [8, 23]):

VVV h =
{
vvvh = (vvv1h, vvv2h) ∈ VVV | vvv1h, vvv2h ∈ P0(τ) ∀ τ ∈ Th

}
,

Wh =
{
wh ∈ C0(Ω) ∩W | wh ∈ P1(τ) ∀ τ ∈ Th

}
.

Прежде чем представить новую конечно-элементную схему, введем три проекционных
оператора. Сначала определим стандартную эллиптическую проекцию [9] Ph : W →Wh,
удовлетворяющую для любого φ ∈W следующим условиям:(

∇(φ− Phφ),∇wh
)

= 0 ∀wh ∈Wh, (2.5)

‖φ− Phφ‖s ≤ Ch2−s‖φ‖2, s = 0, 1, ∀φ ∈ H2(Ω), (2.6)

‖φ− Phφ‖0,∞ ≤ Ch| lnh| ‖φ‖1,∞ ∀φ ∈W 1,∞(Ω). (2.7)

Затем определим стандартную L2-проекцию [1] Πh : VVV → VVV h, удовлетворяющую для
любого qqq ∈ VVV условиям:
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(qqq −Πhqqq,vvvh) = 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (2.8)

‖Πhqqq‖ ≤ C‖qqq‖, (2.9)

‖qqq −Πhqqq‖ ≤ Ch‖qqq‖1 ∀qqq ∈
(
H1(Ω)

)2
. (2.10)

И, наконец, определим новую смешанную эллиптическую проекцию (Rhppp,Rhy) ∈
VVV h ×Wh следующим образом:(
A−1(ppp−Rhppp), vvvh

)
+∫ t

0

(
M(t, s)∇(y −Rhy)(s), vvvh

)
ds−

(
∇(y −Rhy), vvvh

)
= 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.11)

(ppp−Rhppp,∇wh) = 0 ∀ wh ∈Wh. (2.12)

Теперь рассмотрим полностью дискретную смешанную конечно-элементную схему.
Пусть ∆t > 0, N = T/∆t ∈ Z и tn = n∆t, n ∈ Z. Кроме того, пусть

ψn = ψn(x) = ψ(x, tn), dtψn =
ψn − ψn−1

∆t
.

Тогда полностью дискретная схема аппроксимации состоит в том, чтобы найти
(pppnh, y

n
h) ∈ VVV h ×Wh, n = 1, 2, . . . , N, такие что(
A−1pppnh, vvvh

)
+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇yi−1

h , vvvh
)
−
(
∇ynh , vvvh

)
= 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (2.13)(

dtynh , wh
)

+
(
pppnh,∇wh

)
=
(
f(ynh), wh

)
∀wh ∈Wh, (2.14)

y0
h = Rhy0(x). (2.15)

Доказательство существования и единственности решения нелинейной алгебраиче-
ской системы (2.13)–(2.15) можно найти в ссылках [1, 11].

3. Оптимальные априорные оценки ошибки

В данном пункте мы выполним анализ оптимальной априорной ошибки задачи
(1.1)–(1.4). Сначала вспомним результат статьи Грисварда [15].

Лемма 3.1 [15]. Для каждой функции F ∈ L2(Ω) решение φ уравнения

−div(A∇φ) = F в Ω, φ |∂Ω= 0, (3.1)

принадлежит H1
0 (Ω)∩H2(Ω). Кроме того, существует положительная постоянная C,

такая что
‖φ‖2 ≤ C‖F‖. (3.2)

Теперь обсудим априорные оценки ошибки между точными решениями и их смешан-
ными эллиптическими проекциями в следующих двух леммах.

Лемма 3.2. Пусть (Rhppp,Rhy) ∈ VVV h×Wh — новая смешанная эллиптическая проекция,
определенная в (2.11), (2.12), и пусть (ppp, y) — решение (2.1), (2.2) соответственно.
Тогда имеем

‖ppp−Rhppp‖+ ‖∇(y −Rhy)‖ ≤ Ch
(
‖y‖2 + ‖ppp‖1 + ‖y‖L2(H2)

)
, (3.3)

‖y −Rhy‖ ≤ Ch2
(
‖y‖2 + ‖ppp‖1 + ‖y‖L2(H2)

)
. (3.4)
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Доказательство. Поскольку ∇Wh ⊂ VVV h, то с помощью (2.8) мы вычтем (2.11), (2.12)
из (2.1), (2.2) для получения(
A−1(Πhppp−Rhppp), vvvh

)
−
(
∇(Phy −Rhy), vvvh

)
= −

∫ t

0

(
M(t, s)∇(y − Phy)(s), vvvh

)
ds−

∫ t

0

(
M(t, s)∇(Phy −Rhy)(s), vvvh

)
ds+(

∇(y − Phy), vvvh
)
−
(
A−1(ppp−Rhppp), vvvh

)
∀vvvh ∈ VVV h, (3.5)(

Πhppp−Rhppp,∇wh
)

= 0 ∀wh ∈Wh. (3.6)

Выберем vvvh = Πhppp − Rhppp и wh = Phy − Rhy в (3.5) и (3.6) соответственно. Затем,
добавив два результирующих уравнения, используя (2.3), (2.6), (2.10), неравенство Коши
и предположение относительно A, получим

‖Πhppp−Rhppp‖ ≤ Ch
(
‖y‖L2(H2) + ‖y‖2 + ‖ppp‖1

)
+ C

∫ t

0
‖∇(Phy −Rhy)(s)‖ ds. (3.7)

Положив vvvh = ∇(Phy − Rhy) в (3.5), снова используя (2.3), (2.6), (2.10), неравенство
Коши и предположение относительно A, найдем

‖∇(Phy −Rhy)‖

≤ Ch
(
‖y‖L2(H2) + ‖y‖2 + ‖ppp‖1

)
+ C‖Πhppp−Rhppp‖+ C

∫ t

0
‖∇(Phy −Rhy)(s)‖ ds. (3.8)

Из (3.7), (3.8) и неравенства Гронуолла следует, что

‖Πhppp−Rhppp‖+ ‖∇(Phy −Rhy)‖ ≤ Ch
(
‖y‖L2(H2) + ‖y‖2 + ‖ppp‖1

)
. (3.9)

Тогда (3.3) можно получить с использованием (2.6), (2.10), (3.9) и неравенства треуголь-
ника.

Пусть φ — решение (3.1) при F = y − Rhy, используя (2.1)–(2.4), (2.6), (2.10)–(2.12),
неравенство Коши и предположение относительно A, очевидно, что

‖y −Rhy‖2 =
(
y −Rhy,− div(A∇φ)

)
=
(
A∇φ,∇(y −Rhy)

)
=
(
∇(y −Rhy), A∇φ−Πh(A∇φ)

)
+
(
A−1(ppp−Rhppp),Πh(A∇φ)

)
+∫ t

0

(
M(t, s)∇(y −Rhy)(s),Πh(A∇φ)

)
ds

=
(
∇(y −Rhy), A∇φ−Πh(A∇φ)

)
+
(
A−1(ppp−Rhppp),Πh(A∇φ)−A∇φ

)
+(

ppp−Rhppp,∇(φ− Phφ)
)
−
∫ t

0

(
(y −Rhy)(s), div(M∗(t, s)A∇φ)

)
ds+∫ t

0

(
M(t, s)∇(y −Rhy)(s),Πh(A∇φ)−A∇φ

)
ds

≤ Ch ‖∇(y −Rhy)‖ · ‖φ‖2 + Ch

∫ t

0
‖∇(y −Rhy)(s)‖ ds ‖φ‖2 +

Ch ‖ppp−Rhppp‖ · ‖φ‖2 + C

∫ t

0
‖(y −Rhy)(s)‖ ds ‖φ‖2. (3.10)

Объединив (3.2), (3.3), (3.10) с неравенством Гронуолла, мы получим (3.4). Таким
образом, доказательство леммы завершено.
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Лемма 3.3. Пусть (Rhppp,Rhy) ∈ VVV h×Wh — новая смешанная эллиптическая проекция,
определенная в (2.11), (2.12) и пусть (ppp, y) — решение (2.1), (2.2) соответственно. Тогда

‖(ppp−Rhppp)t‖+ ‖∇(y −Rhy)t‖ ≤ Ch
(
‖y‖2 + ‖ppp‖1 + ‖yt‖2 + ‖pppt‖1 + ‖y‖L2(H2)

)
, (3.11)

‖(y −Rhy)t‖ ≤ Ch2
(
‖y‖2 + ‖ppp‖1 + ‖yt‖2 + ‖pppt‖1 + ‖y‖L2(H2)

)
. (3.12)

Доказательство. Дифференцируя уравнения (3.5), (3.6) по t, получим(
A−1(Πhppp−Rhppp)t, vvvh

)
−
(
∇(Phy −Rhy)t, vvvh

)
= −

∫ t

0

(
Mt(t, s)∇(y − Phy)(s), vvvh

)
ds−

(
M(t, t)∇(y −Rhy), vvvh

)
+(

∇(y − Phy)t, vvvh
)
−
(
A−1(Πhppp−Rhppp), vvvh

)
∀vvvh ∈ VVV h, (3.13)(

(Πhppp−Rhppp)t,∇wh
)

= 0 ∀wh ∈Wh. (3.14)

Аналогично (3.7) и (3.8) легко убедиться в том, что

‖(Πhppp−Rhppp)t‖ ≤ Ch
(
‖yt‖2 + ‖pppt‖1

)
+ C‖∇(y −Rhy)‖+ C‖∇(y −Rhy)‖L2(L2) (3.15)

и

‖∇(Phy −Rhy)t‖ ≤Ch
(
‖yt‖2 + ‖pppt‖1

)
+ C‖∇(y −Rhy)‖L2(L2)+

C‖(Πhppp−Rhppp)t‖+ C‖∇(y −Rhy)‖. (3.16)

Используя (2.6), (2.10), (3.3), (3.15), (3.16) и неравенство треугольника, получим (3.11).
Пусть φ — решение (3.1) при F = (y − Rhy)t, аналогично (3.10) можно заключить,

что

‖(y −Rhy)t‖2 =
(
(y −Rhy)t,−div(A∇φ)

)
=
(
A∇φ,∇(y −Rhy)t

)
=
(
∇(y −Rhy)t, A∇φ−Πh(A∇φ)

)
+
(
M(t, t)∇(y −Rhy),Πh(A∇φ)

)
+∫ t

0

(
Mt(t, s)∇(y −Rhy)(s),Πh(A∇φ)

)
ds+

(
A−1(ppp−Rhppp)t,Πh(A∇φ)

)
=
(
∇(y −Rhy)t, A∇φ−Πh(A∇φ)

)
+
(
A−1(ppp−Rhppp)t,Πh(A∇φ)−A∇φ

)
+∫ t

0

(
Mt(t, s)∇(y −Rhy)(s),Πh(A∇φ)−A∇φ

)
ds+(

M(t, t)∇(y −Rhy),Πh(A∇φ)−A∇φ
)

+
(
(ppp−Rhppp)t,∇(φ− Phφ)

)
−∫ t

0

(
(y −Rhy)(s), div(M∗t (t, s)A∇φ)

)
ds−

(
y−Rhy, div(M∗(t, t)A∇φ)

)
≤ Ch

(
‖∇(y −Rhy)t‖+ ‖(ppp−Rhppp)t‖+ ‖∇(y −Rhy)‖

)
‖φ‖2+

Ch‖∇(y−Rhy)‖L2(L2)‖φ‖2 + C
(
‖y−Rhy‖L2(L2) + ‖y−Rhy‖

)
‖φ‖2. (3.17)

Используя (3.2)–(3.4), (3.11) и (3.17), мы имеем (3.12). Доказательство завершено.

Теперь обсудим оптимальные априорные оценки ошибки между точными решениями
и их численными решениями в следующих двух теоремах.



174 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2019. Т. 22, №2

Теорема 3.1. Пусть (pppnh, y
n
h) ∈ VVV h×Wh — решение (2.13), (2.14) и пусть (ppp, y) — реше-

ние (2.1), (2.2) соответственно. Предположим, что точное решение (ppp, y) достаточно
регулярно для нашей цели. Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N имеем

‖yn − ynh‖ ≤ C(∆t+ h2). (3.18)

Доказательство. Для удобства пусть

pppn − pppnh =
(
pppn −Rhpppn

)
+
(
Rhppp

n − pppnh
)

=: ηnppp + ξnppp ,

yn − ynh =
(
yn −Rhyn

)
+
(
Rhy

n − ynh
)

=: ηny + ξny .

Используя (2.13), (2.14), (2.1), (2.2) и (2.11), (2.12), мы получим для всех vvvh ∈ VVV h и
wh ∈Wh следующие уравнения для ошибки:(
A−1ξnppp , vvvh

)
+∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), vvvh

)
ds−

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇yi−1

h , vvvh
)
−
(
∇ξny , vvvh

)
= 0, (3.19)

(
dtξny , wh

)
+
(
ξnppp ,∇wh

)
=
(
f(yn)− f(ynh), wh

)
+
(
dtyn − ynt , wh

)
−
(
dtηny , wh

)
. (3.20)

Положив vvvh = ∇ξny в (3.19), имеем

∥∥∇ξny ∥∥2
=

∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s),∇ξny

)
ds−

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇Rhyi−1,∇ξny

)
+

(
A−1ξnppp ,∇ξny

)
+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y ,∇ξny
)
. (3.21)

Заметим, что∥∥∥∥∫ tn

0
M(tn, s)∇Rhy(s) ds−

n∑
i=1

∆tM(tn, ti−1)∇Rhyi−1

∥∥∥∥2

≤ C(∆t)2

∫ tn

0

(
‖∇Rhyt(s)‖2 + ‖∇Rhy(s)‖2

)
ds. (3.22)

Используя неравенство Коши, (3.21), (3.22), (2.4) и предположение относительно A, по-
лучим

∥∥∇ξny ∥∥2 ≤ C(∆t)2

∫ tn

0

(∥∥∇Rhyt(s)∥∥2
+‖∇Rhy(s)‖2

)
ds+

∥∥ξnppp ∥∥2
+C

n∑
i=1

∥∥∇ξi−1
y

∥∥2
∆t. (3.23)

Применив дискретное неравенство Гронуолла к (3.23), мы видим, что∥∥∇ξny ∥∥ ≤ C∥∥ξnppp ∥∥+ C∆t
(∥∥∇Rhyt∥∥L2(L2)

+
∥∥∇Rhy∥∥L2(L2)

)
, (3.24)

где

‖∇Rhyt‖L2(L2) + ‖∇Rhy‖L2(L2)

≤ ‖∇(yt −Rhyt)‖L2(L2) + ‖∇(y −Rhy)‖L2(L2) + ‖∇yt‖L2(L2) + ‖∇y‖L2(L2). (3.25)

Выберем vvvh = ξnppp в (3.19) и wh = ξny в (3.20) соответственно. Сложив два полученных
в результате уравнения, получим
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(
dtξny , ξ

n
y

)
+
(
A−1ξnppp , ξ

n
ppp

)
= −

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)

+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
−∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds+

(
f(yn)−f(ynh), ξny

)
+
(
dtyn − ynt , ξny

)
−
(
dtηny , ξ

n
y

)
. (3.26)

Легко убедиться, что (
dtξny , ξ

n
y

)
≥ 1

2

(∥∥ξny ∥∥2 −
∥∥ξn−1
y

∥∥2)
. (3.27)

Умножив ∆t и суммируя по n от 1 до l (1 ≤ l ≤ N) в обеих частях (3.26), исполь-
зуя (3.27), предположение относительно A и ξ0

y = 0, получим

∥∥ξly∥∥2
+

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t ≤C

l∑
n=1

∆t

( n∑
i=1

∆tM(tn, ti−1)∇Rhyi−1 −
∫ tn

0
M(tn, s)∇Rhy(s)ds, ξnppp

)
−

C
l∑

n=1

∆t
n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)
+C

l∑
n=1

∆t
(
f(yn)−f(ynh), ξny

)
+

C

l∑
n=1

∆t
(
dtyn − ynt , ξny

)
− C

l∑
n=1

∆t
(
dtηny , ξ

n
y

)
=

5∑
i=1

Ii. (3.28)

Теперь оценим правосторонние члены (3.28). Для I1, используя неравенство Коши
и (3.22), имеем

|I1| ≤ C(∆t)2
(
‖∇Rhy‖2L2(L2) + ‖∇Rhyt‖2L2(L2)

)
+

1

3

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t. (3.29)

Для I2, используя (2.4), неравенство Коши и (3.24), получаем

|I2| ≤C
l∑

n=1

∆t
n∑
i=1

∥∥ξi−1
ppp

∥∥2
∆t+

1

3

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t+

C(∆t)2
(
‖∇Rhy‖2L2(L2) + ‖∇Rhyt‖2L2(L2)

)
. (3.30)

Для I3, используя неравенство среднего значения, неравенство Коши и предположе-
ние относительно f , мы можем заключить, что

|I3| =C
l∑

n=1

∆t
(
f ′(ŷn)(yn − ynh), ξny

)
≤C

l∑
n=1

(
‖ξny ‖2 + ‖ηny ‖2

)
∆t+ C

l∑
n=1

∥∥ξny ∥∥2
∆t

≤C
l∑

n=1

∥∥ηny ∥∥2
∆t+ C

l∑
n=1

∥∥ξny ∥∥2
∆t, (3.31)

где ŷn расположено между yn и ynh .
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Для I4 из результатов, представленных в [21], имеем

|I4| ≤ C(∆t)2‖ytt‖2L2(L2) + C

l∑
n=1

‖ξny ‖2∆t. (3.32)

Для I5 из неравенства Коши следует, что

|I5| ≤C
l∑

n=1

∫ tn

tn−1

‖(ηy)t‖2dt+ C
l∑

n=1

∥∥ξny ∥∥2
∆t

≤C‖(ηy)t‖2L2(L2) + C

l∑
n=1

∥∥ξny ∥∥2
∆t. (3.33)

Теперь для достаточно малого ∆t, объединив (3.28)–(3.33) с дискретным неравен-
ством Гронуолла, мы можем заключить, что

∥∥ξly∥∥2
+

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t ≤C(∆t)2

(
‖∇Rhyt‖2L2(L2) + ‖∇Rhy‖2L2(L2)

)
+ C

N∑
n=1

∥∥ηny ∥∥2
∆t+

C(∆t)2‖ytt‖2L2(L2) + C‖(ηy)t‖2L2(L2). (3.34)

Таким образом, (3.18) следует из (3.34) и лемм 3.2 и 3.3.

Теорема 3.2. Пусть (pppnh, y
n
h) ∈ VVV h×Wh — решение (2.13), (2.14) и пусть (ppp, y) — реше-

ние (2.1), (2.2) соответственно. Предположим, что точное решение (ppp, y) достаточно
регулярно для нашей цели. Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N, выполняется

‖∇(yn − ynh)‖+ ‖pppn − pppnh‖ ≤ C(∆t+ h). (3.35)

Доказательство. Возьмем разницу во времени (3.19), чтобы получить(
A−1dtξnppp , vvvh

)
−
(
∇dtξny , vvvh

)
=

n−1∑
i=1

(
M(tn−1, ti−1)∇ξi−1

y , vvvh
)
−

n∑
i=1

(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y , vvvh
)
+

1

∆t

[
n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇Rhyi−1, vvvh

)
−
∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), vvvh

)
ds−

n−1∑
i=1

∆t
(
M(tn−1, ti−1)∇Rhyi−1, vvvh

)
+

∫ tn−1

0

(
M(tn−1, s)∇Rhy(s), vvvh

)
ds

]
. (3.36)

Выберем vvvh = ξnppp в (3.36) и wh = dtξny в (3.20) соответственно. Сложив два полученных
в результате уравнения и используя неравенство

(
A−1dtξnppp , ξ

n
ppp

)
≥ 1

2∆t

(∥∥A− 1
2 ξnppp
∥∥2
−
∥∥A− 1

2 ξn−1
ppp

∥∥2)
, (3.37)

получим
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‖dtξny ‖2 +
1

2∆t

(∥∥A− 1
2 ξnppp
∥∥2
−
∥∥A− 1

2 ξn−1
ppp

∥∥2)
≤

[
n−1∑
i=1

(
M(tn−1, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)
−

n∑
i=1

(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)]

+

1

∆t

[
n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
−
∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds−

n−1∑
i=1

∆t
(
M(tn−1, ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
+

∫ tn−1

0

(
M(tn−1, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds

]
+(

f(yn)− f(ynh), dtξny
)

+
(
dtyn − ynt , dtξny

)
−
(
dtηny , dtξ

n
y

)
. (3.38)

Из (3.19) следует, что ξ0
ppp = 0. Умножив ∆t и суммируя по n от 1 до l (1 ≤ l ≤ n) в обеих

частях (3.38), используя ξ0
ppp = 0 и предположение относительно A, мы видим, что

∥∥ξlppp∥∥2
+

l∑
n=1

∥∥dtξny ∥∥2
∆t

≤ C
l∑

n=1

∆t

[
n−1∑
i=1

(
M(tn, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)
−

n∑
i=1

(
M(tn−1, ti−1)∇ξi−1

y , ξnppp
)]

+

C
l∑

n=1

[
n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
−
∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds−

n−1∑
i=1

∆t
(
M(tn−1, ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
+

∫ tn−1

0

(
M(tn−1, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds

]
+

l∑
n=1

∆t
(
f(yn)− f(ynh), dtξny

)
+

l∑
n=1

∆t
(
dtyn − ynt , dtξny

)
−

l∑
n=1

∆t
(
dtηny , dtξ

n
y

)
=

5∑
i=1

Qi. (3.39)

Теперь оценим правосторонние члены (3.39). Для Q1, используя неравенство Коши и
(2.4), мы видим, что

Q1 = C

l∑
n=1

∆t

[
n−1∑
i=1

((
M(tn−1, ti−1)−M(tn, ti−1)

)
∇ξi−1

y , ξnppp

)
−
(
M(tn, tn−1)∇ξn−1

y , ξnppp
)]

≤ C
l∑

n=1

∆t
n−1∑
i=1

∥∥∇ξi−1
y

∥∥2
∆t+ C

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t+ C

l∑
n=1

∥∥∇ξn−1
y

∥∥2
∆t, (3.40)

где использовалось

M(tn−1, s)−M(tn, s) = ∆tMt(tn∗ , s), tn−1 < tn∗ < tn. (3.41)

Для Q2, используя (3.41), (2.4) и неравенство Коши, имеем
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Q2 = C
l∑

n=1

[(
∆tM(tn, tn−1)∇Rhyn−1, ξnppp

)
−
∫ tn

tn−1

(
M(tn, s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds+

n−1∑
i=1

∆t
((
M(tn, ti−1)−M(tn−1, ti−1)

)
∇Rhyi−1, ξnppp

)
−

∫ tn−1

0

((
M(tn, s)−M(tn−1, s)

)
∇Rhy(s), ξnppp

)
ds

]

= C
l∑

n=1

∆t
(
M(tn, tn−1)∇Rhyn−1 −M(tn, sn)∇Rhy(sn), ξnppp

)
+

C

l∑
n=1

∆t

[
n−1∑
i=1

∆t
(
Mt(tn∗ , ti−1)∇Rhyi−1, ξnppp

)
−
∫ tn−1

0

(
Mt(tn∗ , s)∇Rhy(s), ξnppp

)
ds

]

≤ C(∆t)2
(
‖∇Rhy‖2L2(L2) + ‖∇Rhyt‖2L2(L2)

)
+ C

l∑
n=1

∥∥ξnppp ∥∥2
∆t, (3.42)

где мы также использовали∫ tn

tn−1

M(tn, s)∇Rhy(s) ds = ∆tM(tn, sn)∇Rhy(sn), tn−1 < sn < tn,

и ∥∥∥∥ n−1∑
i=1

∆tMt(tn∗ , ti−1)∇Rhyi−1 −
∫ tn−1

0
Mt(tn∗ , s)∇Rhy(s) ds

∥∥∥∥
≤ C∆t

(
‖∇Rhy‖L2(L2) + ‖∇Rhyt‖L2(L2)

)
.

Аналогично (3.31)–(3.33) оценим Q3, Q4, Q5 следующим образом:

Q3 ≤ C
l∑

n=1

(∥∥ξny ∥∥2
+
∥∥ηny ∥∥2)

∆t+
1

4

l∑
n=1

∥∥dtξny ∥∥2
∆t, (3.43)

Q4 ≤ C(∆t)2
∥∥ytt∥∥2

L2(L2)
+

1

4

l∑
n=1

∥∥dtξny ∥∥2
∆t, (3.44)

Q5 ≤ C
∥∥(ηy)t

∥∥2

L2(L2)
+

1

4

l∑
n=1

∥∥dtξny ∥∥2
∆t. (3.45)

Теперь для достаточно малого ∆t используем (3.24), (3.34), (3.39), (3.40), (3.42)–(3.45),
леммы 3.2, 3.3 и дискретное неравенство Гронуолла для завершения доказательства тео-
ремы.

4. Априорные оценки ошибки двухсеточного алгоритма

В данном пункте мы представим основной алгоритм статьи. Основной ингредиент
алгоритма — другое смешанное конечно-элементное пространство VVV H ×WH ⊂ VVV h×Wh,
определенное на грубой сетке. Алгоритм состоит из следующих трех шагов.
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Шаг 1. На грубой сетке TH вычислить (pppnH , y
n
H) ∈ VVV H ×WH для удовлетворения следу-

ющей исходной нелинейной системы:

(
A−1pppnH , vvvH

)
+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇yi−1

H , vvvH
)
−
(
∇ynH , vvvH

)
= 0 ∀vvvH ∈ VVV H , (4.1)(

dtynH , wH
)

+
(
pppnH ,∇wH

)
=
(
f
(
ynH
)
, wH

)
∀wH ∈WH , (4.2)

y0
H = RHy0, (4.3)

где RH определено таким же образом, как Rh, определенное в (2.11), (2.12).

Шаг 2. На мелкой сетке Th вычислить (p̃ppnh, ỹ
n
h) ∈ VVV h×Wh для удовлетворения следующей

линейной системы:(
A−1p̃ppnh, vvvh

)
+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ỹi−1

h , vvvh
)
−
(
∇ỹnh , vvvh

)
= 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (4.4)(

dtỹnh , wh
)

+
(
p̃ppnh,∇wh

)
=
(
f
(
ynH
)

+ f ′
(
ynH
)(
ỹnh − ynH

)
, wh

)
∀wh ∈Wh, (4.5)

ỹ0
h = Rhy0. (4.6)

Шаг 3. На мелкой сетке Th вычислить (p̄ppnh, ȳ
n
h) ∈ VVV h×Wh для удовлетворения следующей

линейной системы:(
A−1p̄ppnh, vvvh

)
+

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ȳi−1

h , vvvh
)
−
(
∇ȳnh , vvvh

)
= 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (4.7)(

dtȳnh , wh
)

+
(
p̄ppnh,∇wh

)
=
(
f
(
ỹnh
)

+ f ′
(
ỹnh
)(
ȳnh − ỹnh

)
, wh

)
∀wh ∈Wh, (4.8)

ȳ0
h = Rhy0. (4.9)

Теперь обсудим оценки ошибки приведенного выше двухсеточного алгоритма.

Теорема 4.1. Пусть (p̃ppnh, ỹ
n
h) ∈ VVV h ×Wh — решение (4.1)–(4.6) и пусть (ppp, y) — реше-

ние (2.1), (2.2) соответственно. Предположим, что точное решение (ppp, y) достаточно
регулярно для нашей цели. Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N имеем

‖∇(yn − ỹnh)‖+ ‖pppn − p̃ppnh‖ ≤ C
(
∆t+ h+H3| lnH|

)
. (4.10)

Доказательство. Из (4.4), (4.5) и (2.1), (2.2) имеем следующие уравнения ошибки:

(
A−1(Rhppp

n − p̃ppnh), vvvh
)

+

∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), vvvh

)
ds−

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ỹi−1

h , vvvh
)
−
(
∇(Rhy

n − ỹnh), vvvh
)

= 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (4.11)

(
dt(Rhy

n − ỹnh), wh
)

+
(
Rhppp

n − p̃ppnh,∇wh
)

=
(
f(yn)− f(ynH) + f ′(ynH)(ỹnh − ynH), wh

)
+

(dtyn − ynt , wh)−
(
dt(yn −Rhyn), wh

)
∀wh ∈Wh. (4.12)
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Заметим, что разложение Тейлора в ynH дает

f(yn) = f(ynH) + f ′(ynH)(yn − ynH) +
1

2
f ′′(ỹ)(yn − ynH)2 (4.13)

для некоторой функции ỹ. Тогда

f(yn)−f(ynH)−f ′(ynH)(ỹnh−ynH) =f ′(ynH)(yn − ỹnh) +
1

2
f ′′(ỹ)(yn − ynH)2

=f ′(ynH)(yn−Rhyn +Rhy
n − ỹnh) +

1

2
f ′′(ỹ)(yn−ynH)2. (4.14)

Таким образом, кроме теоретического анализа теорем 3.1 и 3.2 нам нужно лишь оце-
нить ошибку

∥∥(yn − ynH)2
∥∥2. Поскольку

‖(yn−ynH)2‖2≤‖yn − ynH‖20,∞‖yn − ynH‖2

≤
(
‖yn−PHyn‖0,∞ +‖PHyn−RHyn‖0,∞ +‖RHyn−ynH‖0,∞

)2‖yn−ynH‖2, (4.15)

где PH определяется таким же образом, как Ph, определенное посредством (2.5). При
помощи (2.6), (2.7), (3.4), (3.18) и обратной оценки, получим∥∥(yn − ynH)2

∥∥2 ≤ C
(
H| lnH|+H−1H2 +H−1

(
∆t+H2

))2(
∆t+H2

)2
≤ C

(
H| lnH|∆t+H3| lnH|+H−1(∆t)2 + 2H∆t+H3

)2
. (4.16)

Выберем H и ∆t таким образом, что H−1∆t < C. Тогда имеем∥∥(yn − ynH)2∥∥2 ≤ C
(
∆t+H3 ln |H|

)2
. (4.17)

Таким образом, доказательство теоремы завершено.

Теорема 4.2. Пусть (p̄ppnh, ȳ
n
h) ∈ VVV h ×Wh — решение (4.1)–(4.9) и пусть (ppp, y) — реше-

ние (2.1), (2.2) соответственно. Предположим, что точное решение (ppp, y) достаточно
регулярно для нашей цели. Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N имеем∥∥∇(yn − ȳnh)∥∥+

∥∥pppn − p̄ppnh∥∥ ≤ C(∆t+ h+H6| lnH|2
)
. (4.18)

Доказательство. Аналогично (4.11), (4.12) мы имеем следующие уравнения для ошиб-
ки:

(
A−1

(
Rhppp

n − p̄ppnh
)
, vvvh
)

+

∫ tn

0

(
M(tn, s)∇Rhy(s), vvvh

)
ds−

n∑
i=1

∆t
(
M(tn, ti−1)∇ȳi−1

h , vvvh
)
−
(
∇(Rhy

n − ȳnh), vvvh
)

= 0 ∀vvvh ∈ VVV h, (4.19)

(
dt
(
Rhy

n − ȳnh
)
, wh

)
+
(
Rhppp

n − p̄ppnh,∇wh
)

=
(
f(yn)− f(ỹnh) + f ′(ỹnh)(ȳnh − ỹnh), wh

)
+(

dtyn − ynt , wh
)
−
(
dt(yn −Rhyn), wh

)
∀wh ∈Wh. (4.20)
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Теперь разложение Тейлора в ỹnh дает

f(yn)− f(ỹnh)−f ′(ỹnh)(ȳnh − ỹnh)

=f(ỹnh) + f ′(ỹnh)(yn − ỹnh) +
1

2
f ′′(θ)(yn − ỹnh)2 − f(ỹnh)− f ′(ỹnh)(ȳnh − ỹnh)

=f ′(ỹnh)(ynh − ȳnh) +
1

2
f ′′(θ)(yn − ỹnh)2 (4.21)

для некоторой функции θ. Как в теореме 4.1, нам необходимо оценить ошибку
∥∥(yn −

ỹnh)2
∥∥2. Используя вложение ‖v‖0,4 ≤ C‖v‖1, неравенство Пуанкаре ‖v‖ ≤ C‖∇v‖ и (4.10),

имеем∥∥(yn − ỹnh)2
∥∥2

=
∥∥yn − ỹnh∥∥4

0,4
≤ C

∥∥∇(yn − ỹnh)
∥∥4 ≤ C

(
∆t+ h+H3| lnH|

)4
. (4.22)

Теперь, используя (4.22) и такой же анализ, как в теоремах 3.1 и 3.2, мы завершаем
доказательство.

5. Численные эксперименты

В данном пункте мы проверим априорные оценки ошибки для метода двухсеточной
дискретизации для нелинейных параболических интегро-дифференциальных уравнений.
Для упрощения вычислений рассмотрим двухшаговую двухсеточную схему
(4.1)–(4.6) вместо схемы (4.1)–(4.9) и возьмем h = H2 в следующем численном примере.

Рассмотрим полулинейное параболическое интегро-дифференциальное уравнение

yt − div
(
A(t)∇y

)
+

∫ t

0
div
(
B(t, s)∇y

)
ds = y3 + g(x, t), x ∈ Ω, t ∈ J,

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ J,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω,

при Ω = [0, 1]2 и J = [0, 1]. Для простоты пусть A(t) = I, B(t, s) = I, где I — единичная
матрица в численной реализации. Выберем g(x, t) таким образом, что точное решение
имеет следующий вид:

y(x, t) = sin(πt) sin(πx1) sin(πx2).

Теперь явная формулировка g(x, t) имеет вид:

g(x, t) =
(
π cos(πt) + 2π2 sin(πt)(cos(πt) + 2) + 2π(cos(πt)− 1)

)
sin(πx1) sin(πx2)−(

sin(πt) sin(πx1) sin(πx2)
)3
.

Сначала в таблицах 1, 2 мы представим численные ошибки ‖∇(yn − ynh)‖, ‖pppn − pppnh‖,
‖∇(yn− ỹnh)‖ и ‖pppn−p̃ppnh‖ при решении смешанным методом конечных элементов (СМКЭ)
и двухсеточным методом соответственно.
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Таблица 1. Результаты ‖∇(yn − ynh)‖ и ‖pppn − pppnh‖ при использовании СМКЭ (n = N/2)

h = ∆t ‖∇(yn − yn
h )‖ Сходимость ‖pppn − pppnh‖ Сходимость

1/16 2.5505e−1 – 1.5227e−1 –
1/36 1.1434e−1 0.99 6.7827e−2 1.00
1/64 6.4482e−2 1.00 3.8239e−2 1.00
1/100 4.1313e−2 1.00 2.4479e−2 1.00

Таблица 2. Результаты ‖∇(yn − ỹnh)‖ и ‖pppn − p̃ppnh‖ при использовании двухсеточного метода
(n = N/2)

H h = ∆t ‖∇(yn − ỹn
h )‖ Сходимость ‖pppn − p̃ppnh‖ Сходимость

1/4 1/16 2.5645e−1 – 1.5282e−1 –
1/6 1/36 1.1473e−1 0.99 6.8078e−2 1.00
1/8 1/64 6.4617e−2 1.00 3.8291e−2 1.00
1/10 1/100 4.1370e−2 1.00 2.4501e−2 1.00

Легко увидеть, что двухсеточный метод и смешанный метод конечных элементов
имеют одинаковый порядок сходимости. Эти численные результаты находятся в хоро-
шем соответствии с результатами теоретического анализа. Во-вторых, сравнение време-
ни вычисления двух методов в таблицах 3 и 4 показывает, что время вычисления для
двухсеточного метода значительно меньше, чем для СМКЭ. И наконец, на рисунках 1–3
приведены графики точного решения y, решения y смешанным методом конечных эле-
ментов и решение y двухсеточным методом на 36 × 36 треугольной сетке при t = 0.5
соответственно.

Таблица 3. Время вычисления СМКЭ (h = 1/16) и двухсеточным методом
(H = 1/4, h = 1/16)

Временной уровень
Время вычисления Время вычисления

(СМКЭ) (двухсеточный метод)
4 65 с 52 с
8 52 с 37 с
12 74 с 42 с
16 56 с 34 с

Таблица 4. Время вычисления СМКЭ (h = 1/36) и двухсеточным методом
(H = 1/6, h = 1/36)

Временной уровень
Время вычисления Время вычисления

(СМКЭ) (двухсеточный метод)
6 893 с 688 с
12 741 с 347 с
18 729 с 264 с
24 804 с 287 с
30 1311 с 401 с
36 1043 с 354 с
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Рис. 1. Профиль точного решения y на 36× 36 треугольной сетке при t = 0.5

Рис. 2. Профиль решения y смешанным методом конечных элементов на 36× 36 треугольной
сетке при t = 0.5

Рис. 3. Профиль двухсеточного решения y на 36× 36 треугольной сетке при t = 0.5
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6. Выводы

В данной статье мы представили двухсеточный алгоритм для полулинейных парабо-
лических интегро-дифференциальных уравнений, дискретизируемых при помощи нового
смешанного метода конечных элементов. Градиент в методе принадлежит пространству
квадратично интегрируемых функций, а не классическому пространству H(div; Ω). Ос-
новная суть двухсеточного метода в данной статье состоит в том, что ньютоновские
итерации используются на мелкой сетке. Мы показываем, что когда грубая сетка и мел-
кая сетка удовлетворяют h = O(H6|lnH|2), двухсеточный алгоритм может достичь такой
же точности решения смешанным методом конечных элементов. В нашей будущей рабо-
те мы рассмотрим более сложные двухсеточные алгоритмы для (1.1)–(1.4) и представим
некоторые численные эксперименты для этих алгоритмов.
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