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С помощью недавно развитой явной анизотропной алгебраической модели напряжений Рейнольдса про-
ведены вычисления для исследования динамики устойчивого пограничного слоя по схеме известного тестового 
случая проекта GABLS1, но с более широкой областью устойчивости, где градиентное число Ричардсона Ri > 1. 
Модель включает воздействие гравитационных волн, позволяющее учесть поддержание импульса в усло-
виях сильной устойчивости. Цель исследования  получение более реалистичного, меньшего по глубине, 
чем в традиционных моделях первого порядка, пограничного слоя. Рассматривается случай с постоянной 
скоростью охлаждения поверхности. Некоторые интересные особенности модели связаны с выводом, осно-
ванным на физических принципах. В частности, использование большего количества прогностических уравне-
ний в модели позволяет получить более реалистичное динамическое поведение. Модель показывает хорошее 
согласование с результатами LES-моделирования. 

Ключевые слова: турбулентность, устойчивый планетарный пограничный слой, явная алгебраическая 
модель турбулентных потоков, постоянный форсинг поверхности, численное моделирование. 

Введение 

При охлаждении поверхности в термически стратифицированной среде (в частно-
сти, в атмосфере) потенциальная температура возрастает с высотой и развивается устой-
чивый пограничный слой. Большое многообразие физических процессов в устойчивом 
атмосферном пограничном слое (АПС), их нелинейность и их взаимодействия препятст-
вуют нашему пониманию и моделированию устойчивого пограничного слоя в большом 
пространственном масштабе [1, 2]. Распространенные схемы турбулентного перемеши-
вания используют параметризации турбулентных потоков импульса и тепла для устой-
чивого пограничного слоя с включением неуниверсальных эмпирических функций ус-
тойчивости, зависящих от градиентного числа Ричардсона (Ri) [3]. В настоящей статье 
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формулируется явная (т.е. безытерационная) алгебраическая модель стратифицирован-
ной турбулентности, не включающая эмпирических функций устойчивости. 

Моделирование турбулентности является важным фактором в инженерных прило-
жениях, например, для вычисления сопротивления наземных транспортных средств или 
самолетов, а также в атмосферных науках для описания значительного турбулентного 
транспорта тепла и импульса в АПС [4]. В настоящее время модели турбулентности 
представлены двумя основными классами, в одном из них принимается во внимание 
осредненный эффект всех масштабов турбулентности (Reynolds-averaged Navier−Stokes 
или RANS модели), в другом моделируются только подсеточные масштабы (Lage-Eddy 
Simulation или LES-модели). 

Многие используемые модели стратифицированной турбулентности базируются на 
концепции вихревой вязкости, а эффекты плавучести часто включаются в выражения 
для турбулентных потоков через эмпирические функции, основанные на теории подобия 
Монина−Обухова [5], которая строго справедлива только для поверхностного слоя. 
Важной величиной в этих моделях является линейный масштаб турбулентности, кото-
рый часто основывается на эмпирической модели, предложенной Блэкадаром [6]. Одна-
ко гипотеза вихревой вязкости оказывается недостаточной для правильного описа-
ния турбулентных потоков. В частности, она не дает правильного описания анизотро-

пии напряжений Рейнольдса i ju u .  Более общий подход был предложен в работах [7, 8], 

где была выведена хорошо известная иерархия моделей турбулентности, основанная на 
транспортных уравнениях для напряжений Рейнольдса и турбулентного потока тепла 

iu θ  в AПС. Позднее, развитые модели АПС также основывались на этой иерархии (см., 
например, [9]). Однако из-за встречающихся ограничений при реальном моделировании 
климата и прогнозировании погоды на практике рассматривались только простейшие 
модели этой иерархии и использовалось минимальное число прогностических уравне-
ний, главным образом, уравнение турбулентной кинетической энергии (TKЭ). Примером 
такой модели является модель турбулентности с одним прогностическим уравнением 
для ТКЭ [10]. Попытка более глубокого изучения геофизической турбулентности указа-
ла на потребность в дополнительных прогностических уравнениях, в частности, для тур-
булентной потенциальной энергии (TПЭ) [11−13]. 

Эффекты плавучести и стратификации температуры, которые крайне важны для 
AПС, менее значимы в масштабах инженерных приложений. Без учета плавучести урав-
нения турбулентности существенно упрощаются. Распространенными моделями турбу-
лентности, используемыми в инженерных приложениях, являются k−ε [14] и k−ω [15] 
модели, которые содержат два прогностических уравнения: для TKЭ и скорости ее дис-
сипации ε. Подобные модели турбулентности также использовались при рассмотрении 
атмосферных условий (как, например, в [16]), но в гораздо меньшей степени. Стандарт-
ные формулировки этих моделей с двумя уравнениями по-прежнему основаны на гипо-
тезе вихревой вязкости, но в последние годы был достигнут существенный прогресс, 
связанный с выводом более общих моделей из транспортных уравнений для напряжений 
Рейнольдса и турбулентного потока тепла. Ключевым понятием в этом случае является 
так называемое слабо-равновесное приближение [17, 18], в котором пренебрегается ад-
векцией и диффузией определенных безразмерных величин. Такое приближение приво-
дит к связанной неявной системе алгебраических уравнений для турбулентных потоков 
(подобно иерархии моделей первого уровня Меллора и Ямады). Разрешение замкнутых 
уравнений для турбулентных потоков импульса и тепла с помощью символьной алгебры 
приводит к явной (безытерационной) алгебраической модели турбулентных потоков. 
В работах [19−22] были предприняты исследования для расширения этого более общего 
подхода моделирования турбулентных течений с плавучестью, т.е. с температурой или 
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плотностью как активным скаляром и с применением приближения слабо-равновесной 
турбулентности для атмосферных моделей. Включение активного скаляра усложняет 
математический вывод модели из-за связей между напряжениями Рейнольдса и тепловыми 
потоками, которые порождают члены плавучести. Примеры моделей, которые были раз-
виты посредством этого подхода, могут быть найдены в работах [23−26]. 

В настоящем исследовании за основу взята модель, верифицированная в атмосфер-
ном пограничном слое [21], которая является одной из первых полностью явных (без-
ытерационных) моделей (турбулентные потоки полностью выражаются через прогно-
стические переменные), апробированной в устойчивом АПС. Нужно отметить, что анало-
гичные подходы использовались в LES-кодах, атмосферных и инженерных исследованиях 
[27, 28]. Несмотря на то, что двухпараметрические модели были испытаны в инженер-
ных приложениях, получение модели из более фундаментальных принципов и тестиро-
вание ее в канонических тестовых случаях не означает, что она будет точнее в более 
сложных случаях, к которым относятся атмосферные течения. Такие случаи могут вклю-
чать ряд физических явлений, не рассмотренных в модели. В связи с этим возникает во-
прос, как указанные вновь развитые модели, основанные на более общих принципах, ра-
ботают применительно к АПС и, в частности, в какой мере явная алгебраическая модель 
напряжений Рейнольдса, которая выведена из замкнутых прогностических уравнений для 
потоков импульса и тепла, воспроизводит наблюдаемую динамику ночного погранично-
го слоя для случая с ясным небом без учета радиационных потоков и влажности. 

Основная цель настоящего исследования  тестирование развитой в работах [20, 21] 
алгебраической модели для широко известного тестового случая GABLS1 (Global Energy 
and Water Cycle Experiment Atmospheric Boundary Layer Study) [1, 29], где был сформи-
рован полностью устойчивый пограничный слой при постоянной скорости охлаждения 
поверхности. Этот случай заслуживает особого внимания, потому что воспроизведение 
устойчивого пограничного слоя  один из сложных вопросов при моделировании атмо-
сферной турбулентности. Более общее воздействие поверхности на процессы турбу-
лентного переноса в АПС рассматривалось в работе [30]. Полученные в настоящем ис-
следовании численные результаты сопоставляются с результатами одномерной (single-
column) модели [10] и данными LES-расчетов [1, 29]. 

1. Явная алгебраическая модель напряжений Рейнольдса 
    и турбулентного потока тепла 

Настоящая работа не преследует цели провести обзор традиционных одномерных 
моделей (см., например, [22]). Ниже приводятся основные уравнения модели, выведен-
ные из осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье−Стокса, в которых использована 
декомпозиция переменных на средние и пульсационные части. Отправной точкой явля-
ются уравнения для средней скорости U



 = (U, V, W) и средней потенциальной темпера-
туры Θ. В случае атмосферного пограничного слоя уравнения для среднего течения мо-
гут быть записаны в следующем упрощенном виде: 

( )g ,DU uw f V V
Dt z

∂
= − − −

∂
                                           (1) 

( )g ,DV vw f U U
Dt z

∂
= − + −

∂
                                           (2) 

,D w
Dt z

θΘ ∂
= −

∂
                                                        (3) 

где 2 sinf ϕ= Ω   параметр Кориолиса, зависящий от скорости вращения Ω Земли, 

ϕ  широта, z  вертикальная координата, ( )g g g,U U V=


  геострофическая скорость ветра, 
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обусловленная силой крупномасштабного градиента давления, k kD Dt t U x= ∂ ∂ + ∂ ∂   

материальная производная  в направлении средней скорости, ,uw vw  и wθ   компо-
ненты турбулентного потока импульса (или напряжения Рейнольдса) и турбулентного 
потока тепла соответственно, которые содержат неизвестные корреляции флуктуаций 
скорости (u, v, w) и температурных флуктуаций θ. Отметим, что в (1)−(3) учитывается 
исключительно турбулентный перенос в вертикальном направлении и предполагается 
наличие горизонтально однородных условий для статистики турбулентности. Когда сис-
тема (1)−(3) решается только на вертикальной сетке, это называется «single-column» мо-
делью или моделью первого порядка. Для замкнутой формы (1)−(3) необходимо по-
строение модели для турбулентных потоков, т.е. турбулентные потоки должны быть 
выражены через среднюю скорость и потенциальную температуру. 

1.1. Моделирование напряжений Рейнольдса 

Приближение вихревой вязкости не имеет физического обоснования и приводит 
к неадекватной модели для случая сложных течений [31]. В частности, оно не позволяет 

корректно отразить анизотропию тензора напряжений Рейнольдса i ju u  и обмен между 

компонентами кинетической энергии, поэтому более правильный путь получения моде-
лей для турбулентных потоков заключается в рассмотрении транспортных уравнений 

для всех компонент тензора i ju u  и вектора турбулентного потока тепла iu θ : 

П ,i j
ij ij ij ij ij

D u u
D P G

Dt
ε− = + − +                                        (4) 

П ,i
i i i i i

D u
D P G

Dt θ θ θ θ θ
θ

ε− = + − +                                      (5) 

где члены в каждом из этих уравнений (слева направо) обозначают: адвекцию, диффу-
зию, порождение сдвигом, перераспределение давлением, диссипацию и порождение 
плавучести. Члены порождения имеют вид: 

,j i
ij i k j k

k k

U U
P u u u u

x x
∂ ∂

= − −
∂ ∂

                                           (6) 

,i
i i j j

j j

U
P u u u

x xθ θ
∂∂Θ

= − −
∂ ∂

                                             (7) 

( )3 3
0

,ij i j j i
gG u u
T

δ θ δ θ= +                                                (8) 

3
0

2 ,i i
gG E
Tθ θδ=                                                       (9) 

где g  ускорение силы тяжести, T0  стандартное значение температуры, ijδ   символ 

Кронекера и 2 2E /θ θ=   дисперсия температуры, деленная на 2. Эти члены порождения 
имеют замкнутый вид, в то время как члены в (4), (5), в особенности члены перераспре-
деления давлением, содержат неизвестные корреляции, которые необходимо моделировать. 



Теплофизика и аэромеханика, 2019, том 26, № 3 

 367 

Для диссипативного члена в (4), (5) часто выбирается изотропное выражение: 2 3
ij ij .ε εδ=  

Члены перераспределения давлением Пij  и П iθ  описывают межкомпонентный обмен 

флуктуациями давления. В рассматриваемом случае для них используется общая линей-
ная модель [32, 33]. Для диффузионных членов применяется модель градиентной диф-
фузии. Для полного замыкания уравнений (4), (5) необходимы дополнительные прогно-
стические уравнения или алгебраические модели для диссипации ε и дисперсии темпе-

ратуры 2 2E /θ θ=  (а также для деструкции ,θε  появляющейся в уравнении для диспер-
сии температуры). Уравнения (4), (5) достаточно трудны для практических вычислений 
и потому желательно провести их упрощение до алгебраической формы. Используем для 
этой цели слабо-равновесное приближение [19, 21], которое заключается в пренебрежении 

адвекцией и членами анизотропной части напряжений Рейнольдса: 2 ,
3ij i jb u u E= −  где 

1
2 i iE u u=   турбулентная кинетическая энергия. Слабо-равновесное приближение 

справедливо во многих случаях, хотя оно и недостаточно в окрестности твердой стенки, 
то есть в области, которая обычно не разрешается в атмосферных моделях. С помощью 
слабо-равновесного приближения получим явные (безытерационные) алгебраичес-
кие уравнения для i ju u  и iu θ  вместе с прогностическими уравнениями для E, ε и E .θ  

Несколько возможно, более общее приближение [19] не приводит к безытерационной 
формулировке модели для турбулентных потоков. 

1.2. Турбулентная потенциальная энергия 
       и противоградиентный поток тепла 

Явная алгебраическая анизотропная модель турбулентности, описание которой при-
водится в разделе 1.3, относится к одному из самых усовершенствованных классов мо-
делей турбулентности, используемых в инженерной практике. С другой стороны, многие 
атмосферные модели до сих пор применяют стандартную схему с одним прогностиче-
ским уравнением для ТКЭ (E): 



0
,

P G

E
DE U V guw vw wθ D
Dt z z T

ε∂ ∂
= − − + − +

∂ ∂



                              (10) 

где P  порождение сдвигом, G  порождение плавучести, ε  скорость диссипации, 
ED   турбулентная диффузия (транспортный член). Диффузионный член обычно мо-

делируется выражением градиентной диффузии  

m ,E
E

K ED
z zσ
 ∂ ∂

= ⋅ ∂ ∂ 
                                                  (11) 

где mK   коэффициент вихревой диффузии импульса или турбулентная вязкость, опреде-
ление которой будет приведено в разделе 1.3, Eσ   турбулентное число Шмидта для ТКЭ. 

Относительно недавно моделирование атмосферной турбулентности было допол-
нено [11−13] прогностическим уравнением для турбулентной потенциальной энер-
гии (ТПЭ) 

( ) ( )0pE gE T z .θ= ∂Θ ∂                                           (12) 

Главная идея, лежащая в основе этих моделей, состоит в преобразовании кинетической энер-
гии в потенциальную посредством плавучести [34], тогда как в стандартных схемах ТКЭ 



Курбацкий А.Ф., Курбацкая Л.И. 

 368 

член плавучести G действовал бы лишь как источник или сток энергии. Указанный подход 
позволяет предсказать существование турбулентности в сильно устойчивом режиме, 
зафиксированном в наблюдениях [35]. В стандартных моделях присутствует критиче-
ское число Ричардсона Ric = 0,25, но в случаях, когда Ri > Ric полагается, что турбу-
лентность полностью затухает (см. раздел 1.4). Эти соображения привели к моделям тур-
булентности, использующим или единственное прогностическое уравнение для полной 
турбулентной энергии [11, 36], или замыкание с применением отдельных прогностиче-
ских уравнений для TKЭ и ТПЭ [12, 13]. Последнее также получено из балансов потоков 
импульса и тепла в уравнениях (4), (5), хотя и с бóльшим количеством эмпирических 
соображений, чем настоящая явная алгебраическая модель напряжений Рейнольдса 
(см. раздел 1.3). С другой стороны, модели рейнольдсовых напряжений естественно зави-
сят от дисперсии температуры, величины существенно эквивалентной ТПЭ в уравне-
нии (12). Эта зависимость обусловлена членом плавучести iGθ  в уравнении (5). Допол-

нительное прогностическое уравнение для Eθ  может быть записано в виде 

,DE Dt P Dθ θ θ θε= − +                                                (13) 

где ( )j jP u / xθ θ= − ∂Θ ∂   член порождения, θε   скорость деструкции, Dθ   диффу-

зионный член. Следует отметить, что в инженерных моделях турбулентности не учиты-
валась возможность существования турбулентности в случаях, когда число Ричардсона 
выше критического значения (Ri = 0,25). Действительно, упомянутые выше модели 
включают критическое число Ричардсона, близкое к теоретическому значению 0,25, 
которое является результатом линейной теории устойчивости [37, 38]. Явные алгебраи-
ческие модели получены скорее из базовых принципов, таких как общие выражения 
для членов перераспределения давлением П ,ij  П iθ  и слабо-равновесное приближение, 

в то время как такие модели, как замыкание [12], используют более эмпирические соот-
ношения и ad hoc-коррекции, например, в корреляциях с давлением. Вероятно, что такие 
коррекции всегда необходимы, чтобы получить модель турбулентности без критического 
числа Ричардсона. 

Еще одна особенность использования дополнительного прогностического уравне-
ния для Eθ  (или ТПЭ) связана с появлением члена противоградиентного потока тепла, 
тогда как стандартные модели вихревой диффузии имеют поток, который всегда про-
порционален градиенту средней температуры. В настоящей модели турбулентный поток 
тепла может быть выражен как 

h ,cw K
z

θ γ∂Θ
= − +

∂
                                                    (14) 

где ( )2
h hK E / fε=   коэффициент вихревой диффузии тепла, ( )c c Eθγ γ=   член 

противоградиентного потока тепла, пропорциональный Eθ . Появление противогради-
ентного члена может быть важным для областей с сильными температурными флуктуа-
циями (т.е. большими значениями Eθ ) и положительным градиентом температуры [39]. 

С другой стороны, в моделях, использующих общепринятое выражение для Eθ  (модель 

второго уровня Меллора и Ямады), член cγ  получается пропорционален градиенту 
средней температуры, и его вклад может быть учтен в коэффициенте вихревой диффу-
зии тепла hK .  Прогностическое уравнение для Eθ , такое как (13), может быть необхо-
димо для получения корректной динамики в противоградиентном члене (14). 
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1.3. Описание алгебраической модели турбулентных потоков импульса 
       и тепла применительно к АПС 

Рассмотрим модель, выведенную в работах [20, 21], и ее применение к тестовым 
случаям в устойчивом АПС. Устойчивый пограничный слой моделируется путем реше-
ния уравнений (1)−(3) для среднего ветра и средней температуры. Модели для компо-
нент напряжения Рейнольдса и вектора турбулентного потока тепла в этих уравнениях, 
полученные в приближении слабо-равновесной турбулентности, имеют следующий вид: 

( ) m, , ,U Vuw vw K
z z

∂ ∂ = −  ∂ ∂ 
                                               (15) 

h .cw K
z

θ γ∂Θ
= − +

∂
                                                      (16) 

Коэффициенты вихревой диффузии импульса ( mK ), тепла ( hK ) и противоградиентный 

поток тепла ( cγ ) записываются в виде 

( )2
m m/ ,K E fε=    ( )2

h h/ ,K E fε=                                       (17) 

0
с c

EEg f .
T

θγ
ε

 
=  
 

                                                   (18) 

В отличие от эмпирических выражений, используемых в стандартных моделях вихревой 
вязкости (с введением эмпирических функций устойчивости, включающих градиентное 
число Ричардсона), функции m h, , cf f f  теперь вытекают непосредственно из решения 
взаимосвязанных алгебраических уравнений для турбулентных потоков импульса и теп-
ла с применением кода символьной алгебры. Структура этих функций приведена в При-
ложении. Параметры в этой части модели, содержащиеся в выражениях m h, , ,cf f f  все-

цело определяются (общими) моделями корреляций перераспределения давлением Пij  и 

П iθ  в (4), (5). Отметим, что кроме турбулентных потоков, входящих в (1)−(3), из урав-
нений (4), (5) можно получить анизотропные выражения для других компонент напря-

жений Рейнольдса i ju u  и турбулентного потока тепла iu .θ  Чтобы замкнуть эти выра-

жения, используем прогностические уравнения для , , :E Eθε  

m

0
,

P+G

E

KDE U V g Euw vw w
Dt z z T z z

θ ε
σ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − − + − + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ 



                          (19) 

2
m

1 2 3
0

,
KD U V gC uw vw C C w

Dt E z z E E T z zε ε ε
ε

ε ε ε ε εθ
σ

 ∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + ⋅ + ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂   
            (20) 

m1 ,
E

E E EKw
t z r E z z

θ

θ θ θθ ε
σ

 ∂ ∂∂Θ ∂
= − − ⋅ + ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 

                                (21) 

где 1 2 31,44, 1,92, 0,8, 1,0, 1 3, 0,6E EC C C , r
θε ε ε εσ σ σ= = = − = = = =  [20]. Константа Cε3 

может варьироваться в зависимости от стратификации. Отметим, что диффузионные 
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члены моделируются при помощи градиентной диффузии, как в (11). Кроме того, ско-
рость деструкции Eθ  (второй член в правой части (21)) параметризована выражением 

( )E rθ θε τ=  с релаксационным масштабом времени / ,Eτ ε=  равным временному мас-
штабу флуктуаций скорости. Значение r основано на эмпирических соображениях, из-
ложенных в работах [40−41]. Отметим, что в параметризациях турбулентных потоков 
настоящей модели турбулентности (16)−(18) не используются традиционные эмпириче-
ские функции устойчивости стандартных атмосферных моделей. 

1.4. Коррекция явной алгебраической модели турбулентности 
       для учета воздействия внутренних гравитационных волн (ВГВ) 

В крупномасштабных атмосферных и океанических течениях сдвиг скорости вы-
зывает неустойчивость и генерацию турбулентности при высоких числах Рейнольдса, 
типичных на геофизических масштабах. Относительная важность разнонаправленных 
эффектов сдвига и стратификации характеризуется безразмерным отношением, так на-
зываемым градиентным числом Ричардсона [42] 

2 2Ri / ,N S=  

где ( )( ) 1/ 2
0N g T z = ∂Θ ∂    частота внутренних гравитационных волн или частота 

Брента−Вяйсяля, S  вертикальный сдвиг горизонтальной скорости. Градиентное число 
Ричардсона есть мера относительной интенсивности градиента температуры в устойчиво 
стратифицированных течениях. Основываясь на этом критерии, в ранних исследованиях 
полагалось, что турбулентность полностью затухает, если число Ричардсона превышает 
некоторое критическое значение Ri = 0,25. Эвристическая ценность критического числа Ri, 
как критерия существования турбулентности устойчиво стратифицированных течений, 
остается неясной, и этот вопрос активно обсуждался в работах [43−45]. Ранее в моногра-
фии [46] было высказано предположение, что критического градиентного числа Ричард-
сона Ri не существует. Это радикальное предположение нашло свое подтверждение 
в данных натурных и лабораторных измерений последнего времени [47−49]. 

Данные атмосферных и лабораторных измерений [35, 50] коэффициентов вихревой 
диффузии импульса ( mK ) и тепла ( hK ), представленные на рис. 1а, показывают четко 

 
 

Рис. 1. Зависимости от числа Ричардсона нормированных на 2w S  коэффициентов вихревой 
диффузии импульса Km (1) и тепла Kh (2) настоящей модели (a) и обратного турбулентного 

числа Прандтля с учетом ВГВ (1) и без учета ВГВ (2) для настоящей модели (b). 
a  данные измерений Km (3) и Kh (4) [35], b  данные измерений Km (3) [50] и Kh (4) [35]. 
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выраженный тренд убывания коэффициента hK  при сохраняющемся почти неизменном 
с ростом градиентного числа Ричардсона коэффициенте m.K  Такое же поведение фик-

сируется для обратной величины турбулентного числа Прандтля ( -1
t h mPr /K K≡ ) на 

рис. 1b, свидетельствующее о турбулентном перемешивании и при числах Ri > 0,25. 
В условиях сильной устойчивости АПС вертикальный вихревой турбулентный перенос 
существенно подавляется стратификацией, однако при этом возрастает активность внут-
ренних гравитационных волн, которые могут транспортировать импульс, но не тепло. 
Результаты измерений, приведенные на рис. 1, подтверждают такое объяснение, хотя 
строгого доказательства на этот счет не существует. Связано это как с многообразием 
условий возникновения гравитационных волн орографического происхождения в реаль-
ном АПС, так и с теоретической интерпретацией волн для возможности встраивания их 
воздействия в модели пограничного слоя. 

Учет воздействия ВГВ на динамику турбулентности в (сильно) устойчивом АПС 
может основываться на данных натурных и лабораторных измерений, изображенных 
символами на рис. 1. Принимая во внимание зависимость вертикального турбулентного 
переноса тепла от частоты Брента−Вяйсяля N, установленную в [51], можно ввести 
в рассмотрение модифицированное выражение для временного масштаба турбулентного 
поля температуры ,pθτ  зависящее от частоты N. Релаксационная часть корреляции 

с пульсациями давления ( )П /i ip xθ θ= ∂ ∂  в (5) может быть аппроксимирована линейной 
зависимостью [34, 52, 53] 

(1) 1Π ~ ,i p ii
p

c
h hθ

θθ
θ

τ
τ

−                                                (22) 

где i ih uθ=   турбулентный поток тепла, 1с θ   численный коэффициент. Выраже-
ние (22) было впервые предложено в работе [54] для течений без средних градиентов 
полей скорости и скаляра и в предположении, что 

/ .p Eθτ τ ε=  

С учетом средних градиентов две оставшиеся части корреляции (1) (2) (3)Π Π Π Πi i i iθ θ θ θ= + +  
имеют вид [22, 52]:  

( )2
2Π ,( )

j i ji c h U xθθ = − ∂ ∂    3 2
3

( )
ii c .θθ β θΠ =                                 (23) 

Откалиброванные (см., например, [40]) численные значения коэффициентов в (22) и (23) 
приведены в Приложении. Хотя предположение (23) широко использовалось ранее 
в различных схемах второго уровня замыкания турбулентности, его применимость 
к устойчиво стратифицированным течениям не является очевидной. Прямой путь дока-
зательства справедливости представлений (22) и (23) состоял бы в сравнении с LES-дан-
ными моделирования корреляций с пульсациями давления в атмосферных течениях. 
Однако такие данные, по-видимому, отсутствуют. 

Как отмечалось выше, можно принять, что в устойчиво стратифицированной тур-
булентности масштаб времени pθτ  должен быть функцией частоты Брента−Вяйсяля N 

( )p p Nθ θτ τ=                                                          (24) 

с конкретной функциональной зависимостью вида 

2 2(1 ),p a Nθτ τ τ= + ⋅                                                   (25) 
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где a = 0,16 если 2 0N >  и a = 0 если 2 0.N ≤  Физический аргумент в пользу демпфи-
рующего фактора в знаменателе (25) может основываться на том, что в устойчиво стра-
тифицированных течениях турбулентные вихри совершают работу против сил плавуче-
сти и теряют кинетическую энергию, которая переходит в потенциальную энергию. 

Такая процедура включения в модель воздействия ВГВ на турбулентный перенос, 
хотя и имеет квазиэмпирическое происхождение, находит свое подтверждение на рис. 1. 
В частности, штриховая линия на рис. 1b показывает, что без коррекции (25) обратное 
значение турбулентного числа Прандтля остается практически постоянным с ростом 
градиентного числа Ричардсона. Отметим, что включение в описание динамики устой-
чивого пограничного слоя дополнительного к напряжениям Рейнольдса сопротивления, 
создаваемого гравитационными волнами и возникающими на орографии ландшафта, 
также имеет квазиэмпирическое происхождение (см., например, [55]), и оно, конечно, 
существенно зависит от конкретной структуры ландшафта. 

2. Численная реализация явной алгебраической модели 
        турбулентности  в устойчивом АПС для случая 
        с постоянным форсингом поверхности 

Рассмотрим формирование устойчивого АПС согласно сценарию GABLS1 [1], ко-
гда чисто устойчивый AПС инициируется наложением геострофического ветра постоян-
ной скорости при охлаждении поверхности также с постоянной скоростью. Основной 
интерес при этом представляет исследование того, насколько хорошо модель работает 
в предсказании устойчиво стратифицированной турбулентности в атмосфере путем 
сравнения с доступными LES-данными, полученными для случая GABLS1 (см., напри-
мер, [29, 30]). Постоянная скорость геострофического ветра в этом случае равна Ug = 8 мс−1, 
вектор ветра направлен вдоль оси X. Параметр Кориолиса 4 11 39 10 cf , − −= ⋅  (соответст-
вует условиям Арктики для 73° северной широты). Потенциальная температура на поверх-
ности ( )s 0z zΘ = Θ =  изменяется со временем как ( )s 0t atΘ = Θ −  при 0 265,1 KΘ =  и 

56,94 10 K/c.a −= ⋅  Начальная потенциальная температура (Θ) равна 265 K вплоть до вы-
соты 100 м, затем возрастает со скоростью 0,01 K/м вплоть до верхней границы на высо-
те 400 м, где ее значение достигает величины 268 K. Влажность не учитывается. Для 
модели требуется задать начальный профиль ТКЭ (E). Начальный профиль диссипации ε 
выбирается так, что масштаб времени турбулентности /Eτ ε=  первоначально равен 100 с, 
в то время как начальный профиль Eθ  положен равным нулю. Аэродинамическая шеро-
ховатость поверхности z0 принята равной 0,1 м. Вычисления проведены с разрешением 
2 м по вертикали, как и в оригинальном случае GABLS1 [29]. Численное моделирование 
с шагом интегрирования по времени, равным 60 с, проводится в течение 9 часов (время 
работы модели), после чего достигается квазиустановившееся состояние. Для сравнения 
можно использовать LES-данные с разрешением 2 м [29] и данные модели [10] с одним 
уравнением для ТКЭ (с разрешением по вертикали 6,3 м). 

Система дифференциальных уравнений (1)−(3), (15)−(21) решается в области [ ]0 , ,z H  
где z0  аэродинамическая шероховатость поверхности и H  высота области. Рассматри-
вая нижнюю границу при 0 ,z z=  можно легко определить следующие граничные условия 
для уравнений среднего течения (1)−(3): ( ) ( )0 0 0,U z z V z z= = = =  ( ) ( )0 ,sz z tΘ = = Θ  где 

sΘ  функция времени. Для E Eθε− −  модели (15)−(21) принимаем, используя для 
простоты стандартную модель вихревой вязкости, условия логарифмического слоя, 
которые могут быть получены из баланса членов порождения и диссипации в логариф-
мическом слое. Эти граничные условия записываются в следующем виде: 
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( ) 2
0 ,*E z z u cµ= =                                                     (26) 

( ) 3
0 0 ,*z z u k zε = =                                                      (27) 

( ) 2t
0

Pr
,*

r
E z z

cθ
µ
θ= =                                                    (28) 

здесь 0,09,cµ =  tPr 0,9,=  k = 0,4. Скорость трения *u  и температура трения *θ  опреде-

ляются из логарифмического закона вблизи поверхности: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
0/ ln ,*U z V z u k z/ z+ =                                      (29) 

( ) ( ) ( ) ( )s t 0Pr / ln*z t k z/ z .θΘ −Θ = ⋅                                     (30) 

Отметим, что приведенные граничные условия до некоторой степени проще, чем часто 
используемые эмпирические соотношения на основе теории подобия Монина−Обухова, 
в которых также принимается во внимание порождение плавучести [5]. Настоящее при-
ближение оправдано, если величина шага вычислительной сетки, используемого для 
согласования с логарифмическими функциями вблизи поверхности, достаточно мала для 
пренебрежения эффектами плавучести. Это означает, что первые узлы сетки около по-
верхности должны находиться внутри логарифмического слоя, чтобы получить пра-
вильный наклон в профиле скорости вблизи поверхности (см. рис. 2) и, как следствие, 
адекватные значения для *u  и ,*θ  вычисленные по формулам (29), (30). На верхней гра-
нице области  задаются скорость, равная скорости геострофического ветра (U = Ug и V = Vg), 
и фиксированное значение градиента потенциальной температуры, соответствующее на-
чальному профилю. Для величин, используемых в (15)−(21), примем на верхней границе 
∂/∂z = 0 для искомых функций. Так как оригинальный случай GABLS1 определяет истин-
ную поверхностную температуру, значение 0Θ  было несколько увеличено по сравнению 

 
 

Рис. 2. Профили средней скорости ветра (а) и средней потенциальной температуры (b) 
в случае GABLS1. 

1  настоящие вычисления, 2  вычисления по теории подобия Монина−Обухова при u* = 0,29 м/с, 

θ
 * = s / ,w uθ ∗  swθ = 0,012 K⋅м/с [5], L = 149 м, z0 = 0,1 м, k = 0,4 [1] и Prt = 0,9, 

3  логарифмическая часть функций U и Θ−Θs. 
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с приведенным в исследовании [3] (265 K) с тем, чтобы получить разницу в потенциаль-
ной температуре между поверхностью и 0z z .=  Различие в 0,124 K следует из (экстрапо-

лированного) среднего значения LES-данных при 0z z .=  Вычислительный код исполь-
зует центральные разности второго порядка для пространственной дискретизации на 
смещенной сетке и неявную схему Эйлера по времени первого порядка. Разрешение сет-
ки около поверхности выбрано достаточно мелким, чтобы получить численное решение, 
независимое от сетки, т.е. дающее профили скорости и температуры, согласующиеся 
с граничными условиями логарифмического слоя, приведенными выше (см. также рис. 2). 
При этом предпочтительнее сфокусироваться на физической корректности модели, чем 
на различиях, обусловленных вычислениями. 

Для демонстрации справедливости граничных условий, использованных в модели, 
на рис. 2 изображены средняя скорость ветра и средняя потенциальная температура 
в логарифмическом масштабе. Очевидно, что как настоящая и ТКЭ модели, так и LES-
модель следуют тому же самому логарифмическому закону около поверхности (вплоть 
до ≈ 5 м). Это также показывает, что граничные условия логарифмического слоя 
в (26)−(28) и (29), (30) совместны и работают в рассматриваемом случае, пока шаг сетки 
вблизи стенки меньше, чем 5 м. Выше в пограничном слое из-за эффектов плавучести 
необходима коррекция в логарифмическом профиле, основанная на теории подобия 
Монина−Обухова [7]. Эта коррекция является линейной функцией безразмерного пара-
метра / ,z L  где ( ) ( )3 2

s0 0/* * *L u T kgw u T / kgθ θ= − =   масштаб Обухова [56], зависящий 

только от поверхностных потоков. Профиль ветра хорошо согласуется с теоретической 
кривой не только для скорости ветра, но и для температуры. 

На рис. 3 показаны результаты вычислений для профилей средней скорости ветра и 
средней потенциальной температуры. Для обоих профилей результаты настоящей моде-
ли близки LES-данным [29], в то время как другие подходы дают более мелкий турбу-
лентный слой (см. [22]). Это отражает способность модели к хорошим предсказаниям 
характеристик устойчиво стратифицированного течения. Видно, что модель [10] демон-
стрирует профили, схожие с результатами настоящей модели, и хотя эти модели основаны 
на различных принципах, они дают хорошее описание турбулентности в настоящем тес-
те. Следует, однако, отметить, что стандартная ТКЭ-схема модели [10] завышает высоту 
пограничного слоя. 

На рис. 4 показаны результаты для турбулентных потоков импульса и тепла и про-
филь ТКЭ. Из рисунка можно заключить, что настоящая модель приводит к результатам, 
более близким к данным LES [29], чем стандартная ТКЭ-схема [10]. 

 
 

Рис. 3. Профили скорости ветра (а) и потенциальной температуры (b) 
для случая GABLS1. 

1  настоящие вычисления, 2  данные модели Meteo-France ARPEGE [10], 3  LES-данные [29]. 
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В контексте рассматриваемого устойчиво стратифицированного случая представ-
ляется удобным проанализировать проблему критического числа Ричардсона, обсуж-
даемую в данном разделе. В частности, для модели [22], близкой к представленной здесь 
модели, результаты для дисперсий скорости, в зависимости от градиентного числа Ри-
чардсона, показывают [22], что все флуктуации скорости затухают при определенном 
числе Ричардсона, имеющем значение, равное 0,2, которое немного ниже, чем критичес-
кое значение 0,25. Однако результаты LES [57, 58] фиксируют существование турбулент-
ности выше указанного значения числа Ri. Таким образом, модель [22] не предусматри-
вает возможности предсказания поддерживающейся турбулентности для числа Ri > 0,25, 
хотя быть может она допускает существование турбулентности, которая затухает очень 
медленно, если масштабы длины турбулентности большие. NCARLES-данные [59], пока-
занные на рис. 5а, затухают при числе Ричардсона примерно как для настоящей модели, 
но остаточная турбулентность остается и при несколько большем значении числа Ri, чем 
его критическое значение 0,25. Результаты настоящей модели на рис. 5а отчетливо  
указывают на существование турбулентности при числе Ri, превосходящем его критиче-
ское значение. Вертикальная дисперсия скорости обращается в нуль при Ri ≈ 1,8. 

Отметим, что есть явные различия между данными настоящей модели и LES-дан-
ными для низкого значения Ri. Однако эти рассчитанные очень близко к поверхности 
точки, где ни модель, ни LES-метод не разрешают мелкие масштабы в вязком подслое. 

 
 
Рис. 4. Профили турбулентных потоков импульса , ,uw vw  тепла wθ  и ТКЭ для случая GABLS1. 

Обозначения см. на рис. 3;  данные LES включают сумму вкладов 
разрешаемых и подсеточных пульсационных характеристик. 
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Таким образом, остается неясным, как объяснить завышение пиков среднеквадратичных 
флуктуаций скорости для различных подсеточных моделей вблизи стенки (см. [60]). 
На рис. 5b приведены те же самые дисперсии, что и на рис. 5а, масштабированные на 
ТКЭ, показывающие вклад каждой компоненты в полную величину TKЭ. Можно прийти 
к заключению, что вертикальный вклад несколько уменьшается с ростом Ri. Горизон-
тальные вклады, по-видимому, осциллируют при числах Ричардсона чуть выше крити-
ческого значения, скорее всего из-за небольшого поворота ветра в верхней части AПС, 
вызывая разные уровни сдвигового порождения в x- и y-направлениях. На рисунке не 
показаны данные расчетов выше z ≈ 225 м, где Ri становится очень большим, и где 

2 2u v=  и 2 2 0,1w E<  со значением ТКЭ, очень близким к нулю. Также отметим, что 
рис. 5 показывает способность модели предсказать анизотропную турбулентность с явно 
различными компонентами TKЭ. 

Заключение 

В отношении атмосферного пограничного слоя применена недавно разработанная 
явная алгебраическая модель напряжений Рейнольдса, выведенная из фундаментальных 
принципов (см. раздел 1). Существенной особенностью модели в отличие от стандарт-
ных моделей вихревой вязкости является ее способность охватить анизотропное распре-
деление компонент ТКЭ. Это крайне важно для стратифицированных течений в целом и 
АПС в частности, т.к. в них может проявляться высокая степень анизотропии. Кроме 
описания эволюции для , , ,E Eθε  определенных уравнениями (15)−(21), структура мо-
дели содержит несколько базовых параметров. Эти параметры являются результатом 
линейных аппроксимаций членов корреляций перераспределения давлением, которые 
откалиброваны для стратифицированных течений в более ранних работах. Граничные 
условия основаны на общих соотношениях для логарифмического слоя. В настоящей 
работе проведено полное сравнение модели с данными LES-моделирований для случая 
GABLS1 [29]. Результаты, представленные на рис. 3, 4 показали хорошее согласование 
с доступными данными LES, значительно лучшее, чем со стандартной схемой ТКЭ. Мо-
дель предсказала существование турбулентности при значении числа Ричардсона выше 

 
 

Рис. 5. Профили компонент ТКЭ в зависимости от градиентного числа Ri для случая GABLS1. 

a: настоящие расчеты  2u (1), 2v (2), 2w (3), сплошные линии  расчет по LES-модели [59]); 

b: компоненты 2,u  2 ,v  2 ,w  обезразмеренные на значения ТКЭ и представляющие вклад каждой компоненты 
в полную величину ТКЭ. 
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критического, что согласуется с данными измерений. Представленное в работе [13] при-
ближение моделирования стратифицированных течений имеет больше эмпирических 
предположений, в то время как предложенная в настоящей работе модель опирается в 
основном на базовые принципы. Полное сравнение этих двух моделей в различных тес-
товых случаях с целью выявления сходства и различия между ними, могло бы быть ин-
тересным предметом будущей работы. 

Приложение 

Функции устойчивости m h, , cf f f  в выражениях для коэффициентов вихревой 
диффузии импульса и тепла в (17), (18) имеют вид: 

2
2

m 1 1 2 h 2 2 2 1
1 0

1 2 41 2 ,
3 3

Egf G
D T E

θα
α λ λ α λ λ α τ

α

     = − + +     
      

              (П.1) 

{ }h 1 1 2 h
1 2 1

3
f G ,

D
λ λ α= ⋅ +                                            (П.2) 

22
1 m 1 2 h

2 21
3cf G G .

D
λ

α λ α = + + 
 

                                      (П.3) 

В (П.1)−(П.3): ( )2m ,G Sτ=   ( )
2

2
h

0
,E g dG N

T d z
τ

ε
Θ = = ⋅ 

 
   

2 2
2 ;U V ES ,

z z
τ

ε
   ∂ ∂

= + =   ∂ ∂   
 

2
1 m 2 h 3 h 4 m h1 ,D d G d G d G d G G= + + + −  

( )22
1 1 2 1 2 3 1 2 4 1 2 1 2

2 7 4 2
3 3 3 3

d , d , d , d ,α λ α λ α λ λ α α= = = =  

( )32
1 2 1 1 2 2 1

1 1

11
, , 1/ 1 /

cc
c , c c .

c c θ θ θα α λ λ
−−

= = = = −  

Найденная в работе [55] для инженерных приложений и в атмосферном пограничном 
слое связь между базовыми константами модели корреляции «давление-сдвиг» опреде-
лена соотношением ( )2 11 / 0, 23c c .− ≅  Остальные базовые коэффициенты настоящей 
модели, откалиброванные при решении различных задач инженерной практики и страти-
фицированных течений [44, 45], имеют следующие численные значения: 1 2,2,c =  2 0,5,с =  

3 0,5,с =  1 3, 28,с θ =  2 3 0,5с с .θ θ= =  
Дисперсия вертикальной турбулентной скорости имеет вид: 

( )
2

2
1 2 h 1 2 h 2 1 m 2 2

0

1 2 8 11 1
3 3 2

E Egw E G G G .
D T

θλ α λ α λ α λ α τ
ε

    = + + + −   
     

          (П.4) 

Дисперсии горизонтальных турбулентных флуктуаций скорости записываются как 

( ) ( )( )
2

2 2
0 0 0 1 1 1 0

0

2
2
1

1 2 31 2 1 1
1 3 2

2 ,

Uu E
D z

U
z

λ λ λ α τ α λ λ
λ

α τ

    ∂   = + + + + − + +  + ∂      

 ∂
+  ∂ 

      (П.5) 
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( ) ( )( )
2

2 2
0 0 0 1 1 1 0

0

2
2
1

1 2 31 2 1 1
1 3 2

2

Vv E
D z

V .
z

λ λ λ α τ α λ λ
λ

α τ

    ∂   = + + + + − + +  + ∂      

 ∂
+  ∂ 

     (П.6) 

В (П.5), (П.6) параметр 0 1 2 hGλ λ α=   безразмерный градиент температуры. 
Турбулентные потоки тепла записываются в виде 

( )

( )( )2
1 1 2 1 2 h

1 2 1 2 h 1 2 h 2 1 m
0 0

2 2
2 1 2 h 1 m

0

2 1
3

1 8 11 ,
1 3 2

22 1
3

UE G
z z

EEg Uu G G G
D T z

EEg UG G
T z

θ

θ

λ τ α λ λ α

θ λ λ α α τ λ α λ α
λ ε

λ τ λ α α
ε

  ∂ ∂Θ
+ + +  ∂ ∂  

   ∂  = + + − −    + ∂   
   ∂  − + +    ∂   

          (П.7) 

( )

( )( )2
1 1 2 1 2 h

1 2 1 2 h 1 2 h 2 1 m
0 0

2 2
2 1 2 h 1 m

0

2 1
3

1 8 11
1 3 2

22 1
3

VE G
z z

EEg Vv G G G .
D T z

EEg VG G
T z

θ

θ

λ τ α λ λ α

θ λ λ α α τ λ α λ α
λ ε

λ τ λ α α
ε

  ∂ ∂Θ
+ + +  ∂ ∂  

   ∂  = + + − −    + ∂   
   ∂  − + +    ∂   

          (П.8) 
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