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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îòâå÷àþùèõ çà ãåíåðàöèþ âòîðîé 

ãàðìîíèêè â íåëèíåéíûõ îäíîîñíûõ êðèñòàëëàõ, àëãîðèòì êîòîðîé ñâîäèòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ê ÷èñëåííîìó 
âû÷èñëåíèþ òðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà. Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ðàññìîòðåíû äâà ïðèáëèæå-
íèÿ, ïîçâîëÿþùèå â íàèáîëåå ñëîæíûõ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñèòóàöèÿõ ïðèáëèçèòåëüíî íà äâà ïîðÿäêà 

óìåíüøèòü âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ äâóêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì. Âî âòîðîé ÷àñòè îáñóæ-
äàåòñÿ ïðèáëèæåííûé ñïîñîá îöåíêè ìîùíîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí, êîòîðûé ïîçâîëÿåò åùå íà ïîðÿ-
äîê óìåíüøèòü âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîãî ÷èñëà øàãîâ ðåêóð-
ðåíòíîãî ïðîöåññà. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðîê, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðåäëî-
æåííûõ ïðèáëèæåíèé õîòÿ è óìåíüøàåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, íî òåì íå ìåíåå ñîõðàíÿåò 
âåëè÷èíû îøèáîê íà ïðèåìëåìî íåáîëüøîì óðîâíå. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè, ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëåííûå ñõåìû; se- 
cond harmonic generation, system of nonlinear equations, numerical scheme. 

 
Ââåäåíèå 

 
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðîöåññ ãåíåðà-

öèè âòîðîé ãàðìîíèêè (ÃÂÃ) â êâàäðàòè÷íî íåëè- 
íåéíîì îäíîîñíîì îäíîðîäíîì îòðèöàòåëüíîì êðè-
ñòàëëå áåç ïîãëîùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëàçåð-
íîå èçëó÷åíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ âäîëü îñè Z 
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ ïàðàêñèàëü- 
íûì ïðîñòðàíñòâåííî êîãåðåíòíûì è ìîíîõðîìàòè-
÷åñêèì ïó÷êîì. Ðåæèì ãåíåðàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ 

ëèáî íåïðåðûâíûì, ëèáî èìïóëüñíî-ïåðèîäè÷åñêèì. 
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôîðìà èìïóëüñîâ ñ÷èòàåòñÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíîé, ñ äëèòåëüíîñòüþ, äîñòàòî÷íî áîëüøîé 
äëÿ óâåðåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîãî 

ïðèáëèæåíèÿ [1]. Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì 

ñêàëÿðíîãî «ooe»-âçàèìîäåéñòâèÿ, âûðàæåíèÿ äëÿ 
ïîëåé íà îñíîâíîé ÷àñòîòå («o»-âîëíà) è âòîðîé ãàð-
ìîíèêå (ÂÃ) («e»-âîëíà) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêî-
ñòè z = const âíóòðè íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà áóäåì 
çàïèñûâàòü â âèäå 
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ãäå íåëèíåéíûé êðèñòàëë – ýòî ñëîé, çàêëþ÷åííûé 
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè z = 0 è z = L (L – äëèíà êðè-
ñòàëëà); îïòè÷åñêóþ îñü ñ÷èòàåì ðàñïîëîæåííîé 
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â ïëîñêîñòè XZ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â ñèëó 
÷åãî e1 = j, e2 = i (i è j – îðòû îñåé X è Y); n1o = no(ω); 

= ω ω ω θ + ω θ

2 2 2 2

2 (2 ) (2 )/ (2 )cos (2 )sin ;e

o e e o
n n n n n  no è ne – 

ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ îäíîîñíîé ñðåäû, 
çàâèñÿùèå îò ÷àñòîò ω (îñíîâíîå èçëó÷åíèå) è 2ω 
(÷àñòîòà ÂÃ); θ – óãîë ìåæäó îïòè÷åñêîé îñüþ êðè-
ñòàëëà è îñüþ Z ñèñòåìû êîîðäèíàò; k = 2π/λ = 
= ω/c. 

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîìïëåêñíûå 
ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ âîëí äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü (ñì., íàïðèìåð, [1]) 
ñèñòåìå íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óêîðî÷åííûõ óðàâ-
íåíèé 
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ãäå Δ = −2 12 ( )e
ok k n n  – âîëíîâàÿ ðàññòðîéêà; ρ è σ – 

óãîë äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ è êîýôôèöèåíò íåëèíåé-
íîé ñâÿçè [1]. Óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñ ãðàíè÷íûìè 
óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè íà ïëîñêîñòè z = 0, íà-
ïðèìåð, äî êðèñòàëëà. Çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ â âèäå 
 

 = =1 1( , , 0) ( , ),U x y z V x y  (5) 

 = =2 2( , , 0) ( , ).U x y z V x y  (6) 

Åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè 0 ≤ z ≤ L 

ôóíêöèè (1), (2) îêàçàëèñü èçâåñòíûìè â ðåçóëüòàòå 
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ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3), (4), íåòðóäíî îïðåäåëèòü, 
êàê áóäåò âûãëÿäåòü ðåçóëüòàò ëèíåéíîãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ýòèõ ïîëåé äî ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè 
L0 = L + z0, ðàñïîëîæåííîé íà ïðîèçâîëüíîì ðàñ-
ñòîÿíèè z0 îò âûõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà. Äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òàêèõ ïîëåé âìåñòî (1) è (2) áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ 
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ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíûé êðèñòàëë ðàñ-
ïîëîæåí â âîçäóõå (âàêóóìå). 

Îáðàòèâøèñü ê [2], íàõîäèì, ÷òî àìïëèòóäû 
ïîëåé (7), (8) è (1), (2) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñëå-
äóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 
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ãäå = +2 2 /(1 )T n n  – êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ íà 
âûõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà [3] â ñèòóàöèÿõ, êîãäà 
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o
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ëÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîëíîâûõ ðàññòðîéêàõ); tL = z0 + 
+ (L − z)/n. 

Ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñðàçó ñâåñòè íåëèíåéíóþ 
çàäà÷ó ê îòûñêàíèþ ïîëåé (7), (8), ïîäðîáíî îáñó-
æäàåòñÿ â [4–8], è â äàííîì ðàáîòå ýòè âîïðîñû íå 
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Â [4–8] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êîì-
ïëåêñíûå àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé (7), 
(8) íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ 
óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðå-
êóððåíòíûõ óðàâíåíèé 
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ãäå k ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, 2, …, N; 
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Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî (ñì. (5), (6) è (9), (10)) 

 = ≡ = − ×

π

1 0 0 1 0 1ë 0 0 0 1 2

0

( , , 0; ) ( , , )
2 L

ik
U x y z L U x y L TT

t
 

 
+ ∞

∞

⎡ ⎤− + −

× ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫∫

2 2

0 0

1

0
–

( ) ( )
( , ) exp ,

2 L

x x y y
V x y ik dxdy

t
 

 = ≡ = − ×

π

2 0 0 1 0 2ë 0 0 0 1 2

0

( , , 0; ) ( , , )
L

ik
U x y z L U x y L TT

t
 

 

+ ∞

∞

⎡ ⎤− + ρ + −
× ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫∫

2 2

0 0

2

0
–

( ) ( )
( , ) exp ,

L

x x L y y
V x y ik dxdy

t
 

ãäå T1 = n/(1 + n) – êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ íà 
âõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà (n îïðåäåëåí âûøå); tL0 = 
= z0 + L/n, 

   = − Δ( 1) ,
m
z m  m = 1, 2, …, N + 1, Δ = L/N,  (13) 

Âåðõíèé èíäåêñ «*» îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿ-
æåíèå, íèæíèé èíäåêñ «ë» èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîëåé. 

Óðàâíåíèÿ (11), (12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå-
ñêîëüêî èíóþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìó èñõîäíîé ñèñ-
òåìû (3), (4). Ïîñêîëüêó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ àíàëè-
òè÷åñêèõ ðåøåíèé îáåèõ ñèñòåì óðàâíåíèé íå ñóùå-
ñòâóåò, òî âîçìîæíîñòü òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìûõ íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ óïèðàåòñÿ 
â ðàçðàáîòêó ïîäõîäÿùåé ìåòîäèêè ïðèáëèæåííîãî 
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåäåííûõ ñèñòåì óðàâ-
íåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü ìåòîäèêó «ïîäõîäÿùåé», åñëè 

âûïîëíÿþòñÿ äâà îñíîâíûõ òðåáîâàíèÿ. Âî-ïåðâûõ, 
âûáðàííàÿ ìåòîäèêà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü óäîâëå-
òâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. 
Âî-âòîðûõ, âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ äîëæíî áûòü 
ïî âîçìîæíîñòè íåáîëüøèì. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå 
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ïëàíè-
ðóåìîå ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé ïðåäïîëàãàåò âû-
ïîëíåíèå áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé. Îäèí èç âîç- 
ìîæíûõ âàðèàíòîâ «ïîäõîäÿùåé» ÷èñëåííîé ñõåìû 
îáñóæäàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. 
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Àëãîðèòì ïðåäëàãàåìîãî ïðèáëèæåííîãî ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11), (12) ìàêñèìàëüíî 
ïðîñò è ñâîäèòñÿ âñåãî ëèøü ê ÷èñëåííîìó âû÷èñëå-
íèþ (òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ðàç) äâîéíûõ èíòåãðàëîâ 

âèäà IN1, 2(x0, y0, zk + t) ëþáûì ñòàíäàðòíûì ñïîñî-
áîì: ôîðìóëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé è ò.ä. 
Òàêîé âàðèàíò ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è ðàíåå 
óæå èñïîëüçîâàëñÿ [9]. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ 
èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè, ÷òî îí ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷-
íî áûñòðî è òî÷íî ïîëó÷èòü ÷èñëåííûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ïîëåé, íî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñíîñîì 
ýíåðãèè ïîëÿ ÂÃ çà ñ÷åò äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ [1] 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåò-
ñÿ, àìïëèòóäà ÂÃ ñòàíîâèòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþ-
ùåé ôóíêöèåé ïî îäíîé èç ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò. 
Â ðåçóëüòàòå íà ýòîé êîîðäèíàòíîé îñè íåîáõîäèìî 
çàäàâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óçëîâ, ÷òî 
óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû â îòäåëüíûõ 
ñëó÷àÿõ áîëüøå ÷åì íà äâà ïîðÿäêà, è ïðàêòè÷å-
ñêàÿ öåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ñòàíîâèò-
ñÿ âåñüìà ñïîðíîé. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî îòìå÷åííóþ 
ïðîáëåìó ìîæíî îáîéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü äâóìÿ 
äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Âðåìÿ ðà-
áîòû ïðîãðàììû ïðè ýòîì óäàåòñÿ ñîõðàíèòü íà ïðè-
åìëåìîì óðîâíå äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ 
ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, íî çà ñ÷åò íåêîòîðîãî óìåíü-
øåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ. Îäíàêî îøèáêè, ê êîòî-
ðûì ïðèâîäèò èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãàåìîãî, òåïåðü 
óæå ïðèáëèæåííîãî, ïîäõîäà, îêàçûâàþòñÿ âïîëíå 
ñîïîñòàâèìûìè ñ òåìè, êîòîðûå äàþò è áåçóïðå÷íî 
ñòðîãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), (4) [10, 11]. Ðåçóëüòà-
òû òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ íèæå. 

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëàãàåìóþ 
÷èñëåííóþ ñõåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå 
åùå îäíîãî äîñòàòî÷íî ïðàêòè÷íîãî ñïîñîáà ðåøåíèÿ 
îáîçíà÷åííîé íàìè íåëèíåéíîé çàäà÷è: ïðîãðàììà, 
ðåàëèçóþùàÿ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, ïðåäåëüíî 
ïðîñòà, à âðåìÿ åå ðàáîòû äàæå â ñàìûõ ñëîæíûõ 
ñëó÷àÿõ îñòàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì. ×òî êà-
ñàåòñÿ âðåìåíè, òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, åãî 
ìîæíî óìåíüøèòü åùå ïðèáëèçèòåëüíî íà ïîðÿäîê. 
Ïðàâäà, òàêàÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â òåõ 
ñëó÷àÿõ, êîãäà ïî óñëîâèÿì çàäà÷è òðåáóåòñÿ íàéòè 
òîëüêî âåëè÷èíû ìîùíîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ 
ïîëåé íà âûõîäå èç íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà. 

 

1. Êîíêðåòèçàöèÿ èñõîäíûõ  

óñëîâèé çàäà÷è 
 
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ñ÷èòàåì, ÷òî 

ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ñ äëèíîé âîëíû λ = 510,6 íì, 
ïàäàþùåå íà ôîêóñèðóþùóþ ñèñòåìó, èìååò ãàóñ-
ñîâî ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû è ïëîñêèé âîëíîâîé 
ôðîíò. Ýòî ïîëå ïðåäñòàâëÿåì â âèäå 

 
⎡ ⎤+

= −⎢ ⎥

⎣ ⎦

2 2

0 2

0

( , ) exp ,
x y

U x y A
a

  (14) 

ãäå =

2

0 0 016 / ;A P ca  P0 – ëèáî èìïóëüñíàÿ, ëèáî 

ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò âûáðàííîãî ðåæèìà ãåíåðàöèè (ñì. Ââåäå-
íèå). 

Îïòè÷åñêóþ ñèñòåìó, ôîêóñèðóþùóþ ëàçåðíûé 
ïó÷îê â íåëèíåéíûé êðèñòàëë, áóäåì ñ÷èòàòü ñî-
ñòîÿùåé èç äâóõ ñêðåùåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ ëèíç 
(Ëx è Ëy). Ëx èìååò ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå fx è ôî-
êóñèðóåò ïó÷îê â ïëîñêîñòè XZ. Ëy ñ ôîêóñíûì 
ðàññòîÿíèåì fy ôîêóñèðóåò ïó÷îê â ïëîñêîñòè YZ. 
«Æåñòêîñòü» ôîêóñèðîâêè áóäåì îïðåäåëÿòü, ñëå-
äóÿ çà [1], ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ 

 ξ =

ρ
2
,

x

x

L

kn
 ξ =

ρ
2
,y

y

L

kn
  (15) 

ãäå k, n  è L îïðåäåëåíû âûøå; ρx è ρy – ðàäèóñû 
ïåðåòÿæåê, ñîçäàâàåìûõ ëèíçàìè Ëx è Ëó. Ïîñëåä-
íèå ðàñïîëàãàþòñÿ íà òàêèõ ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ 
äî êðèñòàëëà, ÷òîáû ïîëîæåíèå ïåðåòÿæåê îò îáåèõ 
ëèíç ñîâïàäàëî ñ öåíòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ êðèñòàë-
ëà (ïëîñêîñòü z = L/2). Ïîíÿòíî, ÷òî ÷åì áîëüøå 
âåëè÷èíû (15), òåì ñèëüíåå ôîêóñèðóåòñÿ ëàçåðíûé 
ïó÷îê. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 
ïàðàìåòðû ôîêóñèðîâêè âàðüèðóþòñÿ â äèàïàçîíàõ 
0,0001 ≤ ξx ≤ 0,3; 0,0001 ≤ ξy ≤ 4. Áîëåå ñèëüíàÿ ôî-
êóñèðîâêà âðÿä ëè ïîçâîëèò äîáèòüñÿ ìàêñèìàëüíîé 

ýôôåêòèâíîñòè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. 
Âåçäå íèæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ÂÃ íà âõî-

äå â íåëèíåéíóþ ñðåäó îòñóòñòâóåò. Òîãäà ïðè ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, 
èñïîëüçóÿ (9) è (14), íàõîäèì 

 = = =1 0 1ë 0( , , 0; ) ( , , )U x y z L U x y L  
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 = =2 0( , , 0; ) 0.U x y z L   (17) 

ãäå 
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âñå èñïîëüçîâàííûå êîíñòàíòû ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ 
(ñì., íàïðèìåð, [4]). 

Â êà÷åñòâå íåëèíåéíîé ñðåäû âûáèðàåì êðè-
ñòàëë ÂÂÎ äëèíîé L = 1 ñì. Ñ èñïîëüçîâàíèåì [12] 
äëÿ ââåäåííûõ âûøå õàðàêòåðèñòèê ñðåäû áûëè  
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: n = 1,67625, ρ = 
= −0,08483, σ = 0,00159, T1 = 0,74731, T2 = 1,25629. 
Âåëè÷èíó âîëíîâîé ðàññòðîéêè (Δk), ñíîâà ñëåäóÿ 
çà [1], âàðüèðóåì, çàäàâàÿ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð 
 

 Δ = Δ0 /2.k kL   (18) 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåä-
ñòàâëÿþò ìîùíîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì ðàññòîÿíèå z0 îò âûõîäíîé ïëîñêîñòè êðè-
ñòàëëà äî ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ ìîæíî âûáðàòü 
ñêîëüêî óãîäíî áîëüøèì. Ïóñòü z0 = 108 ñì. Ýòî 
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ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ âû-
ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 

 ρ �/ 1,
x

L a  ρ �0/ 1,L z  (19) 

ãäå ρ, ax è L îïðåäåëåíû âûøå. 
Èìåÿ â âèäó âñå âûøåñêàçàííîå, ðåøåíèå ñèñ-

òåìû (11), (12) ïðåäñòàâèì â âèäå 
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 =2 0( , , ; )U x y z L  
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ãäå Rx è Ry îïðåäåëÿþòñÿ èç (16). Ïîäñòàâëÿåì (20) 
è (21) â (11), (12), ïðåíåáðåãàåì ìàëûìè âåëè÷è-
íàìè èç (19), äåëàåì â (11) çàìåíó ïåðåìåííûõ 
x = x + x0; y = y + y0 è âìåñòî (11)–(12) ïîëó÷àåì 
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ãäå zk è Δ îïðåäåëåíû â (13), 

 Φ Δ =1 0 0( , , , )kx y z  
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îïðåäåëåíû â (11), (12). 
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (22), (23) ðåøàåòñÿ ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè (ñì. (16), (17)) 

 = =1 0 0 1 0 1ë 0 0 0( , , 0; ) ( , ; ),A x y z L A x y L    (28) 

 = =2 0 0 1 0( , , 0; ) 0.A x y z L    (29) 

Êîíå÷íàÿ öåëü ðàñ÷åòîâ ñîñòîèò â îòûñêàíèè 
ôóíêöèé A1, 2(x0, y0, zN + 1 = L; L0), êîòîðûå, îòìå-
òèì åùå ðàç, îïðåäåëÿþò ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå 
è ÷àñòîòå ÂÃ, íàáëþäàåìûå íà ïðîèçâîëüíîé äèñ-
òàíöèè z0 ïîçàäè êðèñòàëëà. 

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ îáùåãî õàðàêòåðà. Ïåð-
âîå: ñèñòåìû óðàâíåíèé (11), (12) è (22), (23) ïî-
çâîëÿþò íàéòè àìïëèòóäû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî-
ëåé ïîñëå êðèñòàëëà íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè z0  
îò íåãî (ïëîñêîñòü L0) ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ýòîé ïëîñ-
êîñòè èçâåñòíî (íàéäåíî èëè çàäàíî) ðåøåíèå ëèíåé-
íîé çàäà÷è äëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ. Îòëè÷èå ýòèõ 

óðàâíåíèé â òîì, ÷òî (11), (12) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþ-
áûõ çíà÷åíèé z0 ≥ 0, à (22), (23) áóäóò äàâàòü àñèì-
ïòîòè÷åñêè òî÷íîå ðåøåíèå ïðè z0 → ∞. È âòîðîå: 
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ 
ãàóññîâûì, ïðèíöèïèàëüíîãî âëèÿíèÿ íà âèä óðàâ-
íåíèé (22), (23) íå îêàçûâàåò. Ïðåäñòàâëåíèå èñ-
êîìîãî ðåøåíèÿ â âèäå (20), (21) áóäåò ñïðàâåäëèâî 
è äëÿ íåãàóññîâà ïðîôèëÿ àìïëèòóäû â ïîïåðå÷íîì 
ñå÷åíèè. Áîëåå òîãî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, òàê æå 
êàê è äëÿ ñèòóàöèè (14), áóäåò âûïîëíÿòüñÿ: Rx ≈ 
≈ Ry → z0 + L/2n ïðè z0 → ∞. Ðàçóìååòñÿ, âèä 
ôóíêöèè A1ë(x0, y0; L0) ïðè ýòîì áóäåò îòëè÷íûì  
îò (16). 

 

2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 
íåëèíåéíîé çàäà÷è 

 

Ïîñêîëüêó ñòðîãîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
âîçìîæíûì, ñëåäóåò ãîâîðèòü î ïðèáëèæåííîì ÷èñ-
ëåííîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ (24), (25). Ñäåëàòü 
ýòî ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè, íî çäåñü ïðåäëàãà-
åòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàëûõ âîçìóùåíèé, øèðîêî 
ïðèìåíÿåìûé â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, â òîì ÷èñëå 
è äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ÃÂÃ [13]. 

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèÿ 

 Φ Δ1, 2 0 0 0( , , , )/ ,mkx y z z A  (30) 

ãäå 

 ≤ ≤ Δ0 ,z   (31) 

ôóíêöèè Φ1, 2(x0, y0, zk, z) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ 
(24), (25); âåëè÷èíà Δ îïðåäåëåíà â (13); A0m – 
àìïëèòóäà ëèíåéíîãî ïîëÿ íà îñè ïó÷êà â öåí-
òðàëüíîé ïëîñêîñòè êðèñòàëëà (z = L/2), êîòîðàÿ 
äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãàóññî-
âûõ ïîëåé ïðîñòûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé 
A00 èç (16). 



 

 Ïðèáëèæåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ. ×àñòü 1 1005 
 

Îòíîøåíèÿ (30) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, åñëè A0m → 0, 
è ê íåêîòîðûì êîíå÷íûì âåëè÷èíàì, åñëè Δ → 0.  
Â ñèëó ýòîãî íè÷òî íå çàïðåùàåò ïðåäñòàâèòü óðàâ-
íåíèÿ (22), (23) â ñëåäóþùåì âèäå: 

 + =1 0 0 0( , , ; )kA x y z z L  

  
Δ

= + μ Φ Δ1 0 0 0 1 0 0 0( , , ; ) ( , , , )/( ),mk kA x y z L i x y z z A  (32) 

 + =2 0 0 0( , , ; )kA x y z z L  

  
Δ

= + μ Φ Δ2 0 0 0 2 0 0 0( , , ; ) ( , , , )/( ),mk kA x y z L i x y z z A  (33) 

ãäå 

 
Δ

μ ≡ Δσ 0 2/ ;mA T  (34) 

z îïðåäåëåíà (31); ïðè z = zmax = Δ ñèñòåìà óðàâíå-
íèé (32), (33) òî÷íî ñîâïàäàåò ñ (22), (23). 

Èç çàìå÷àíèÿ ê (30) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïàðàìåòð μ

Δ
 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ê íóëþ ñòðåìèò-

ñÿ è ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.  
Â íàøåì ñëó÷àå ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî àìïëèòóäû 
A1, 2(x0, y0, zk + z; L0) ñòàíîâÿòñÿ íåîòëè÷èìûìè îò 
àìïëèòóä A1, 2(x0, y0, zk; L0). Ïðè÷åì ñïðàâåäëè-
âîñòü ñêàçàííîãî íå çàâèñèò îò òîãî, çà ñ÷åò óìåíü-
øåíèÿ êàêîãî èç ïàðàìåòðîâ (σ, Δ, A0m) ñòðåìèòñÿ  
ê íóëþ âåëè÷èíà μ

Δ
. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî  

è ïîçâîëÿåò, êîãäà ïàðàìåòð (34) îêàçûâàåòñÿ ìà-
ëûì (μ

Δ
 < 1), èñêàòü ðåøåíèå (32), (33) â âèäå ðàç-

ëîæåíèé ïî ñòåïåíÿì (34): 

 + = + +1 1, 0( ) ( )k kA z t V z t  

 
Δ Δ

+ μ + + μ + +

2
1, 1 1, 2( ) ( )k kV z t V z t …,  (35) 

 + = + +2 2, 0( ) ( )k kA z t V z t  

 
Δ Δ

+ μ + + μ + +

2
2, 1 2, 2( ) ( )k kV z t V z t …,  (36) 

ãäå çàâèñèìîñòü îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ; 0 ≤ t ≤ Δ. 

Ïîäñòàâëÿåì (35), (36) â (32), (33) è ïðè- 
ðàâíèâàåì ñëàãàåìûå ïðè μ

Δ
 â îäèíàêîâûõ ñòåïå-

íÿõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèè 

(V1, 2)0(x0, y0, zk + t) = A1, 2(x0, y0, zk; L0) è îò ïå-
ðåìåííîé t íå çàâèñÿò. Ïðèðàâíèâàÿ ñëàãàåìûå  
ïðè μ

Δ
 â ïåðâîé ñòåïåíè, íàõîäèì âèä ôóíêöèé 

(V1, 2)1(x0, y0, zk + t) è ò.ä. Ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîë-
æàòü ñêîëüêî óãîäíî äîëãî. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ 
äâóìÿ ïåðâûìè ñëàãàåìûìè (ïåðâîå ïðèáëèæåíèå) 
â (35), (36). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, âìå-
ñòî (35), (36) ïîëó÷àåì äëÿ z = Δ: 

 
+

= +1 0 0 0 1 0 0 01( , , ; ) ( , , ; )k kA x y z L A x y z L  

 
Δ

σ

+ + Δ +⎡ ⎤
⎣ ⎦∫ 1 0 0

2
0

exp ( ) ( , , , ) ,k k ki i z t I x y z t dt
T

 (37) 

 
+

= +2 0 0 0 2 0 0 01( , , ; ) ( , , ; )k kA x y z L A x y z L  

 
Δ

σ

+ + +⎡ ⎤
⎣ ⎦∫ 0 2 0 0

2
0

exp ( ) ( , , , ) ,k ki iQ z t I x y z t dt
T

 (38) 

ãäå 
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2 2exp ( ) ,x yik S x S y dxdy   (39) 

 
+ ∞

∞
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π
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–
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Lk

ik
I x y z t A x x y y z L
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 × + + ×1 0 0 0( , , ; )kA x x y y z L  

 ⎡ ⎤× +
⎣ ⎦

2 2exp – ( ) ,x yik S x S y dxdy  (40) 

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñ-
òÿõ (37), (38) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ 
μ
Δ
V1, 1(zk + Δ) è μ

Δ
V2, 1(zk + Δ) ñîîòâåòñòâåííî. 

Â îòëè÷èå îò (22), (23) âûðàæåíèÿ (37), (38) 
ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì íåëèíåéíîé çà-
äà÷è, çàïèñàííûì â âèäå ðåêóððåíòíûõ ôîðìóë. Ýòî 
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òåïåðü ïîä èíòåãðàëàìè â (39), 
(40) ñòîÿò èçâåñòíûå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ðå-
øåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è óäàëîñü, êàê è ïëàíèðî- 
âàëîñü, ñâåñòè ê ÷èñëåííîìó âû÷èñëåíèþ (N ðàç) 
èíòåãðàëîâ ïî ïîïåðå÷íûì (x, y) êîîðäèíàòàì. Â íà- 
ñòîÿùåé ðàáîòå èíòåãðàëû (39), (40) áóäóò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå òðàïåöèé, à èíòåãðàëû ïî dz  
èç (37), (38) – ñ èñïîëüçîâàíèåì íàèáîëåå ïðîñòîãî 
âàðèàíòà – ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ó÷èòûâàÿ 
ïîñëåäíåå, âìåñòî (37), (38) íàõîäèì 

 
+

= +1 0 0 0 1 0 0 01( , , ; ) ( , , ; )k kA x y z L A x y z L  

 [ ]
σΔ

+ + Δ 1 0 0

2

exp ( , , ,0),k k ki i z I x y z
T

 (41) 

 
+

= +2 0 0 0 2 0 0 01( , , ; ) ( , , ; )k kA x y z L A x y z L  

 [ ]
σΔ

+ + 0 2 0 0

2

exp ( , , ,0),k ki iQ z I x y z
T

 (42) 

ãäå äëÿ I1, 2 ïî-ïðåæíåìó èñïîëüçóåì (39) è (40); 
k = 1, 2, …, N. 

Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû (41), (42) è ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé èñêîìîå ïðèáëèæåííîå (ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñîãëàñíî (35), (36)) ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è, 
êîòîðîå íà êàæäîì øàãå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü 
ïðèáëèæåííî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Âûïîë-
íåíèå ýòîãî çàêîíà ìîæíî îöåíèòü, ââåäÿ ñåìåéñòâî 
îøèáîê 

 + +

+ − −

=

+

1, 2, 1, 1 2, 1

,

1, 2,

,

k k k k

E k

k k

P P P P
O

P P
 (43) 

ãäå k = 1, 2, …., N; 

 

+∞ +∞
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= ×

π
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m m m

c
P z A x y z L  

 ×

*
1, 2 0 0 0 0 0( , , ; ) ,

m
A x y z L dx dy  (44) 
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àìïëèòóäû A1, 2(x0, y0, zm; L0) íàõîäÿòñÿ â õîäå ðåà-
ëèçàöèè ïðîöåññà (41), (42), 

 + = ≡1, 1 2, 1 1, 1P P P P  (45) 

– ìîùíîñòü ëèíåéíîãî ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå ïî-
ñëå êðèñòàëëà. 

Ïîíÿòíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îøèá-
êè (43) íå ìîãóò áûòü ðàâíûìè íóëþ â ïðèíöèïå, 
íî ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùàÿ (ñóì-
ìàðíàÿ) îøèáêà 

 
=

=∑ ,

1

N

E E k

k

O O   (46) 

íå ïðåâûøàëà íåêîòîðîãî àïðèîðíî çàäàííîãî çíà-
÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî òðåáîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íûì. 

 Ñ èñïîëüçîâàíèåì (44) âèäíî, ÷òî ñîõðàíåíèå 
â (35), (36) òîëüêî äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ïðèâî-
äèò ê òîìó, ÷òî âñå îøèáêè (43) îêàçûâàþòñÿ ïîðÿä-
êà (μ

Δ
)2. Òîãäà, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî 

 
Δ Δ

= =

= ≈ μ = μ =∑ ∑
2 2

,

1 1

N N

E E k

k k

O O N  

 = Δσ = σ = μ

22 2

0 2 0 2/ /( ) / ,
m m

N A T N L A NT N (47) 

ãäå 

 μ ≡ σ 0 2/
m

L A T  (48) 

– «ïîëíûé» ìàëûé ïàðàìåòð. 
Îöåíêà (47) ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïðèí-

öèïèàëüíî âàæíûé âûâîä. Óâåëè÷åíèå ÷èñëà øàãîâ 
ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà (41), (42) äîëæíî óìåíü-
øàòü îøèáêó (46) äî ñêîëüêî óãîäíî ìàëîãî çíà÷å-
íèÿ. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðåøåíèå (41), (42) ÿâ- 
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì ïðè N èç (13), ñòðå-
ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó åñëè àïðèîðíî 
òðåáóåìàÿ âåëè÷èíà îøèáêè (46) ÿâëÿåòñÿ ðàçóìíî 
ìàëîé, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî 
øàãîâ Na, ïðè êîòîðîì îøèáêà OE(Na) îêàæåòñÿ 
áëèçêîé ê çàäàííîé. 

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà 
«ïîëíûé» ìàëûé ïàðàìåòð μ èç (48) ìàë íàñòîëüêî, 
÷òî îøèáêà (46) îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå èëè ïîðÿäêà 
òðåáóåìîé óæå ïðè N = 1. Åñëè âåëè÷èíû L è σ 
ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, òî ïåðåõîä ê ýòîìó ÷àñò-
íîìó ñëó÷àþ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèÿ: 
âåëè÷èíà P èç (45) (à çíà÷èò, è A0m) ñòðåìèòñÿ  
ê íóëþ. Ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ïðè ýòîì áóäåò 

ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿòüñÿ ôîðìóëàìè (41), (42), 
ãäå, êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëàãàåì N = 1 (Δ = L). 
Ïðè ýòîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëàçåðíîå èçëó÷åíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ãàóññîâûì ïó÷êîì, à ïîëå ÂÃ íà âõîäå â êðè-
ñòàëë îòñóòñòâóåò, íàõîäèì äëÿ ëþáûõ 0 ≤ z ≤ L 

 =1 0 0 0 1ë 0 0 0( , , ; ) ( , , ),A x y z L A x y L  (49) 

 
σ

= ×

2

2 0 0 0 1ë 0 0 0

2

( , , ; ) ( , , )A x y z L i A x y L
T

 

  [ ]× − ≡

∫ 0 2 2 2 0 0 0

0

exp ( ) ( ) ( , , ; ),

z

x y piQ t F t F t dt A x y z L   (50) 

ãäå ôóíêöèÿ Q0 îïðåäåëåíà â (25), 
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ßâíûé âèä èíòåãðàëîâ F2x(t) è F2ó(t), êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, çäåñü íå ïðèâîäèì. 

Ïîäõîä, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ðåøå-
íèå (49), (50), íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì çàäàííîãî 
ïîëÿ (ÏÇÏ) îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ, à èíòåãðàë ïî dt 
èç (50) èíîãäà íàçûâàþò àïåðòóðíîé ôóíêöèåé [1]. 
Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âèä àïåðòóð-
íîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî ÷èñëåííûì 
èíòåãðèðîâàíèåì, çàäàâàÿ íîâóþ ñèñòåìó óçëîâ íà 
îñè Z, êîòîðàÿ ìîæåò íå èìåòü íè÷åãî îáùåãî ñ (13). 
Ðåøåíèå (50) ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íèæå äëÿ 
ïðîâåðêè ïðèáëèæåííîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà (40). 

Òàê æå äëÿ ïðîâåðêè, íî óæå èíòåãðàëà (39), 
ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî ïîëå ÂÃ ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ â ÏÇÏ, 
ò.å. èñïîëüçóåòñÿ (50), à âìåñòî (49) áóäåì èñïîëü-
çîâàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: 

 = +1 0 0 0 1ë 0 0 0( , , ; ) ( , , )A x y z L A x y L  

 [ ]
σ

+ + Δ

∫ 1 0 0

2
0

exp ( , , ) ,

z

pki i t I x y t dt
T

 (51) 

ãäå 
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2 2exp 2 / exp ( ) .x x yik xt R ik S x S y dxdy  

Èíòåãðàë I1p ïîëó÷àåòñÿ èç (26) çàìåíîé À1 íà À1ë 
è À2 íà À2p èç (50) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Δ = L. Ñëåäî-
âàòåëüíî, (51) ïîçâîëÿåò îöåíèòü âîçìóùåíèå ëèíåé-
íîãî ïîëÿ íà ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè z ≤ L â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî íà âñåé äèñòàíöèè äî ýòîé ïëîñêî-
ñòè îñíîâíîå èçëó÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ íåâîçìóùåííûì. 
Ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è â âèäå (50), (51) òàêæå 
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì, íî äëÿ 
ìàëûõ âåëè÷èí μ èç (48) îíî áóäåò âñå-òàêè íåñêîëü-
êî òî÷íåå (îøèáêà OE(z) áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå), 
÷åì â ÏÇÏ, ò.å. ÷åì ðåøåíèå (49), (50). 

Ðàññìîòðåííîå ïðèáëèæåíèå ïîëåçíî òåì, ÷òî 
äëÿ ÃÂÃ â ãàóññîâîì ïó÷êå èíòåãðèðîâàíèå ïî ïî-
ïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì, ò.å. ïî dx, dy, â (51) ìîæíî 
ïðîâåñòè òî÷íî. Ïîäñòàâëÿåì (50) â (51) è ïîñëå íå-
ñëîæíûõ, íî ãðîìîçäêèõ ðàñ÷åòîâ ïîëó÷àåì: 
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ãäå F2x(t′) è F2ó(t′) îïðåäåëåíû â (50), 
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Èíòåãðàëû F1x è F1ó âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî, íî â öå-
ëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà èõ ÿâíûé âèä ïðèâîäèòü çäåñü 
íå áóäåì. Îòìåòèì ëèøü îäèí ïðèíöèïèàëüíûé ìî-
ìåíò, êîòîðûé íàì ïîòðåáóåòñÿ íèæå. 

Äëÿ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèè F1x(x, t, t′) 
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü: 

 ⎡ ⎤′ ′∼ − ξ ρ −
⎣ ⎦

2 2

1| ( , , ) | exp ( ) ( ) ,
x x

F x t t W t t  (53) 

ãäå W(ξx) – íåçàâèñÿùèé îò x, t è t′ ïàðàìåòð, 
óáûâàþùèé, íàïðèìåð, îò ∼ 27000 ñì−2 ïðè ξx = 0,2 
äî ∼ 1000 ñì−2 ïðè ξx = 0,007. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ 
óãëîâ äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ ρ ≠ 0, íàèáîëåå ïðàêòè-
÷åñêè èíòåðåñíûé ñëó÷àé, âåëè÷èíà èíòåãðàëà F1x 
áóäåò î÷åíü áûñòðî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè-
÷åíèè ðàçíîñòè | t′ − t |. 

 

3. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå 
èíòåãðàëîâ ïî ïîïåðå÷íûì 

êîîðäèíàòàì 
 
Îáðàòèâøèñü ê (41), (42), ëåãêî óâèäåòü, ÷òî 

ðåàëèçàöèÿ ïðåäëàãàåìîé ÷èñëåííîé ñõåìû ñâîäèòñÿ 
ê ìíîãîêðàòíîìó (N ðàç, ãäå ÷èñëî øàãîâ N îïðå-
äåëåíî â (13)) âû÷èñëåíèþ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ (39), 
(40), è ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ýòîãî â ïåðâóþ î÷åðåäü 
íåîáõîäèìî êîíêðåòèçèðîâàòü çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ 
êîîðäèíàò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäïîëàãàëîñü, 
÷òî òî÷êè (x, y) è (x0, y0) íà ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ 
ñîâïàäàþò ñ óçëàìè äâóõìåðíîé ñåòêè ðàçìåðîì 
∼ 30 × 30. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ êî-
îðäèíàò ïðèâÿçûâàëèñü ê ïîïåðå÷íûì ðàçìåðàì ëè-
íåéíîãî ïîëÿ (16): | õmax | ∼ 4ax, | ymax | ∼ 4ay. Âîïðîñ 
î êîíêðåòèçàöèè ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ 
âàæíûì, íî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ÷èñòî òåõíè÷åñêèì. 

Ïîýòîìó â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà îñòàíàâëèâàòüñÿ 
íà ýòîì íå áóäåì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå òî÷íîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è áóäåò òåì 
âûøå, ÷åì øèðå äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ 
êîîðäèíàò è ÷åì áîëüøå óçëîâ çàäåéñòâóåòñÿ äëÿ 
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ (39). (40). Ïðè ýòîì íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ 
íà ëþáîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé X èëè Y â n ðàç 
ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû 
â n2 ðàç. 

Â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ óñëîâèé âîçìîæíû 
äâå ñèòóàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåííûì îêà-
çûâàåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé: 

 ρ → 0,  ξ → 0,
x

 (54) 

ãäå ρ è ξx îïðåäåëåíû âûøå. 
Â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íèêàêèõ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ 
èíòåãðàëîâ (íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå òðàïåöèé) âè- 
äà (39), (40), âõîäÿùèõ â (41), (42), íå òðåáóåòñÿ. 
Äëÿ óêàçàííîé âûøå ñåòêè ðàçìåðîì ∼ 30 × 30 è ïðè 
N ≈ 1000 â (13) âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû îêàçûâà-
åòñÿ âïîëíå ïðèåìëåìûì è ñîñòàâëÿåò ∼ 1–2 ìèí. 
Òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ïðè òàêîì «ïðÿìîì» (ò.å. áåç 
ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé è äîïóùåíèé) ñïîñîáå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì îêàçûâàåòñÿ, êàê 
áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, äîñòàòî÷íî âûñîêîé. Èìåííî 
òàêîé ïðÿìîé ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ïðîâåäåíèè 
ðàñ÷åòîâ â [9]. 

Åñëè óñëîâèÿ (54) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî, êàê áó-
äåò ïîêàçàíî íèæå, àìïëèòóäà ÂÃ ñòàíîâèòñÿ áûñòðî 
îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé, â íàøåì ñëó÷àå ïåðå-
ìåííîé x. Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî óçëîâ ïî îñè X 
íàäî óâåëè÷èâàòü ïðèáëèçèòåëüíî íà ïîðÿäîê, ÷òî, 
â ñâîþ î÷åðåäü, óâåëè÷èò âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû 
äî íåñêîëüêèõ ÷àñîâ è ñäåëàåò ïðÿìîé ñïîñîá âû÷èñ-
ëåíèé ìàëî ïîäõîäÿùèì äëÿ ïðîâåäåíèÿ äåòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ. Â ñèëó ñêàçàí-
íîãî ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëà ïî dx èç (40) (à èìåííî äëÿ ýòîãî èíòåãðàëà 
è òðåáóåòñÿ ÷àñòàÿ ñåòêà óçëîâ) èñïîëüçîâàòü ïðè-
áëèæåííûé âàðèàíò, êîòîðûé äëÿ îïðåäåëåííîñòè 
áóäåì íàçûâàòü «èíòåðïîëÿöèîííûì». 

Ñóòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ ñîâåð-
øåííî ïîíÿòíà. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïî dx èç (40) 
ïðîâîäèì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà íàõîäèì çíà÷åíèÿ 
èíòåãðàëà (40) äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà çíà÷å-
íèé x0 (íàïðèìåð, ∼ 30, êàê è â ïðÿìîì ìåòîäå). Íà 
âòîðîì ýòàïå èñïîëüçóåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â êà-
÷åñòâå óçëîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïî-
ëèíîìà Ëàãðàíæà [13], ïîðÿäîê êîòîðîãî â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ïðèìåðå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 30. Çàòåì, 
èñïîëüçóÿ ýòîò èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïðè-
áëèæåííî íàõîäèì âåëè÷èíó èíòåãðàëà (40) äëÿ ëþ-
áîãî ðàçóìíîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé x0, ðàñïîëî-
æåííûõ ìåæäó óçëàìè. Îáðàùåíèå ê ïîëèíîìó Ëà-
ãðàíæà ïðàêòè÷åñêè íå óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàáîòû 
ïðîãðàììû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ìåòîäîì, è, 
òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ òîëüêî îöåíèòü òî÷-
íîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. 
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Ïîñêîëüêó â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàèáîëüøèé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåíèå ýôôåêòèâíîñòè ÃÂÃ, 
ïîñòîëüêó è «êà÷åñòâî» èíòåðïîëÿöèîííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ îøèáêè 
 

 = ⋅ −2 2 2 2100% ( ) ,t tO P P P   (55) 

ãäå P2t è P2 – çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè ÂÃ, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè òî÷íîì ðåøåíèè íå-
ëèíåéíîé çàäà÷è è ïðè èñïîëüçîâàíèè (41), (42)  
ñ èíòåðïîëÿöèîííûì èíòåãðèðîâàíèåì. 

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ óêàçàííîé ïðîâåðêè â êà-
÷åñòâå «òî÷íîãî» ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðå- 
øåíèå (49), (50), ïîëó÷åííîå â ÏÇÏ. Â äàííîì ñëó-
÷àå òåðìèí «òî÷íîå» ðåøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â (50) 
èíòåãðàë ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì (êîòîðûé  
è ïîäëåæèò ïðîâåðêå) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî. Ïåðåõîä  

ê ÏÇÏ â ñõåìå (41), (42) îñóùåñòâëÿåòñÿ, î÷åâèä-
íî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ: A1(x0, y0, zk; L0) = 
= A1ë(x0, y0, L0) äëÿ âñåõ 0 ≤ zk ≤ L. Èìåÿ â âèäó 
ýòî óñëîâèå, ðåàëèçóåì ïðîöåññ (42) ñ ÷èñëîì øàãîâ 

N = 50, â õîäå êîòîðîãî èíòåãðàë I2 âû÷èñëÿåòñÿ 
ïðîâåðÿåìûì èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì. Â ðåçóëü-
òàòå íàõîäèì ìîùíîñòü P2, êîòîðóþ è íåîáõîäèìî 
ïîäñòàâèòü â (55). 

Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 
(êðèâûå 1 è 3) â âèäå çàâèñèìîñòè îøèáêè (55) îò 
ln(ξx). Ïàðàìåòð ôîêóñèðîâêè ξx èçìåíÿëñÿ â ïðå-
äåëàõ 10−4 ≤ ξx ≤ 0,3. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð ôîêóñèðîâ-
êè ξó ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàëñÿ èç äèàïàçîíà 
10−4 ≤ ξó ≤ 4. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïàðàìåòðîâ ôîêóñè-
ðîâêè ïîäáèðàëîñü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âîëíîâîé 
ðàññòðîéêè Δk0 = (Δk0)opt. Âåëè÷èíà ïîñëåäíåé èçìå-
íÿëàñü â äèàïàçîíå îò 0 äî −1,1. Ìîùíîñòü îñíîâ-
íîãî èçëó÷åíèÿ (P0 èç (14)) âàðüèðîâàëàñü òàêèì 
îáðàçîì, ÷òîáû ýôôåêòèâíîñòü íåëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ 

 η = ⋅

2

0

100%
P

P
 (56) 

âñåãäà îñòàâàëàñü ïðèáëèçèòåëüíî íà îäíîì óðîâíå. 
 

 
Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îøèáîê Î1 (61) (2, 4) è Î2 (55) (1, 3) 
îò ïàðàìåòðîâ ôîêóñèðîâêè äëÿ ñëó÷àåâ ρ = 0 (1, 2) 
  è ρ ≠ 0 (3, 4) 

 
Çàâèñèìîñòè ïðåäñòàâëåíû äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: 

  1) ρ = 0. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (40) 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñïîñîáîì. Ýòîìó ñëó÷àþ íà 
ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ 1; 

2) ρ ≠ 0. Ïðè ýòîì èíòåãðàë (40) âû÷èñëÿëñÿ èí-
òåðïîëÿöèîííûì ñïîñîáîì. Ýòîìó ñëó÷àþ íà ðèñ. 1 
ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ 3. 

Íà ðèñ. 2 (êðèâûå 1 è 2) ïðåäñòàâëåíû çàâè-
ñèìîñòè àìïëèòóäû ÂÃ îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò 
ïðè äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñïîñîáàõ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è: A2t(x0, y0, L; L0) («òî÷íîå» ðåøåíèå (50))  
è A2(x0, y0, L; L0) (èñïîëüçóåòñÿ (42) è èíòåðïîëÿ-
öèîííîå èíòåãðèðîâàíèå (40)). Â òîì ìàñøòàáå, êî-
òîðûé èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ íà 

ðèñ. 2, óâèäåòü íåáîëüøèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ôóíê-
öèÿìè A2 è A2t íåâîçìîæíî – êðèâûå ïîëíîñòüþ 
ñëèâàþòñÿ. Ýòè ñîâïàäàþùèå ïàðû êðèâûõ îáîçíà-
÷åíû íà ðèñ. 2 öèôðàìè 1 è 2. Ðàñ÷åòû ïðîâîäè-
ëèñü ïðè ñëåäóþùèõ èñõîäíûõ óñëîâèÿõ: 

 ξ = 0,2;
x

 ξ = 3,4;y  Δ = −0 0,9.k   (57) 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìåííî ïðè óñëîâèÿõ (57) ðåà-
ëèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ÃÂÃ â êðè-
ñòàëëå ÂÂÎ äëèíîé L = 1 ñì. Ïðàâäà, ýòî ñïðàâåä-
ëèâî òîëüêî â ÏÇÏ. 

 

 
Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííûõ íà ìàêñèìóì àìï- 
ëèòóä âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäè- 
íàò: A2, 2t(x0/àx, 0, L; L0) (1); A2, 2t(0, ó0/àó, L; L0) (2); 
  A1, 1t(0, ó0/àó, L; L0) (3); A1, 1t(x0/àx, 0, L; L0) (4) 

 

Îáðàòèâøèñü ê ðèñ. 2, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â íàè-
áîëåå èíòåðåñíîì äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àå (57) àìïëè-
òóäà ÂÃ (ïî ïåðåìåííîé x) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ 
äîâîëüíî áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé. Èìåííî 
ïîýòîìó äëÿ åå ïðåäñòàâëåíèÿ òðåáóåòñÿ áîëåå ÷àñòàÿ 

êîîðäèíàòíàÿ ñåòêà, â ñèëó ÷åãî âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ñïîñîáà âû-
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (40). Áîëåå òîãî, òàêîé îñöèëëè-
ðóþùèé õàðàêòåð ïîëÿ ÂÃ ñîçäàåò åùå îäíó ïðîáëå-
ìó, ñâÿçàííóþ óæå ñ âû÷èñëåíèåì èíòåãðàëà (39), 
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî ïðÿìî çàâèñèò 
îò A2(x, y, zk; L0). Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî  



 

 Ïðèáëèæåííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ. ×àñòü 1 1009 
 

 
êîëè÷åñòâî óçëîâ (∼ 30) ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì äëÿ 
êîððåêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñðàâíèòåëüíî «ìåäëåí-
íîé» ôóíêöèè I1(x0, y0, zk, t), íî ÿâíî íåäîñòàòî÷-
íûì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî dx â (39). 

Îáîçíà÷åííóþ ïðîáëåìó ðåøàåì ñëåäóþùèì 
îáðàçîì. Îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ (52), èç êîòîðîãî 
ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ 
íà îñíîâíîé ÷àñòîòå îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé 
ýêñïîíåíòå (53). Èñõîäÿ èç ýòîãî, ââåäåì âåëè÷èíó 
 

 −

= − ξ ρ = ξ ρ
3 2ln(10 )/ ( ) ( , ),

a x a x
L W L   (58) 

êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, íà êàêîé äèñòàíöèè ′ − =
a

t t L  
âåëè÷èíà ýêñïîíåíòû óìåíüøàåòñÿ, íàïðèìåð,  
â 1000 ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîèì ìàêñèìàëüíûì 
çíà÷åíèåì, íàáëþäàåìûì ïðè ′ − = 0.t t  Ïðîâåäåí-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî åñëè La îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç (58), òî äëÿ âñåõ ′ − >

a
t t L  ôóíêöèþ 

′

1| ( , , ) |
x

F x t t  (à çíà÷èò è âñå âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðà-
âîé ÷àñòè (52)) ìîæíî áåç áîëüøîé îøèáêè ïîëî-
æèòü ðàâíîé íóëþ. Âåëè÷èíó La â òåîðèè ãåíåðàöèè 
ãàðìîíèê íàçûâàþò àïåðòóðíîé äëèíîé [1]. Íà ýòîì 

ðàññòîÿíèè ïó÷êè íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è íà ÷àñòîòå 
ÂÃ ïðîñòðàíñòâåííî ïîëíîñòüþ ðàñõîäÿòñÿ èç-çà 
ñíîñà ýíåðãèè ÂÃ, îáóñëîâëåííîãî àíèçîòðîïèåé ñðå-
äû. Â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðå-
êðàùàåòñÿ (ñîãëàñíî (58), óìåíüøàåòñÿ â 103

 ðàç). 
Åñëè óãîë àíèçîòðîïèè (ρ) ôèêñèðîâàí, òî La ñòà-
íîâèòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî ïàðàìåòðà ôîêóñèðîâêè ξx. 
Âèä ýòîé çàâèñèìîñòè, ïîëó÷åííîé èç àíàëèçà (52), 
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3. Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ïàðà-
ìåòðà ξx âåëè÷èíà La ðàñòåò è ïðè ξx = ξ0 ≈ 0,007 
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé L. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àè 
La = L è La > L â ïëàíå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íè÷åì 
íå îòëè÷àþòñÿ. Ïîýòîìó, ñòðîÿ çàâèñèìîñòü La(ξx), 
äëÿ âñåõ ξx < ξ0, ìû ïîëàãàëè La = L. Îòìåòèì, ÷òî 

La = L äëÿ ëþáûõ ξx, åñëè ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ρ = 0. 
 

 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àïåðòóðíîé äëèíû îò ïàðàìåòðà 
  ôîêóñèðîâêè ξx 

 

Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3, èñïîëü-
çóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîíÿòíî, ÷òî àìïëèòó-
äà ÂÃ – A2(x0, y0, z; L0), âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ èíòå- 

 
ãðàëîì ïî dt â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî z (ñì., íàïðè-
ìåð, (50)). Òîãäà äëÿ ëþáûõ z > La âûïîëíÿåòñÿ 
 

 

−

= +

∫ ∫
∼ … …2

0 0

( ) ( )

az Lz

A dt dt  

 

−

+ ≡ +

∫
… 2 2( ) .

a

z

A Á

z L

dt A A  (59) 

Èç îïðåäåëåíèÿ (58) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà èíòå-
ãðàëà (39) èçìåíèòñÿ íåñóùåñòâåííî, åñëè â åãî ïî-
äûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïîëíîå ïîëå A2(x, y, zk; L0) 
çàìåíèòü ôóíêöèåé A2Á èç (59). Äðóãèìè ñëîâàìè, 
äëÿ ôóíêöèè A2, ñòîÿùåé ïîä èíòåãðàëîì â (39), 
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå: 
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A dt A  åñëè z > La.  (60) 

Â ïëàíå ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 
â (39) èñïîëüçîâàíèå (60) èìååò ïðèíöèïèàëüíîå 
çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî àìïëèòóäà A2Á ÿâëÿåòñÿ 
«ìåäëåííîé» ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x ïî ñðàâíåíèþ 
ñ A2. Ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4, ãäå äëÿ óñëîâèé (57) 
ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü A2Á(x0/àõ, y0 = 0, L; L0), 
êîòîðóþ ñëåäóåò ñðàâíèòü ñ ãðàôèêîì 1 íà ðèñ. 2. 
Îòñóòñòâèå ñèëüíûõ îñöèëëÿöèé ôóíêöèè A2Á ïî 
ïåðåìåííîé x ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòåãðàë ïî dx 
èç (39), îïèðàÿñü íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå êîëè-
÷åñòâî óçëîâ. 

 

 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ÂÃ íà àïåðòóðíîé äëèíå, 
  íîðìèðîâàííîé íà ìàêñèìóì, A2Á(x0/àx, ó0 = 0, L; L0) 

 

Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ (60) äîëæíî, î÷å-
âèäíî, îòðàçèòüñÿ íà òî÷íîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé 
çàäà÷è. ×òîáû îöåíèòü ñòåïåíü ýòîãî âëèÿíèÿ, ââå-
äåì îøèáêó 

 = ⋅ −1 1 1 1100% ( )/ ,t tO P P P   (61) 
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ãäå P1t è P1 – âåëè÷èíû ìîùíîñòè îñíîâíîãî èçëó-
÷åíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè 
òî÷íîì âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà (39) è ïðè ðåøåíèè 
ïî ñõåìå (41), (42) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöè-
îííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðèáëèæåíèÿ (60). 

Â êà÷åñòâå «òî÷íîãî» âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû 
îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ A1t(x0, y0, z; L0) áóäåì èñïîëü-
çîâàòü (51), ò.å. ðå÷ü èäåò î ÏÇÏ â îäíîì èç âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ. Çäåñü îïÿòü òåðìèí «òî÷íîå» ðåøå-
íèå âñåãî ëèøü ïîä÷åðêèâàåò òîò ôàêò, ÷òî ïðè âû-
âîäå (51) èíòåãðàë (39) âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî. Â ðàìêàõ 
÷èñëåííîé ñõåìû (41), (42) ïåðåõîä ê ýòîìó âàðè-
àíòó ÏÇÏ îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì ñëåäóþùåãî 
óñëîâèÿ: â ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèÿõ (39), (40) 
äëÿ âñåõ 0 ≤ zk ≤ L ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî A1(x0, y0, zk; L0) = 
= A1ë(x0, y0, L0). Ïîëó÷àåìîå ïðè ýòîì ðåøåíèå 
îáîçíà÷àåì ÷åðåç A1(x0, y0, z; L0). 

Çàâèñèìîñòü îøèáêè (61) îò âåëè÷èí ïàðàìåò-
ðîâ ôîêóñèðîâêè ξõ è ξó ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ðàñ-
ñìîòðåíû òå æå äâà ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðûõ èññëåäîâà-
ëàñü îøèáêà (55): ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå (ρ = 0) – 
êðèâàÿ 2 – è èíòåãðèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì  
ïðèáëèæåíèé (ρ ≠ 0) – êðèâàÿ 4. Ñîâïàäàþùèå 
(êàê è äëÿ ïîëÿ ÂÃ) çàâèñèìîñòè àìïëèòóä A1 è A1t  
îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2 
(êðèâûå 3 è 4) äëÿ èñõîäíûõ óñëîâèé (57). 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïîäâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå èòîãè. 
Ïðåäëîæåíà ÷èñëåííàÿ ñõåìà (41), (42) ðåøå-

íèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è, àëãîðèòì êîòîðîé ñâîäèòñÿ 
ê ìíîãîêðàòíîìó âû÷èñëåíèþ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ 
(39), (40), íàïðèìåð, êàê â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïî 
ôîðìóëå òðàïåöèé. Ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñ-
ëîâèé (54) óêàçàííîå ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå 
ðåàëèçóåòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðè-
áëèæåíèé è äîïóùåíèé – «ïðÿìîå» èíòåãðèðîâà-
íèå. Ïðè ýòîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ðåä-
êóþ ñåòêó ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò (∼ 30 × 30), ÷òî 
îáåñïå÷èâàåò âåñüìà âûñîêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷àåìîãî 
ðåøåíèÿ çà ïðèåìëåìî íåáîëüøîå âðåìÿ ðàáîòû 
ïðîãðàììû. Ïîñëåäíåå ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòà-
ìè, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 1 (êðèâûå 1, 2). Åñëè 
óñëîâèÿ (54) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî äëÿ ðåàëèçàöèè 
ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà (41), (42) íåîáõîäèìî ïðè-
âëåêàòü äâà ïðèáëèæåíèÿ: èíòåðïîëÿöèîííîå èí-
òåãðèðîâàíèå è ïðåäñòàâëåíèå (60). Ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ýòèõ ïðèáëèæåíèé âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû 
(ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðÿìûì ìåòîäîì) ïðàêòè÷åñêè íå 
óâåëè÷èâàåòñÿ, íî âåëè÷èíû îøèáîê (55) è (61) 
âîçðàñòàþò (ðèñ. 1, êðèâûå 3, 4). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ 
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé îáñóæäàåìîãî íåëèíåé-
íîãî ïðîöåññà, ðàäè ÷åãî ñîáñòâåííî è ðàçðàáàòûâà-
åòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòîâ, ïðîäåìîíñòðèðîâàííàÿ òî÷-
íîñòü (îøèáêè Î1 è Î2 îêàçàëèñü ìåíüøå 0,1%) 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íîé. 

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå îáùåãî õàðàêòåðà. 
Îöåíèòü âåëè÷èíû îøèáîê (55) è (61) â íàñòîÿùèõ 
èññëåäîâàíèÿõ âîçìîæíî áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ðåøå- 
 

 

íèé (50) è (51), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ïðèáëè-
æåíèè çàäàííîãî ïîëÿ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ: áóäóò ëè ïðåäëàãàåìûå ïðèáëèæåííûå ñïîñîáû 

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îáåñïå÷èâàòü ñîèçìåðèìóþ 
òî÷íîñòü è ïðè «ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîì ðåæèìå 
ãåíåðàöèè ãàðìîíèê» [1], ò.å. â òîì ñëó÷àå, êîãäà 
ðåøåíèå (41), (42) áóäåò ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àòüñÿ 
îò (50), (51). Íà ýòó òåìó ìîæíî ðàññóæäàòü èñõî-
äÿ èç ðàçëè÷íûõ îáùèõ ñîîáðàæåíèé, íî äîñòàòî÷-
íî óáåäèòåëüíóþ àðãóìåíòàöèþ ìîæåò ïðåäîñòàâèòü 
òîëüêî ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííàÿ ïðîâåðêà, êîòî-
ðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû. 
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V.V. Kolosov, V.O. Troitskii. Approximate technique for solution of the problem on second harmonic 
generation in nonlinear crystals. Part 1. 

A technique is proposed for approximate solution of the system of equations responsible for second har-
monic generation in nonlinear uniaxial crystals. The algorithm of this techniqueis is reduced to numerical calcu-
lation of a threefold integrated integral. The study consists of two parts. In the first part, two approximations 
are considered. These approximations allow the time for computation of twofold integrated integrals with re-
spect to transverse coordinates to be shortened nearly two times in the situations most complicated for compu-
tations. The second part discusses an approximate technique for estimation of the power of interacting waves, 
which also allows the computation time to be decreased by an order of magnitude by means of a decrease in the 
minimal needed number of steps of the recurrent process. The results of the tests demonstrate that although  
the use of the approximations proposed decreases the accuracy of solution of the nonlinear problem, but never-
theless keeps the errors at an acceptably low level. 
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