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ИССЛЕДОВАНИЕ СИЛЬНОНЕРАВНОВЕСНОЙ МОДЕЛИ
ТЕПЛОВОГО ВОСПЛАМЕНЕНИЯ С УЧЕТОМ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОЙ НЕЛОКАЛЬНОСТИ

В. А. Кудинов, А. В. Ерёмин, И. В. Кудинов, В. В. Жуков
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На основе модифицированного закона Фурье с учетом релаксации теплового потока и ска-
лярной величины градиента температуры, разработана математическая модель локально-
неравновесного процесса теплового воспламенения систем с экспоненциально изменяющимся от
температуры внутренним источником тепла. Выполненные исследования при граничных усло-
виях первого рода показали, что учет пространственно-временной нелокальности приводит к
возрастанию времени задержки теплового воспламенения. Кроме того, показано, что при учете
релаксационных свойств материала граничные условия не могут быть приняты мгновенно, а
лишь по истечении определенного времени. Следовательно, количество теплоты, подводимой к
системе, имеет предел, зависящий от физических (в том числе и релаксационных) свойств сре-
ды.
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Основным содержанием теории теплово-
го воспламенения (теплового взрыва) являет-
ся математическое исследование температур-
ного состояния системы при протекании хими-
ческих реакций, которое позволяет определить
критические условия и время задержки теп-
лового воспламенения [1–3]. Известные модели
теплового воспламенения основаны на парабо-
лических уравнениях теплопроводности, полу-
ченных без учета пространственно-временной
нелокальности. Известно, что классические мо-
дели теплопроводности основаны на принци-
пе локального термодинамического равновесия
и гипотезе сплошной среды. Согласно этому
принципу в любом малом элементе среды пред-
полагается локальное равновесие, тогда как в
системе в целом наблюдаются градиенты по-
тенциалов исследуемых полей. Такое состояние
возможно лишь в случае, когда скорость на-
рушения равновесия, вызванного граничными
условиями, значительно меньше скорости ре-
лаксации системы к локальному равновесию.

Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке Министерства образования и науки РФ в рамках
базовой части государственного задания ФГБОУ ВО
«СамГТУ» (проект № 1.5551.2017/8.9).
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В связи с этим в математические модели,
использующие принцип локального равновесия
и гипотезу сплошной среды, заложена беско-
нечная скорость распространения тепла. Это
связано с использованием в этих моделях зако-
на Фурье для теплового потока

q = −λ
∂T

∂x
, (1)

в котором градиент температуры
∂T

∂x
и теп-

ловой поток q не разделены во времени (x —
координата, λ — коэффициент теплопроводно-
сти). Согласно (1) любое изменение градиен-
та температуры вызывает мгновенное измене-
ние теплового потока. Из этой формулы сле-
дует также, что при граничных условиях пер-
вого рода тепловой поток на стенке в началь-
ный момент времени устремляется к беско-
нечности. Так как в реальных процессах не
могут возникать бесконечные значения каких-
либо параметров, то дифференциальные урав-
нения, выведенные на основе формулы (1), бу-
дут адекватны этим процессам лишь в опре-
делённом пространственно-временном диапа-
зоне. Известно, что параболические уравнения
неадекватно описывают как быстропротекаю-
щие процессы, длительность которых сопоста-
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вима с временем релаксации, так и темпера-
турное состояние тел, наблюдаемое при сверх-
малых значениях временной и пространствен-
ной переменных, в любых тепловых процессах
[2–13]. Следовательно, такие уравнения явля-
ются локальными.

Поскольку предметом исследования тео-
рии воспламенения являются критические
условия и время задержки теплового воспламе-
нения, отсчитываемое непосредственно от на-
чала прогрева, а данные процессы относят-
ся к быстропротекающим, то неучитывание
пространственно-временной нелокальности в
математических моделях может привести к от-
личию получаемых параметров от их действи-
тельных значений.

Для вывода дифференциального уравне-
ния теплового воспламенения с учетом локаль-
ной неравновесности представим формулу (1)
таким образом, чтобы в ней было учтено уско-
рение во времени как теплового потока, так и
скалярной величины градиента температуры
[4, 11–13]:

q = −λ

(
∂T

∂x
+ τ1

∂2T

∂x∂t

)
− τ1

∂q

∂t
, (2)

где t — время, τ1 — время релаксации тепло-
вого потока и скалярной величины градиента
температуры. Подставляя (2) в уравнение теп-
лового баланса

cρ
∂T

∂t
+

∂q

∂x
+ ω(T ) = 0, (3)

находим

cρ
∂T

∂t
=

= λ
∂2T

∂x2
+ λτ1

∂3T

∂x2∂t
+ τ1

∂

∂t

(
∂q

∂x

)
+ ω(T ), (4)

где ω(T ) = Qρk0 exp(−E/(RT )) — мощность
внутреннего источника тепла, Q — тепловой
эффект реакции, ρ — плотность, c — тепло-
емкость, k0 — предэкспоненциальный множи-
тель, E — энергия активации, R — универ-

сальная газовая постоянная. Выражая
∂q

∂x
из

(3) и подставляя в (4), получаем

cρ
∂T

∂t
= λ

∂2T

∂x2
+ λτ1

∂3T

∂x2∂t
−

− τ1
∂

∂t

[
cρ

∂T

∂t
+Qρk0 exp

(
− E

RT

)]
+

+Qρk0 exp

(
− E

RT

)
. (5)

Определив производные в третьем слагаемом
правой части уравнения (5), будем иметь

∂T

∂t
+ τ1

∂2T

∂t2
=

= a
∂2T

∂x2
+ τ1a

∂3T

∂x2∂t
+

Qk0
c

exp

(
− E

RT

)
−

− τ1Qk0E

cRT 2
exp

(
− E

RT

)
∂T

∂t
, (6)

где a = λ/(cρ) — коэффициент температуро-
проводности.

Очевидно, что при τ1 = 0 уравнение (6)
приводится к классическому параболическому
уравнению теплопроводности с нелинейным ис-
точником тепла:

∂T

∂t
= a

∂2T

∂x2
+

Qk0
c

exp

(
− E

RT

)
. (7)

Краевые условия к уравнению (6) при зажи-
гании тонкой пластины при несимметричных
граничных условиях имеют вид [3]:

T (x, 0) = T0, (8)

∂T (x, 0)

∂t
= 0, (9)

T (0, t) = Tw, (10)

T (L, t) = T0, (11)

где T0 — начальная температура, Tw — тем-
пература стенки (Tw > T0), L — толщина пла-
стины.

Математическая модель (6), (8)–(11) со-
ответствует физическому процессу зажигания
конденсированного вещества горячим телом с
температурой Tw (рис. 1) [3].

Введем, в соответствии с [1, 3], следующие
безразмерные переменные и параметры:

τ =
t

ta
, ta =

cRT 2
w

EQk0
exp

E

RT 2
w
,

ξ =
x

xa
, xa =

√
ata, (12)
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Рис. 1. Схема теплообмена

Θ =
E

RT 2
w
(T − Tw), β =

RTw
E

, Fo1 =
τ1
ta
,

где Θ, τ , ξ — соответственно безразмерные
температура, время, координата; ta, xa — вре-
менной и пространственный масштабы; Fo1 —
безразмерное время релаксации; β = RTw/E —
степень зависимости скорости химической ре-
акции от температуры [3].

С учетом обозначений (12) задача (6), (8)–
(11) принимает вид:

∂Θ

∂τ
+ Fo1

∂2Θ

∂τ2
=

∂2Θ

∂ξ2
+ Fo1

∂3Θ

∂ξ2∂τ
+

+ exp

(
Θ

βΘ+ 1

)
− Fo1 exp

(
Θ

βΘ+ 1

)
∂Θ

∂τ

(0 � ξ � ξ0, τ > 0), (13)

Θ(ξ, 0) = Θ0, (14)

∂Θ(ξ, 0)

∂τ
= 0, (15)

Θ(0, τ) = 0, (16)

Θ(ξ0, τ) = Θ0, (17)

где ξ0 =
√
δ; δ = L2/x2a — параметр Франк-

Каменецкого; Θ0 =
E

RT 2
w
(T0 − Tw).

В уравнении (13) содержится слагаемое
(последнее в правой части), представляющее
источник тепла с отрицательным знаком. Сле-
довательно, в данной модели действие источ-
ника тепла, связанного с протеканием хими-
ческой реакции, ослабляется действием ис-
точника, связанного с учетом релаксационных
свойств материала.

Для решения задачи (13)–(17) методом ко-
нечных разностей в рассматриваемой области
вводилась пространственно-временная сетка с
шагами Δξ, Δτ соответственно по переменным
ξ и τ :

ξk = kΔξ, k = 0,K; τi = iΔτ, i = 0, I, (18)

где K, I — число шагов по координатам ξ,
τ . На сетке (18) вводились сеточные функции
Θi
k = Θ(ξk, τi). Используя явную схему аппрок-

симации дифференциальных операторов, зада-
чу (13)–(17) можно записать в виде:

Θi
k −Θi−1

k

Δτ
+ Fo1

Θi+1
k − 2Θi

k +Θi−1
k

Δτ2
=

=
Θi
k−1 − 2Θi

k +Θi
k+1

Δξ2
+ Fo1 ×

×Θi
k−1 − 2Θi

k +Θi
k+1 −Θi−1

k−1 + 2Θi−1
k −Θi−1

k+1

ΔτΔξ2
+

+exp

(
Θi
k

βΘi
k + 1

)
−Fo1 exp

(
Θi
k

βΘi
k + 1

)
Θi
k −Θi−1

k

Δτ

(τ > 0; 0 < ξ < ξ0), (19)

Θ0
k = Θ0, (20)

Θ1
k −Θ0

k

Δτ
= 0, (21)

Θi
0 = 0, (22)

Θi
K = Θ0. (23)

При решении задачи (19)–(23) ис-
пользовались следующие исходные дан-
ные [3]: E = 35 ккал/моль; Qk0 = 2.45 ·
1016 кал/(г ·моль); λ = 5.6·10−4 кал/(см · с ·К);
c = 0.35 кал/(моль ·К); Q = 270 кал/г;
T0 = 300 K; Tw = 553 K; ρ = 1.6 г/см3;
L = 7.38 · 10−4 м.

На рис. 2, 3 приведены распределения тем-
пературы по толщине пластины при различ-
ных значениях безразмерного времени в слу-
чае, когда релаксационные свойства материа-
ла не учитываются (Fo1 = 0). Из анализа рис. 2
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Рис. 2. Распределение температуры в пла-
стине (Fo1 = 0) в диапазоне ξ = 0 ÷ 20

Рис. 3. Распределение температуры в пла-
стине (Fo1 = 0) в диапазоне ξ = 0 ÷ 5

следует, что после установления теплового рав-

новесия
∂Θ(0, τ0)

∂ξ
= 0 поверхностные слои пла-

стины за небольшой период времени прогре-
ваются выше температуры стенки нагревате-
ля Tw. После этого нагреватель оказывается не
источником тепла, а его стоком и координата
максимума температур смещается от ξ = 0 до
ξ = ξmax = 1.37.

Рис. 4 иллюстрирует изменение темпера-
туры во времени в отдельных точках про-
странственной переменной. В момент времени
τign∞ = 67.2 происходит зажигание вещества
и далее температура неограниченно возраста-
ет. Полученные результаты полностью согла-
суются с решениями [3], расхождение не пре-
вышает 0.1 %.

Рис. 4. Изменение температуры пластины во
времени (Fo1 = 0)

Результаты расчетов температуры с
учетом релаксационных свойств вещества
(Fo1 �= 0) приведены на рис. 5. Величина коэф-
фициента релаксации оказывает существенное
влияние на время задержки зажигания. Так,
при Fo1 = 0.35 (τ1 = 0.005 c) время задержки
теплового воспламенения увеличивается на
Δτign∞ = 40.5 (Δtign∞ = 1.54 c) по сравнению
со случаем, когда релаксационные свойства
материала не учитываются. Результаты иссле-
дований показали, что учет релаксационных
свойств материалов приводит к невозможно-
сти мгновенного принятия граничных условий
на стенке (ξ = 0), этот процесс занимает
некоторый период времени 0 � τ � τ∗. В
частности, при Fo1 = 0.35 время принятия
граничного условия составляет Fo∗ ≈ 0.8.

Рис. 5. Изменение температуры во времени в
точке ξmax при различных значениях Fo1



В. А. Кудинов, А. В. Ерёмин, И. В. Кудинов, В. В. Жуков 29

Рис. 6. Зависимость времени зажигания от ко-
эффициента релаксации

Отсюда следует, что граничные условия
первого рода (тепловой удар) не могут быть
установлены мгновенно ни при каких условиях
теплообмена с окружающей средой.

Зависимость времени задержки теплового
воспламенения τign∞ от коэффициента релак-
сации Fo1 представлена на рис. 6. Видно, что
она имеет нелинейный характер, причем с уве-
личением коэффициента релаксации время за-
держки теплового воспламенения увеличивает-
ся.

ВЫВОДЫ

1. С учетом ускорения во времени тепло-
вого потока и градиента температуры в законе
Фурье разработана математическая модель
теплового воспламенения в пластине с нелиней-
ным (экспоненциально зависящим от темпера-
туры) источником тепла при граничных усло-
виях первого рода с учетом пространственно-
временной нелокальности.

2. Численные исследования полученной
модели показали существенную зависимость
времени задержки теплового воспламенения
от релаксационных свойств материала. Этот
факт объясняется тем, что ввиду тепловой
инерционности материалов тепловой поток на
стенке возрастает от нулевого значения в на-
чальный момент времени до значения, задава-
емого граничным условием первого рода, в те-
чение некоторого конечного временного интер-
вала.
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