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С использованием метода дифференциального преобразования исследуется одномер-
ная не подчиняющаяся закону Фурье теплопроводность в плите конечных размеров из
функционально-градиентного материала, температура которой сначала однородна, а за-
тем внезапно увеличивается на одной поверхности, в то время как другая поверхность
остается теплоизолированной. Получено общее уравнение гиперболической теплопро-
водности. Задача решена аналитически с использованием преобразования Лапласа, ре-
зультаты на конечном временном интервале получены численно с использованием об-
ратного преобразования Лапласа. Проведено сравнение полученных результатов с точ-
ным решением и показано, что они хорошо согласуются.
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Введение. В настоящее время известно большое количество исследований теплопро-
водности, не подчиняющейся закону Фурье, или гиперболической теплопроводности (ГТП),
поскольку данный вид теплообмена используется в различном промышленном оборудова-
нии, таком как лазеры, микроволновые печи, химические взрывные устройства, микро-
электронные устройства, чипы, композитные тепловые барьеры. ГТП имеет место в ком-
позиционных материалах нового поколения, так называемых функционально-градиентных
материалах (ФГМ).

Вследствие непрерывного гладкого пространственного изменения характеристик ма-
териала, таких как теплопроводность, массовая плотность, удельная теплоемкость, ФГМ
имеет преимущества по сравнению с гомогенными материалами.ФГМ конструируются пу-
тем постепенного изменения объемной доли двух основных материалов в одном или более

направлениях. Как правило, одна поверхность пластины из ФГМ может быть выполне-
на из технической керамики, способной оказать сопротивление экстремальному тепловому
нагружению, другая — из металла или металлического сплава для поддержания струк-
турной жесткости. ФГМ из керамики и металла имеют различную теплоемкость, поэтому
возникающей в них теплопроводностью нельзя пренебречь [1].

Большое количество работ посвящено исследованию фурье-теплообмена в ФГМ. В [2]
с использованием аналитического метода решались одномерные задачи теплопроводности
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в ФГМ. В работах [3, 4] сформулирован метод граничных элементов для решения задачи о
стационарной теплопроводности в ФГМ. В [5, 6] трехмерный метод граничных элементов
использовалcя для решения задачи о теплообмене в материале, свойства которого непре-
рывно изменялись в одном, двух или трех пространственных направлениях. В работах

[7–9] метод граничных элементов развит для решения задач о нестационарном теплообмене
в ФГМ. В [10] с использованием теории высокого порядка точности и локального бессеточ-
ного метода Петрова— Галеркина исследована трехмерная теплопроводность в массивной

пластине из ФГМ и показано, что предполагаемое распределение температуры по толщине
пластины удовлетворяет заданной температуре на главных поверхностях пластины.

ФГМ, используемые при покрытии тепловых барьеров, должны выдерживать боль-
шой градиент температуры. В этом случае параболическое уравнение теплопроводности,
основанное на законе Фурье, перестает быть справедливым и возникает необходимость
создания модели теплопроводности с конечной скоростью потока тепла. Такая модель, так
называемая модель ГТП, предложена авторами [11, 12]. В работе [13] исследовано распро-
странение тепловых волн в тонкой ленте, нагреваемой с помощью объемного источника

тепла. В [14] предложен новый гибридный метод для исследования влияния кривизны по-
верхности твердого тела на ГТП в тонких поверхностных слоях. Авторами [15, 16] изуче-
но распространение тепловых волн в тонкой пленке. В [17, 18] преобразование Лапласа и
принцип суперпозиции использованы для решения одномерного уравнения ГТП в тонкой

плите.
В указанных исследованиях рассматривалась гомогенная среда, однако имеется

несколько работ (см., например, [19–23]), посвященных изучению ГТП в неоднородных

средах. В [19] обсуждалось различие экспериментальных и расчетных значений времени
релаксации, потока тепла и профилей температуры, полученных из уравнений гиперболи-
ческой и параболической теплопроводности. В [20] решалась задача о ГТП в анизотроп-
ном материале в предположении, что имеют место фазовые запаздывания между вектором
потока тепла и суммарным градиентом температуры. Решение уравнения ГТП в полой

сфере ФГМ предложено в работе [21]: задача аналитически решена с помощью преоб-
разования Лапласа, затем выполнено численное обращение преобразования Лапласа на
конечном интервале времени. Анализ ГТП для гетерогенных полых цилиндров и сфер из
ФГМ выполнен в [22]. Все свойства материала изменялись экспоненциально по толщине,
за исключением параметра тепловой релаксации, который был постоянным. Задача ре-
шена аналитически в пространстве Лапласа, полученные результаты с использованием

модифицированного численного метода обращения Дурбина преобразованы для рассмат-
риваемого интервала времени. Нестационарные характеристики температуры и потока

тепла исследованы при различных значениях параметров неоднородности и температуры.
При численном решении задач ГТП возникает проблема, связанная с наличием раз-

рыва во фронте волны. Для решения этой проблемы предложены такие схемы, как схема
предиктора-корректора [24], метод трансфинитного элемента [25], метод конечных элемен-
тов Галеркина, смешанная явно-неявная схема [26] и метод характеристик [27]. Вследствие
пространственного изменения тепловых свойств ФГМ рассмотренная задача становится

нелинейной и трудно решается численно. В то же время не всегда можно получить точ-
ное решение задач теплопроводности для ФГМ, поэтому оптимальным решением уравне-
ния ГТП в ФГМ является аналитическое решение.

Метод дифференциального преобразования (МДП), предложенный в работе [28] в
1986 г., позволяет получить одно из наиболее точных аналитических решений линейных и
нелинейных дифференциальных уравнений [29–33]. Данный метод можно применить для
решения линейных и нелинейных задач с начальными условиями и краевых задач без

линеаризации, дискретизации или возмущения; кроме того, МДП обладает большей схо-
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Рис. 1. Схема задачи в начальный момент времени

димостью и точностью, чем другие методы [34, 35]. По мнению авторов данной работы,
МДП целесообразно использовать для решения уравнения ГТП в ФГМ.

В настоящей работе рассматривается задача ГТП для пластин из ФГМ с различными

функциональными зависимостями теплопроводности, удельной теплоемкости и массовой
плотности от координаты.

1. Постановка задачи. Рассматривается одномерная задача о ГТП в плите из ФГМ
толщиной L (рис. 1). Полагается, что плита изготовлена из двухкомпонентного материала:
материал одной поверхности обогащен керамикой, другой — металлом. Первоначально
плита находится в состоянии теплового равновесия при температуре T0. В результате

теплового удара температура одной границы пластины при x = L резко увеличивается до
значения T∞, в то время как на другой границе при x = 0 поддерживается температура T0.

Модифицированная модель теплового потока имеет вид [11, 12]

τ
∂q(x, t)

∂t
+ q(x, t) = −k(x)

∂T (x, t)

∂x
, τ =

α

C2
, (1)

где τ — время тепловой релаксации; q — вектор теплового потока; x — координата; t —
время; T — температура; α — температуропроводность; k — теплопроводность; C — ско-
рость распространения возмущений. В (1) предполагалось, что тепловой поток и градиент
температуры возникают в разное время с задержкой по времени τ . Особый случай τ = 0,
очевидно, соответствует закону Фурье. Исключая вектор q из уравнения (1) и уравнения
сохранения энергии, получаем классическое уравнение ГТП

ρcτ
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∂t2
+ ρc
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∂
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)
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При исследовании влияния неоднородности на гиперболическую теплопроводность по-
лагается, что свойства ФГМ меняются в пространстве по экспоненциальному закону:

k(x) = kh e2β1x, ρ(x) = ρh e2β2x, c(x) = ch e2β2x, (3)

в то время как тепловая релаксация внутри плиты из ФГМ является постоянной. В (3) βi

(i = 1, 2, 3) — параметры неоднородности, имеющие размерность м−1; kh, ρh, ch — одно-
родная теплопроводность, однородная массовая плотность и однородная удельная тепло-
емкость соответственно. При β1 = β2 +β3 температуропроводность является постоянной:

α = kh/(ρhch) = αh ∀β1 = β2 + β3.

Полагая, что ωi = 2βiL, и вводя безразмерные величины

θ =
T − T0

T∞ − T0
, x̄ =

x

L
, t̄ =

αt

L2
, x̄ =

x

L
, τ̄ =

ατ

L2
,
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уравнения (2), (3) соответственно запишем в виде

τ̄
∂2θ

∂t̄2
+

∂θ

∂t̄
= ω1

∂θ

∂x̄
+

∂2θ

∂x̄2
,

k(x) = kh eω1x̄, ρ(x) = ρh eω2x̄, c(x) = ch eω3x̄ .

Массовая плотность и удельная теплоемкость не оказывают влияния на нестационар-
ную температуру внутри плиты, поскольку их безразмерная неоднородность отсутствует
в безразмерном уравнении ГТП. Однако необходимо исследовать влияние теплопроводно-
сти на распределение температуры плиты из ФГМ.

Зададим безразмерные начальные условия

θ(x̄, 0) = 0,
∂θ

∂t̄
(x̄, 0, 0) = 0

и безразмерные граничные условия

θ(1, t̄) = 1,
∂θ

∂x̄
(0, t̄) = 0.

Введем преобразование Лапласа для безразмерной температуры:

L[θ(x̄, t̄)] = θ̄(x̄, s) =

∞∫
0

θ(x̄, t̄) e−st̄ dt̄,

где s, θ̄ — параметр преобразования Лапласа и преобразование Лапласа θ соответственно.
Применяя преобразование Лапласа к управляющим уравнениям и граничным условиям

в безразмерной форме, получаем

τ̄ s2θ̄ + sθ̄ = ω1
dθ̄

dx
+

d2θ̄

dx2
; (4)

dθ̄

dx̄
(0, s) = 0; (5)

θ̄(1, s) =
1

s
. (6)

2. Анализ методом дифференциального преобразования. Метод дифференци-
ального преобразования основан на разложении в ряд Тейлора. В этом методе управляю-
щие дифференциальные уравнения и граничные условия системы преобразуются в систе-
му алгебраических уравнений для образов дифференциального преобразования исходных

функций.
Пусть функция x(t) является аналитической в области D и t = t0 в некоторой точке D.

Тогда функцию x(t) можно представить в виде степенного ряда с центром в точке t0.
Проведем дифференциальное преобразование функции x(t):

X(k) =
1

k!

(dkx(t)

dtk

)∣∣∣
t=t0

∀t ∈ D, (7)

где x(t) — функция-оригинал; X(k) — образ функции. В результате обратного преобра-
зования имеем

x(t) =
∞∑

k=0

(t− t0)
kX(k) ∀t ∈ D. (8)
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Та бли ц а 1

Функции-оригиналы и образы функций, используемые в МДП

Оригинал Образ

x(t) = αf(x)± βg(t) X(k) = αF (k)± βG(k)

x(t) =
df(t)
dt

X(k) = (k + 1)F (k + 1)

x(t) =
d2f(t)

dt2
X(k) = (k + 1)(k + 2)F (k + 2)

x(t) = et X(k) =
k

k!

x(t) = f(t)g(t) X(k) =
k∑

l=0

F (l)G(k − l)

x(t) = tm X(k) = δ(k −m) =
{

1, k = m
0, k 6= m

x(t) = f(t)m X(k) =
k∑

l=0

F (l)m−1F (k − l)

Из уравнений (7), (8) получаем

x(t) =
∞∑

k=0

(t− t0)
k

k!

(dkx(t)

dtk

)∣∣∣
t=ti

∀t ∈ D. (9)

МДП, основанный на разложении в ряд Тейлора, не позволяет вычислить производные
символически. Фактически в приложениях функция x(t) выражается конечным рядом, и
уравнение (9) можно записать следующим образом:

x(t) =
n∑

k=0

(t− t0)
k

k!

(dkx(t)

dtk

)∣∣∣
t=ti

∀t ∈ D. (10)

Это означает, что остаточный член

x(t) =
∞∑

k=n

(t− t0)
k

k!

(dkx(t)

dtk

)∣∣∣
t=ti

∀t ∈ D

пренебрежимо мал. (Значение n зависит от скорости сходимости ряда.) Некоторые

функции-оригиналы и образы функции, используемые в методе дифференциального пре-
образования [33], приведены в табл. 1.

3. Решение уравнения ГТП с использованием МДП. Проведя дифференциаль-
ное преобразование уравнения (4) относительно x̄, получаем

(k + 1)(k + 2)θ̄(k + 2) + ω1(k + 1)θ̄(k + 1) = (τ̄ s2 + s)θ̄(k).

В результате дифференциального преобразования безразмерных граничных условий

в (5), (6) имеем

θ̄(1) = 0, θ̄(0) = a,

где a — постоянная. Другие члены ряда можно представить в следующем виде:

θ̄(2) =
1

2
S(τ̄ + 1)a, θ̄(3) = −1

6
ω1S(τ̄ + 1)a,
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θ̄(4) =
1

24
S(ω2

1Sτ̄ + ω2
1 + S3τ̄2 + 2S2τ̄ + S)a,

θ̄(5) = − 1

120
ω1(ω

2
1Sτ̄ + ω2

1 + 2S3τ̄2 + 4S2 + 2S)a.

Подставляя эти члены в (10), получаем решение в замкнутой форме:

θ̄(x̄) = a+
1

2
S(τ̄S+1) ax̄2− 1

6
ω1S(τ̄S+1) ax̄3+

1

24
ω1S(ω2

1Sτ̄ +ω2
1 +S3τ̄2+2S2τ̄ +S) ax̄4−

− 1

120
ω1S(ω2

1Sτ̄ + ω2
1 + 2S3τ̄2 + 4S2 + 2S) ax̄5 + . . . . (11)

В результате подстановки граничных условий из уравнения (6) в уравнение (11)
имеем

θ̄(1) = a +
1

2
S(τ̄S + 1)a− 1

6
ω1S(τ̄S + 1)a +

1

24
Sa(ω2

1Sτ̄ + ω2
1 + S3τ̄2 + 2S2τ̄ + S)−

− 1

120
ω1S(ω2

1Sτ̄ + ω2
1 + 2S3τ̄2 + 4S2 + 2S)a + . . . =

1

S
. (12)

Решая уравнение (12), находим значение a, подставляя которое в уравнение (11) в об-
ласти Лапласа можно получить распределение температуры в плите. Наконец, выполним
численное обращение преобразования Лапласа, чтобы найти поле температуры в ФГМ на

рассматриваемом временном интервале.
4. Модель для проверки правильности метода. Для проверки предложенного

подхода сначала рассмотрим частный случай однородного материала ω1 = 0. В этом слу-
чае, используя метод разделения переменных, можно получить точное решение

θ = 1−
∞∑

n=0

cos (λnx̄)
4(−1)n

(2n + 1)π
e−t̄/(2τ̄)

[ 1√
4τ̄λ2

n − 1
sin

(√
4τ̄λ2

n − 1

2τ̄
t̄
)

+

+ cos
(√

4τ̄λ2
n − 1

2τ̄
t̄
)]

,

где λn = nπ + π/2 (n = 0, 1, . . . ,∞) — собственное значение.
Результаты, полученные с использованием МДП и метода разделения переменных

для гомогенной плиты, приведены в табл. 2. В среднем величина различия результатов ∆
имеет порядок 10−7.

5. Результаты исследования и их обсуждение. Для исследования влияния раз-
личных параметров ГТП в плите из ФГМ будем полагать их постоянными величинами, за
исключением одного. На рис. 2 приведена зависимость безразмерной температуры θ от ко-
ординаты x̄ при фиксированном времени тепловой релаксации τ̄ . Согласно (1) вследствие
обратного соотношения между временем тепловой релаксации и скоростью распростране-
ния возмущений при уменьшении безразмерного времени тепловой релаксации τ̄ скорость
распространения тепловой волны увеличивается, что приводит к увеличению температу-
ры в плите. При увеличении безразмерного времени тепловой релаксации профиль тем-
пературы изменяется в меньшей степени, а при очень больших значениях безразмерного
времени тепловой релаксации профиль температуры не зависит от него.

На рис. 3 показана эволюция температуры теплоизолированной границы плиты из

ФГМ при различных значениях времени релаксации. Видно, что с уменьшением време-
ни тепловой релаксации температура быстро достигает постоянного значения. При боль-
ших значениях безразмерного времени тепловой релаксации вследствие наложения тепло-
вых волн в ГТП наблюдаются температурные колебания на теплоизолированной границе

плиты.
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Значения температуры, полученные с помощью МДП
и точного решения при ωi = 0, t̄ = 1, τ̄ = 10−3

θ
x̄

МДП Точное решение
∆

0 0,892 414 800 5 0,892 414 801 2 0,000 000 000 7
0,05 0,892 746 449 7 0,892 746 455 1 0,000 000 005 4
0,10 0,893 739 352 8 0,893 739 371 7 0,000 000 018 9
0,15 0,895 387 388 1 0,895 387 427 9 0,000 000 039 8
0,20 0,897 680 394 9 0,897 680 460 2 0,000 000 065 3
0,25 0,900 604 236 1 0,900 604 327 0 0,000 000 090 9
0,30 0,904 140 885 3 0,904 140 995 0 0,000 000 109 8
0,35 0,908 268 537 7 0,908 268 650 8 0,000 000 113 0
0,40 0,912 961 745 2 0,912 961 834 6 0,000 000 089 4
0,45 0,918 191 572 4 0,918 191 598 8 0,000 000 026 4
0,50 0,923 925 775 8 0,923 925 687 7 0,000 000 088 1
0,55 0,930 129 002 0 0,930 128 739 4 0,000 000 262 7
0,60 0,936 763 006 3 0,936 762 507 7 0,000 000 498 6
0,65 0,943 786 887 6 0,943 786 103 3 0,000 000 784 3
0,70 0,951 157 341 4 0,951 156 251 1 0,000 001 090 3
0,75 0,958 828 926 5 0,958 827 561 3 0,000 001 365 2
0,80 0,966 754 344 9 0,966 752 808 6 0,000 001 536 3
0,85 0,974 884 733 9 0,974 883 215 8 0,000 001 518 1
0,90 0,983 169 966 8 0,983 168 729 5 0,000 001 237 4
0,95 0,991 558 962 5 0,991 558 278 8 0,000 000 683 7
1,00 1,000 000 000 0 1,000 000 000 0 0,000 000 000 0
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость безразмерной температуры плиты из ФГМ от координа-
ты x̄ при t̄ = 1, ω1 = 0 и различных значениях τ̄ :
1 — τ̄ = 10−3, 2 — τ̄ = 1, 3 — τ̄ = 103, 4 — τ̄ = 104

Рис. 3. Зависимость безразмерной температуры плиты из ФГМ от времени при

x̄ = 0, ω1 = 0 и различных значениях τ̄ :
1 — τ̄ = 10−3, 2 — τ̄ = 1
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Рис. 4. Зависимость безразмерной температуры плиты из ФГМ от времени при

τ̄ = 1, ω1 = 0 и различных значениях x̄:
1 — x̄ = 0, 2 — x̄ = 0,25, 3 — x̄ = 0,5, 4 — x̄ = 0,75

Рис. 5. Зависимость безразмерной температуры плиты из ФГМ от координа-
ты x̄ при τ̄ = 1, ω1 = 0 и различных значениях t̄:
1 — t̄ = 10−3, 2 — t̄ = 0,5, 3 — t̄ = 1,0, 4 — t̄ = 1,5, 5 — t̄ = 2,0, 6 — t̄ = 2,5, 7 —
t̄ = 10,0

На рис. 4 видно, что температурные колебания наблюдаются во всех частях плиты
из ФГМ, при этом максимальные колебания имеют место на изолированной части плиты.

На рис. 5 приведена зависимость температуры в пластине из ФГМ от безразмерной

координаты при различных значениях безразмерного времени. При малых значениях без-
размерного времени только часть пластины из ФГМ вблизи ее края x̄ = 1 находилась
при повышенной температуре. При увеличении безразмерного времени безразмерная тем-
пература на другой поверхности пластины x̄ = 0 увеличивается до тех пор, пока не до-
стигнет максимума вследствие отражения и взаимодействия тепловых волн. После этого
температура постепенно уменьшается до значения θ = 1, соответствующего стационарной
безразмерной температуре.

Как указывалось выше, на распределение температуры не оказывает влияния массовая
плотность или удельная теплоемкость. Таким образом, можно исследовать зависимость
температуры только от теплопроводности. Согласно рис. 6, чтобы ограничить колебания
температуры и избежать повреждений внутренней и молекулярной структуры компози-
ционных материалов, целесообразно использовать ФГМ с отрицательным значением без-
размерного параметра неоднородности. В то же время, чтобы увеличить температурные
колебания и достичь большего значения температуры, целесообразно использовать ФГМ
с положительным безразмерным параметром неоднородности.

Зависимость максимальной температуры от безразмерного времени релаксации на

теплоизолированном крае плиты из ФГМ при различных значениях безразмерного пара-
метра неоднородности показаны на рис. 7. В настоящем исследовании рассматривается
диапазон |ω| 6 1, который наиболее часто используется в работах (см., например, [36]).
На рис. 7 видно, что θmax увеличивается при увеличении безразмерного параметра неод-
нородности и безразмерного времени релаксации.
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Рис. 6. Зависимость безразмерной температуры плиты из ФГМ от времени при

x̄ = 0, τ̄ = 1 и различных значениях ω:
1 — ω = −0,2, 2 — ω = 0, 3 — ω = 0,2
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Рис. 7. Зависимость максимальной безразмерной температуры плиты из ФГМ
от τ̄ при x̄ = 0 и различных значениях ω:
1 — ω = −1,0, 2 — ω = −0,8, 3 — ω = −0,6, 4 — ω = −0,4, 5 — ω = −0,2, 6 — ω = 0,
7 — ω = 0,2, 8 — ω = 0,4, 9 — ω = 0,6, 10 — ω = 0,8, 11 — ω = 1,0

На рис. 8 видно, что при увеличении безразмерного времени релаксации максимальная
безразмерная температура уменьшается менее существенно, а при очень больших значе-
ниях безразмерного времени релаксации θmax зависит только от безразмерного параметра

неоднородности.

На рис. 9 приведена зависимость безразмерного времени tmax, за которое температура
достигает максимального значения, от безразмерного параметра неоднородности. Видно,
что безразмерная неоднородность оказывает незначительное влияние на время достижения

температурного максимума, которое зависит только от безразмерного времени тепловой
релаксации.

Заключение. В работе приведено решение задачи о ГТП в плите из ФГМ. При этом
полагалось, что свойства плиты меняются экспоненциально, за исключением параметра
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Рис. 8. Зависимость максимальной безразмерной температуры плиты из ФГМ
от безразмерного параметра неоднородности ω̄ при x̄ = 0 и различных значени-
ях τ̄ :
1 — τ̄ = 1, 2 — τ̄ = 10, 3 — τ̄ = 102, 4 — τ̄ = 103, 5 — τ̄ = 104, 6 — τ̄ = 105, 7 — τ̄ = 106

Рис. 9. Зависимость времени, за которое безразмерная температура плиты из
ФГМ достигает максимального значения, от безразмерного параметра неодно-
родности ω̄ при x̄ = 0 и различных значениях τ̄ :
1 — τ̄ = 1, 2 — τ̄ = 10, 3 — τ̄ = 102, 4 — τ̄ = 103, 5 — τ̄ = 104, 6 — τ̄ = 105

тепловой релаксации, который полагался постоянным. Задача решена аналитически в об-
ласти преобразования Лапласа с помощью метода дифференциального преобразования и

выполнено численное обращение преобразования Лапласа, чтобы найти решение на рас-
сматриваемом временном интервале. Сравнение полученных результатов и результатов
точного решения для гомогенного случая показало справедливость решения и позволило

сделать следующие выводы.

На распределение температуры и скорость теплового распространения волны суще-
ственное влияние оказывает теплопроводность ФГМ и не оказывают влияния удельная

теплоемкость и массовая плотность.

Вследствие отражения и взаимодействия тепловых волн в плите наблюдаются тепло-
вые колебания ГТП.

При постоянном значении безразмерного параметра неоднородности максимальная

температура на теплоизолированном крае плиты увеличивается при увеличении безраз-
мерного времени релаксации, однако начиная с некоторого значения влияние времени ре-
лаксации на максимальную температуру становится несущественным.

Для уменьшения колебаний тепловых волн целесообразно использовать ФГМ с отрица-
тельной безразмерной неоднородностью, для увеличения— с положительной безразмерной

неоднородностью.

Безразмерный параметр неоднородности не оказывает значительного влияния на вре-
мя, в течение которого безразмерная температура достигает максимального значения.
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