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ПОВЕДЕНИЕ  ВЕКТОРА  ВИХРЯ  СКОРОСТИ

В  СВЕРХЗВУКОВЫХ  ПОТОКАХ

ЗА  ПОВЕРХНОСТЯМИ  РАЗРЫВОВ
*
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Владивосток

Изучается поведение вектора вихря скорости на поверхности разрыва, возникающей при обтека-
нии тела сверхзвуковым, неоднородным потоком горючего газа с образованием ударной или детонаци-
онной волны. Набегающий поток в общем случае является вихревым с заданным распределением

параметров. Получены формулы для компонент вектора вихря в специальной системе координат, свя-
занной с волной. Показано, что в этом случае нормальная по отношению к волне компонента вихря

остается непрерывной при переходе через поверхность разрыва, а в случае осесимметричных течений

так же остается непрерывной и величина, равная отношению касательной компоненты вихря к плотности,
хотя по отдельности сами величины терпят разрыв.

Выражение для вихря за искривленной стационарной ударной волной для те-
чений с постоянными параметрами впервые получено в работе [1] и позже  дру-
гими авторами. В общем случае формулы для компонент вектора вихря за произ-
вольной искривленной волной были получены в работе [2] в предположении, что

ударная волна имеет бесконечную интенсивность. В работе [3] получена обобщен-
ная формула, в работах [4, 5]  формулы для компонент вектора вихря за ударной

волной любой интенсивности при постоянных значениях параметров набегающего

потока. В настоящей работе определяется завихренность непосредственно за кри-
волинейной стационарной детонационной волной, находящейся в вихревом сверх-
звуковом потоке.

Пусть в стационарном сверхзвуковом вихревом потоке горючего газа распо-
ложена детонационная волна. Детонационная волна рассматривается как поверх-
ность сильного разрыва, на которой при сгорании единицы массы газа выделяется

величина тепла Q, которая в общем случае может зависеть от параметров набе-
гающего потока (при Q = 0 имеем обычную  ударную волну). Движение газа
в этом случае описывается следующей системой уравнений:
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Здесь 1 2 3, ,υ υ υ   соответствующие компоненты скорости в декартовой

системе координат ( )1 2 3, , ,x x x  ρ  плотность, р  давление газа, γ  показа-

тель адиабаты, индексы i, k принимают значение 1, 2, 3, суммирование по i.
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Соотношения (1) справедливы во всей области течения газа, на самой же

поверхности разрыва выполняются законы сохранения массы, импульса и энергии:
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Здесь величины с индексом “0” обозначают значения параметров газа перед вол-
ной, а величины без индекса  за волной, i iνυ υ ν=   нормальная компонента

скорости, i iβυ υ β=  и i iτυ υ τ=   касательные компоненты скорости, ,iν  ,iβ  iτ  

компоненты вектора нормали и касательных векторов к поверхности разрыва.

Вектор вихря 2ωωωω = rotυυυυ в декартовой системе координат имеет компоненты
, ,2 ,i k j j kω υ υ= −  где индексы i, j, k образуют круговую перестановку из 1, 2, 3.

Здесь запятая означает производную , /i j i jxυ υ= ∂ ∂   i-й компоненты скорости

по j-й координате, индексы i, j принимают значения 1, 2, 3. Т. е. в декартовой сис-
теме координат компоненты вектора вихря вычисляются по формулам:

1 3,2 2,3( ) 2,ω υ υ= −  2 1,3 3,1( ) 2,ω υ υ= −  3 2,1 1,2( ) 2.ω υ υ= −               (3)

Для нахождения компонент вектора вихря введем на поверхности разрыва

криволинейную ортогональную систему координат, связанную с волной.

Пусть Σ  поверхность детонационной волны, определяемая уравнением

1 2( , ),i ix x y y=                                                    (4)

где 1 2,y y  криволинейные координаты на поверхности, 1 2 3, ,x x x   координа-

ты в декартовой системе.

Векторы с координатами ,/i ix y xα
α∂ ∂ =  (α = 1, 2) являются векторами,

касательными к поверхности .Σ
Пусть в каждой точке поверхности Σ можно построить единичный вектор

нормали νννν к этой поверхности, направленный в сторону течения за фронтом. Вве-
дем локальную декартову систему координат ( )1 2 3, , ,q q q  такую, что ось 3q

направлена по нормали к Σ, а оси 1,q  2q  совпадают с главными направлениями

в касательной плоскости. Пусть 1,Λ  2Λ  – линии пересечения Σ  с плоскостями

1 0q =  и 2 0q =  соответственно, β и τ  единичные векторы, касательные к этим

линиям, l, s  длины дуг линий 1,Λ  2 ,Λ  отсчитываемых в направлении β, τ. Таким

образом, в (4) в качестве параметров y
1, y2

 можно взять параметры l и s соответст-
венно. Тогда поверхность будет определяться уравнением вида ( , ).i ix x l s=

В этом случае метрический тензор поверхности представляет собой единич-
ную матрицу
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Здесь и в дальнейшем принято суммирование по повторяющимся индексам,

латинские индексы принимают значение 1, 2, 3, греческие  1, 2.
Вектора β, τ, ν являются единичными ортами по осям q1, q2, q3, а , ,β τ νυ υ υ  

соответствующие компоненты скорости υ.υ.υ.υ.  Введенные таким образом вектора
β, τ, ν образуют правую систему координат и  для них справедливы соотношения:

,β = τ× ν  τ = ν ×βτ = ν ×βτ = ν ×βτ = ν ×β , ν = β× τν = β× τν = β× τν = β× τ .

Касательные вектора определяются как , lβ = r , , srτ =τ =τ =τ = , 1 2 3 { , , }x x x=r  или

покомпонентно: , ,i i lxβ =  , ,i i sxτ =  где , / ,i l ix x l= ∂ ∂  , / .i s ix x s= ∂ ∂

Вектор нормали ν удовлетворяет следующим равенствам:

1,i iν ν =  , 0.i ix αν =                                                 (5)

Из дифференциальной геометрии известно, что

, , ,i ixα α αν κ= −  ( , ),l sα =                                            (6)

где ,lκ  sκ   главные кривизны поверхности Σ. Кривизна ακ  будет положитель-

на, если кривая αΛ  обращена выпуклостью по направлению набегающего потока.

Здесь и в дальнейшем принято суммирование по повторяющимся символам, гре-
ческие символы принимают значение l и s.

Проектируя тождество (6) на iν  и ,ix β , найдем:

, 0,i iαν ν =  , , ,i ix bα β αβν = −                                        (7)

где bαβ   коэффициенты второй квадратичной формы поверхности Σ:
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Производная касательного вектора вдоль главных направлений имеет вид

, .i ix bαβ αβν=                                                        (9)

Пусть в пространстве xi определена некоторая функция ( ).if x  Тогда на

поверхности Σ определена функция

( ( , )) ( , ).if x l s f l s=

Частные производные функции f по координатам пространства xi связаны

с производными по криволинейным координатам l и s соотношениями

, , , , , , , ,i n i i n i l i s if f f x f f fα αν ν β τ= + = + +                             (10)

где , ,n i if f ν=   производная по нормали.

Вектор завихренности в системе координат, связанной с главными направле-

ниями имеет координаты { }, ,ω ,ω ωβ τ ν=ωωωω  где  ,i iβω ω β=  ,i iτω ω τ=  .i iνω ω ν=
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Если перейти от производных по декартовым координатам, к производным по

поверхностным координатам с помощью соотношения (10), то для i-ой производ-
ной компоненты скорости по j-ой координате имеем

, , , ,i j i n i i ixα αυ υ ν υ= + ,

и тогда компоненты завихренности (3) примут вид:

, , , , , ,2 ,i k n j j n k k j j kx xα α α αω υ ν υ ν υ υ= − + −   i = 1, 2, 3.

Компоненты завихренности в системе координат β, τ, ν:

, , , , ,2 ,i n ijk j l k i ijk j l kx x xβ σ σω υ ε ν υ ε= +

, , , , ,2 ,i n ijk j s k i ijk j s kx x xτ σ σω υ ε ν υ ε= +                                    (11)

, , ,2 ,i n ijk j k i ijk j kxν σ σω υ ε ν ν υ ε ν= +

где ijkε  тензор Леви−Чивита

1,  если , ,  образуют четную перестановку из  1, 2, 3,

1,  если , ,  образуют нечетную перестановку из  1, 2, 3,  

0,  если среди , ,  есть два одинаковых индекса.
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В соотношениях (11) свертка с ijkε  представляет собой i-ю компоненту

следующих векторных произведений:
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С учетом этих соотношений перепишем (11) в следующем виде:

, ,( ) 2,i n i i s iβω υ τ υ ν= − +  , ,( ) 2,i n i i l iτω υ β υ ν= −  , ,( ) 2.i l i i s iνω υ τ υ β= −   (12)

Таким образом, компоненты вектора вихря в системе координат, связанной

с волной, зависят от производных компонент скорости по нормали к ней и глав-
ным направлениям. Производные по нормали к волне определяются из уравнения

движения, записанного за поверхностью разрыва. Вычислим производные вдоль

главных направлений в проекции на ν, β, τ:

( ), , , , , , ,,
.i i i i i i i i i i i i ix x xα ν σ σ ν α σ α σ ν α σ σαα

υ ν υ ν υ ν υ ν ν υ ν υ ν ν υ ν= + = + + +

Учитывая формулы (5)−(9) получим

, , .i iα ν α α αυ ν υ κ υ= +                                                 (13)

Аналогично для , , :i ixα βυ

, , , , , , , , , , , , , , , , .i i i i i i i i i i i i i ix x x x x x x x x x xα β ν α β σ α σ β ν α β σ σα β σ α σ β ν α α βυ υ ν υ υ ν υ υ υ κ= + + + = −
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Свертка , ,i ix xα β  равна нулю, если индексы ,  α β  не совпадают, и равна единице

при совпадающих индексах. Таким образом

,
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β α
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υ α β

− == 
≠

                               (14)

Учитывая соотношения (13), (14) и то, что касательные компоненты скорости

не изменяются при переходе через волну детонации, компоненты вектора вихря

(12) в системе координат, связанной с волной, определяются следующим образом,

перед волной:

0 0 , 0 ,( ) 2,l sν τ βω υ υ= −

0 0 , 0 , 0( ) 2,i i n s sβ ν τω τ υ υ κ υ= − + +                                (15)

0 0 , 0 , 0( ) 2;i i n l lτ ν βω β υ υ κ υ= − −

за волной:

0 , 0 ,( ) 2,l sν τ βω υ υ= −

, , 0( ) 2,i i n s sβ ν τω τ υ υ κ υ= − + +                                 (16)

, , 0( ) 2.i i n l lτ ν βω β υ υ κ υ= − −

Производные ,i nυ  определяются из уравнения движения, записанного на

поверхности разрыва,

перед волной

( ) ( )0 , 0, 0, 0, 0 0 0 0 , 0 , 0 ,i n n i l i s i i l i sp p p ν β τ νυ ν β τ ρ υ υ υ υ υ υ= − + + − +           (17)

за волной

( ) ( ), , , , 0 , 0 , .i n n i l i s i i l i sp p p ν β τ νυ ν β τ ρυ υ υ υ υ υ= − + + − +                 (18)

Проектируя (17), (18) на ββββ, ττττ  и учитывая формулы (14), получим
перед волной:

( )
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Подставляя эти соотношения в выражения для касательных компонент вихря

(15), (16), получим перед волной:
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за волной:
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Для нахождения касательных компонент вихря  за волной воспользуемся за-
конами сохранения массы и импульса на поверхности разрыва (3) и выражением

для 0 ,βω  0τω  из (19):

0 0 , 0 0 , 0 0 0, 0 0 0 ,

0 0 , 0 0 , 0 0 0, 0 0 0 ,

2 ,

2 ,

l s s s

l s l l

p

p

β τ τ τ β ν ν ν

β β τ β τ ν ν ν

υ υ υ υ ω υ ρ υ υ

υ υ υ υ ω υ ρ υ υ

+ = − +

+ = − +

( ), 0, 0 0 0 , , 0 0 0 , 0 0, 0 0( ) / ,p pα ν α ν ν α ν α ν ν ν α ν α νρυ ρ υ υ υ υ υ ρ υ υ ρ υ ρ= + − + − +

0 0 .ν νυ ρ υ ρ=

Подставив эти соотношения в выражение (20), получим для компонент векто-
ра вихря следующие формулы:

( )0 , 0 , 2,l sν τ βω υ υ= −

( )2
0 0, 0,0 0

0 0 ,
0 0 0 0 0 0

1 1 ,
2 2 2

s s
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υ ρρ ρ ρρ ρω ω υ
ρ ρρ ρ ρ ρ υ ρ
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( )2
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υ ρρ ρ ρρ ρω ω υ
ρ ρρ ρ ρ ρ υ ρ
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= + − − − −  

   

Таким образом нормальная компонента завихренности остается непрерывной

функцией 0ν νω ω=  при переходе через поверхность разрыва, а компонента вихря

в любом из двух основных направлений линий главных кривизн зависит от

начальной завихренности в этом же направлении, производных параметров газа

в перпендикулярном направлении, самих параметров газа и отношения плотностей

0 .ρ ρ
В случае осесимметричного потока, когда производная вдоль одного из глав-

ных направлений равна нулю ( )/ ,s∂ ∂  для компоненты вихря в перпендикулярном

направлении выполняется закон сохранения величины 0 0 ,β βω ρ ω ρ=  хотя сами

величины βω  и ρ  терпят разрыв, как и в случае нестационарных течений [6].

Если параметры газа перед волной являются постоянными, то завихренность

перед волной также равна нулю, соответственно и нормальная компонента вектора

вихря будет равна нулю, а касательные компоненты вектора вихря будут зависеть

от произведения кривизны на касательную компоненту скорости в перпендику-
лярном направлении и на множитель, зависящий от отношения плотностей, кото-
рый в свою очередь является функцией параметров, определяющих состояние

среды и величины тепла, подведенного к единице массы газа.

2

0
0 0

1
1 ,

2 sβ τ
ρ ρω κ υ
ρ ρ

 
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2

0
0 0

1
1 .

2 lτ β
ρ ρω κ υ
ρ ρ

 
= − − 

 

Результаты полностью совпадают с формулами для вычисления величины

вихря за криволинейной стационарной ударной волной при постоянных значениях

начальных параметров газа, полученными в работах [1−5]. Из этих формул следует,
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что с возрастанием числа Маха, завихренность также будет увеличиваться и что

при прочих равных условиях величина завихренности за волной детонации будет

меньше, чем за ударной волной, поскольку величина 0ρ ρ  уменьшается

с увеличением энерговыделения в волне.

Рассмотрим осесимметричное течение за детонационной волной с постоян-
ными параметрами газа перед волной детонации. В этом случае отлична от нуля

только нормальная вектору скорости составляющая вихря

2

0
0 0

1
cos 1 ,

2
uτ

ρ ρω κ α
ρ ρ

 
= − − 

 

где 0u   скорость невозмущенного потока, α  угол наклона скачка относитель-

но направления невозмущенного потока, κ  кривизна скачка. Кривизна скачка

является убывающей функцией и будет равна нулю в точке перехода детонацион-
ной волны в волну Чепмена−Жуге для осесимметричных течений или стремиться
к нулю для течений с плоскими волнами [7]. В точке, где скачок является прямым

( cos 0α = ), вихрь равен нулю. Соответственно где-то на промежутке вихрь будет

достигать максимума.

Отношения плотностей 0/ρ ρ  определяются из законов сохранения на

поверхности разрыва (2)

( )
( ) ( )

22 2 2
0 0 0

2
0 0

1 1
.

1 / 1 2

n n n

n

M M qM

M q

γρ
ρ γ γ

+ + − −
=

− + + +
                             (21)

Здесь 0 0 sin ,nM M α=  0 0 0/M u a=   число Маха, 0a   скорость звука,

2 2
02 ( 1)q Q aγ= −   безразмерная величина тепла подведенного к единице массы

газа, для ударной волны q = 0.
В соотношении (21) подкоренное выражение должно быть неотрицательным, что

в свою очередь дает пределы, в которых возможно обтекание тела / 2,Jα α π≤ ≤  где

Jα   угол наклона касательной к волне в точке перехода волны в режим Чепме-

на−Жуге

0

2 (4 )1
arcsin .

2J
q q q

M
α

 + + + =
  

                               (22)

Соотношение (22) в свою очередь позволяет найти ограничения для параметров задачи

*0 ,q q≤ ≤  где 

2

0
0

*
1

,q M
M

 
= − 

 
 

0 0*M M≤ ≤ ∞  при 
0

(2 (4 )) / 2.*M q q q= + + +

Тангенс угла наклона касательной к волне равен

( )2
0

2 (4 )
.

2 1 (4 )
J

q q q
tg

M q q q
α

+ + +
=

− − − +

При критических значениях параметров задачи *q q=  или 0 0
,*M M=

,Jtgα → ∞  / 2.α π→  С ростом 0M  угол наклона касательной к волне уменьшает-

ся, тепловыделение же увеличивает угол наклона касательной.
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Рассмотрим течение за участком волны детонации, предшествующее наступ-
лению режима Чепмена−Жуге, когда параметры газа являются постоянными.
В качестве примера предположим, что при обтекании некоего тела образуется

волна вида 2 1
,R b

a x
= −

−
 которая в точке Jx  переходит в режим Чепмена−Жуге.

Функция R равна нулю в точке 0 1/ ,x a b= −  за точкой Jx x=  волна является пря-

молинейной.

Условия в точке перехода в режим Чепмена−Жуге выполняются при следую-
щих значениях параметров функции:

2 33 2,Ja tg α−=   2 33 4,Jb tg α=   2 3 2.J Jx tg α−=

Тогда во всей области течения волну можно представить как следующую

функцию:

1 2

3 3

02
3

6 1
,   при  ,

2( )
3 2

,   при  .

J J
J

J

J J

tg tg x
x x x

R x
tg x

tg x x x

α α

α

α


 −

± ≤ ≤=  −


± ≥

График волны детонации R(x) и касательной к волне при различных значени-
ях числа Маха приведен на рис. 1. Точками на графике показаны точки перехода

волны в режим Чепмена−Жуге. За этими точками волна представляет собой пря-
мую линию. Из рисунка видно, что чем больше число Маха, тем меньше угол

наклона касательной к волне и тем волна ближе к поверхности тела.

На рис. 2 представлен график завихренности для детонационной осесиммет-
ричной волны простейшей формы, дающий представление о распределении завих-
ренности 02 / uτω ω= −  при различных значениях числа Маха для 10,q =  1,4.γ =

Вихрь равен нулю в точке, в которой волна является прямой и в точке перехода

волны в характеристику. На этом промежутке вихрь достигает максимума. С рос-
том числа Маха, завихренность также возрастает.

Рис. 1. График волны детонации R(x) и каса-
тельной к волне при различных значениях

       числа Маха M0 для q = 10, γ = 1,4.

Рис. 2. График завихренности ω = −2ωτ /u0

при различных значениях числа Маха

                     для q = 10, γ = 1,4.
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Таким образом, в работе исследована зависимость величины завихренности

потока непосредственно за стационарной детонационной волной. Получены фор-
мулы для компонент вектора вихря в сопутствующей системе координат. Показа-
но, что в этом случае нормальная компонента вектора вихря остается непрерывной

функцией при переходе через поверхность разрыва.

Для осесимметричных течений выполняется закон сохранения величины

βω ρ  при любых распределениях параметров газа в набегающем потоке, незави-

симо от того является ли волна ударной или детонационной.
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