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В представленном численном анализе исследовано конвективное течение вязкой несжимаемой жидкости 
по наклонной полубесконечной пластине с учетом зависимости вязкости и температуропроводности от темпе-
ратуры. Определяющие уравнения с соответствующими краевыми условиями преобразованы к безразмерной 
форме с помощью соответствующих безразмерных величин. Вследствие сложности преобразованных уравнений 
математической модели получить аналитическое решение невозможно. Поэтому схема Кранка−Николсона, как 
наиболее эффективный и безусловно устойчивый неявный конечно-разностный метод, была использована для 
решения преобразованных уравнений. Численные результаты получены для различных значений вязкости, 
теплопроводности, угол наклона, критериев Грасгофа и Прандтля. Результаты подробного исследования 
изменения скорости, температуры, напряжения сдвига и числа Нуссельта представлены графически. Для 
проверки точности представленных численных результатов проведено сравнение с имеющимися в литературе 
данными и установлено хорошее согласование. 
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Введение 

Естественная конвекция жидкости, возникающая вследствие градиентов температуры, 
очень важна в ряде промышленных применений. Кроме того, плавучесть очень сущест-
венна в окружающей среде, поскольку разница температур между землей и воздухом 
может привести к сложной структуре потока, и в замкнутых пространствах, например, 
в вентилируемых и отапливаемых помещениях, реакторах. 

Благодаря широкой распространенности в естественно происходящих процессах 
задача о двумерной свободной конвекции вдоль полубесконечной плоской пластины 
с различными граничными условиями в последние несколько лет привлекает внимание 
многих исследователей. 

Впервые решение задачи о свободноконвективном обтекании полубесконечной 
пластины с использованием интегрального метода импульсов было опубликовано 
в работе [1]. В работе [2] было представлено свободноконвективное обтекание полубеско-
нечной изотермической вертикальной пластины с применением автомодельных переменных. 
Нестационарная свободная конвекция вдоль полубесконечной вертикальной пластины 
для условий постоянной температуры и теплового потока с использованием интегрального 
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метода впервые была изучена в работе [3]. В работе [4] впервые была представлена 
задача о конвекции вдоль полубесконечной вертикальной изотермической пластины 
с использованием сходящегося условно устойчивого явного конечно-разностного метода. 
С помощью быстро сходящейся, безусловно устойчивой и более точной неявной разно-
стной схемы типа Кранка−Николсона эта задача исследовалась в работе [5]. Авторами [6] 
были получены автомодельные решения задачи о ламинарной свободной конвекции 
воздуха и воды в пограничном слое на горизонтальной, наклонной и вертикальной пло-
ских пластинах со степенной зависимостью температуры или поверхностной плотности 
теплового потока от осевой координаты. В работе [7] представлены конечно-разностые 
решения для нестационарной естественной конвекции в пограничном слое на наклонной 
пластине с переменной температурой поверхности. 

Во всех вышеперечисленных работах рассматриваются жидкости с постоянными 
свойствами. Однако жидкости, которые являются важными в теории смазки, где генери-
руемое внутренним трением тепло и соответствующее повышение температуры влияют 
на их вязкость и теплопроводность, не могут рассматриваться таким образом. Физические 
свойства жидкостей, такие как вязкость и теплопроводность, могут значительно изме-
няться с температурой [8]. 

Задача с температурно-зависимыми свойствами осложняется еще и тем, что свой-
ства различных жидкостей по-разному зависят от температуры. Авторы работы [9] 
получили различные соотношения между физическими свойствами жидкостей и темпе-
ратурой. В работе [10] рассматривались алгебраические и экспоненциальные темпера-
турные зависимости вязкости для анализа задачи течения ньютоновской жидкости 
в канале с резким подогревом или охлаждением. Позже исследовалось влияние значи-
тельных изменений вязкости на конвективный перенос тепла в водонасыщенных порис-
тых средах [11]. Течение вязкой несжимаемой жидкости вдоль вертикальной пластины 
с изменением вязкости и теплопроводности было изучено в работе [12]. 

Автор работы [13] изучал магнитное гидродинамическое (МГД) обтекание нагре-
ваемой вертикальной пластины при изменении вязкости и теплопроводности с темпера-
турой. Свободная конвекция вдоль вертикальной пористой пластины с однородным 
отсосом, нагреваемой тепловым излучением, была численно исследована в работе [14] 
с учетом переменной вязкости. 

Автором работы [15] изучалась свободная нестационарная МГД конвекция вдоль 
пластины с учетом влияния переменной вязкости и теплового излучения. В работе [16] 
исследовался стационарный локально-однонаправленный гравитационный дренаж тонкого 
ривулета ньютоновской жидкости с температурнозависимой вязкостью, текущего по 
слабонаклонной поверхности, температура которой равномерно выше или ниже темпе-
ратуры окружающей атмосферы. Стационарный ламинарный пограничный слой при 
свободной конвекции, создаваемой влиянием излучения, описан в работе [17] с учетом 
зависимости вязкости, теплопроводности и плотности от температуры. Течение вязкой 
несжимаемой жидкости вдоль непрерывно движущейся полубесконечной пластины с пе-
ременными вязкостью и температурой представлено в работе [18]. 

Авторы работы [19] проанализировали влияние теплового излучения и температу-
ропроводности на растягиваюшейся поверхности с неравномерным потоком тепла. Ра-
бота [20] посвящена исследованию влияния переменной вязкости на поток теплового 
излучения в течении вязкой несжимаемой электропроводной жидкости вдоль движу-
щейся вертикальной пластины с равномерным отсосом и тепловым потоком. Недавно 
были представлены результаты численного решения задачи о свободной конвекции при 
обтекании вертикальной пластины с учетом влияния переменных вязкости и теплопро-
водности с использованием неявной конечно-разностной схемы [21]. 
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Из литературного обзора следует, что влияние изменения вязкости и теплопровод-
ности с изменением температуры играет важную роль в механике жидкости. Влияние 
изменения вязкости и теплопроводности на свободную конвекцию при обтекании полу-
бесконечной изотермической наклонной пластины рассматривается в настоящем иссле-
довании. Предполагается, что температура пластины выше температуры окружающей 
жидкости. При этом теплопроводность жидкости считается линейной функцией пере-
менной температуры, а вязкость является экспоненциальной функцией температуры. 

В процессе решения задачи о течении жидкости разработаны и применяются раз-
личные математические методы, в том числе и метод конечных разностей. Приведенные 
к безразмерной форме определяющие уравнения решаются численно с помощью неяв-
ной конечно-разностной схемы типа Кранка−Николсона. 

Изучается влияние изменений вязкости и теплопроводности на скорость, темпера-
туру, напряжение сдвига и интенсивность теплообмена в нестационарном течении. 

1. Математическая постановка задачи 

Рассмотрим математическую постановку задачи ламинарного нестационарного 
переходного двумерного обтекания полубесконечной изотермической наклонной пла-
стины, основанную на следующих предположениях: 

− угол наклона пластины относительно горизонтальной поверхности равен φ ; 
− ось х направлена вдоль пластины, ось y ⎯ по нормали к ее поверхности; 
− первоначально пластина и жидкость имеют одинаковую температуру T ′∞; в момент 

времени t ′ > 0 температура пластины мгновенно изменяется до температуры T ′w; 
− влияние вязкой диссипации в уравнении энергии предполагается незначительным; 
− все физические свойства жидкости остаются постоянными, за исключением 

вязкости, которая меняется экспоненциально с температурой жидкости, теплопроводности, 
которая изменяется линейно с температурой жидкости, и плотности, влияние которой 
в объемной силе уравнения импульса учитываются в приближении Буссинеска. 

При этих предположениях уравнения сохранения для нестационарного двумерного 
ламинарного пограничного слоя рассматриваемой задачи могут быть записаны в сле-
дующем виде: 

0,u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                                              (1) 

( ) ( ) 1cos sin ,
y

u u u uu v g T T y g T T
t x y x y y

β φ β φ ρ
ρ

∞

∞ ∞
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′+ + = − ∂ + − + ⎜ ⎟′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫        (2) 

1 ,
p

T T T Tu v k
t x y C y yρ
′ ′ ′ ′⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ⎜ ⎟′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                         (3) 

где u и v ⎯ компоненты скорости в направлениях x и y соответственно, ρ ⎯ плотность 
жидкости, T′ ⎯ температура жидкости в пограничном слое, t′ ⎯ время, T ′∞ ⎯ темпера-
тура жидкости вдали от пластины, β ⎯ это объемный коэффициент теплового расшире-
ния, Cp ⎯ удельная теплоемкость, φ ⎯ это угол наклона к горизонтали, µ ⎯ коэффици-
ент переменной динамической вязкости, g ⎯ ускорение свободного падения, k ⎯ пере-
менная теплопроводность жидкости. 

Начальные и граничные условия имеют следующий вид: 
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0 : 0, 0, для всех ,t u v T T y∞′ ′ ′≤ = = =  

0 : 0, 0, при 0,t u v T T y∞′ ′ ′> = = = =                                 (4) 

0, при 0,
0, при .

u T T x
u T T y

∞

∞

′ ′= = =
′ ′→ = →∞

 

Введем следующие безразмерные переменные: 
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∞∞

∞

′ ′−′ ′−
= =
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                                          (5) 

где L ⎯ длина пластины, ν ⎯ кинематическая вязкость, Gr ⎯ число Грасгофа, Pr ⎯ число 
Прандтля, µ0 и к0 ⎯ соответственно вязкость и теплопроводность при температуре ,wT ′  
также имеются зависимости вязкости и теплопроводности от безразмерной температуры T, 
как предложено авторами работ [10, 12, 16, 19, 22]: 

µ /µ0 = e−λT,                                                             (6) 

k/k0 = 1 + γ T,                                                           (7) 

где λ и γ ⎯ соответственно параметры зависимостей изменения вязкости и теплопро-
водности, зависящие от характера жидкости. Уравнения (1)−(3) в безразмерной форме 
приводятся к следующему виду: 

0,U V
X Y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                                           (8) 

1/ 4

2

2

Gr cos sin

e e ,

Y

T XT
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Y YY
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∫
                           (9) 

22

2
1 .

Pr Pr
T T T T T TU V
t X Y YY

γ γ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂⎛ ⎞+ + = + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠
                                 (10) 

Соответствующие начальные и граничные условия в безразмерной форме записываются 
следующим образом: 

t ≤ 0:   U = 0,   V = 0,   T = 0  для всех y, 

t > 0:   U = 0,   V = 0,   T = 1  при Y = 0, 
                                                                                                                  (11) 

U = 0,   T = 0   при X = 0, 

U → 0,  T → 0   при Y → ∞. 
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Уравнения(8)−(10) совместно с начальными и граничными условиями (11) описывают 
свободноконвективный нестационарный ламинарный пограничный слой на полубес-
конечной наклонной изотермической пластине с переменной вязкостью и теплопровод-
ностью. 

2. Численный метод 

Двумерные нелинейные нестационарные связанные интегрально-дифференциальные 
уравнения (8)−(10) при начальных и граничных условиях (11) аппроксимируются конеч-
ными разностями и решаются с использованием безусловно устойчивой быстросходя-
щейся неявной разностной схемы Кранка−Николсона. Конечно-разностные уравнения, 
соответствующие уравнениям (8)−(10), определяются следующими формулами: 

1 1 1 1
, 1, , 1, , 1 1, 1 , 1 1, 1

1 1
, , 1 , , 1

4

0,
2

k k k k k k k k
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                                       (14) 

Область интегрирования ⎯ прямоугольник со сторонами Xmax = 1 и Ymax = 16, где 
Ymax соответствует координате Y = ∞, которая находится далеко за границами пограничных 
слоев импульса и энергии. Максимум Y был выбран равным 16 после ряда предваритель-
ных расчетов, в которых проверялось выполнение последних двух граничных условий (11). 
Индекс i обозначает узел сетки вдоль оси X, j ⎯ вдоль оси Y, и надстрочный индекс k 
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нумерует временной слой. В течение каждого шага по времени коэффициенты ,
k
i jU  и ,

k
i jV , 

входящие в разностные уравнения, рассматриваются как константы. Значения U, V и T 
при t = 0 известны для всех узлов сетки из начальных условий. Вычисления U, V и T на 
(k + 1) шаге по времени с использованием значений с предыдущего k шага осуществля-
ются следующим образом. Конечно-разностное уравнение (14) во всех внутренних узловых 
точках любого i-уровня является трехдиагональной системой уравнений. Такая сис-
тема уравнений решается с помощью алгоритм Томаса [23]. Значения T известны 
в каждой узловой точке для любого i на (k + 1) временном шаге. Используя эти значения 
в уравнении (13), находим U на каждом (k + 1) шаге подобным образом. Теперь значения 
T и U известны на любом i-слое. Наконец, значения V вычисляются явно с помощью 
уравнения (12) в каждой узловой точке для любого i-слоя на (k + 1) временном шаге. 
Этот процесс повторяется для всех i-слоев. Таким образом, найдены значения T, U и V 
для всех точек сетки в прямоугольной области на (k + 1) временном шаге. 

После ряда тестов с несколькими сетками с различными шагами были выбраны 
шаги по координатам ∆X = 0,05, ∆Y = 0,25 и шаг по времени ∆t = 0,01. При тестировании 
размер пространственных шагов сетки уменьшался сначала на 50 % в одном направле-
нии, затем в обоих направлениях, и результаты сравнивались. Сравнение показало, что 
при уменьшении размера ячейки на 50 % в X- и Y-направлениях результаты отличаются 
в четвертом знаке после запятой. Поэтому указанные шаги сетки можно считать приемле-
мыми для расчетов. Расчеты проводились до достижения стационарного состояния. 
Предполагалось, что стационарное решение получено, если абсолютная разница между 
значениями U, а также значениями T на двух последовательных шагах составляла ме-
нее 10−5 в узлах сетки. Локальная ошибка усечения равна O(∆t 2 + ∆Y 2 + ∆X) и стремится 
к нулю при ∆Т, ∆X и ∆Y стремящихся к нулю, что показывает согласованность схемы. 
Для неявных конечно-разностных схем типа Кранка−Николсона доказана безусловная 
устойчивость в свободноконвективных потоках, в которых U всегда неотрицательна и V 
не положительна (см. [7]). Таким образом, согласованность и устойчивость неявной 
конечно-разностной схемы гарантирует сходимость. 

3. Обсуждение результатов 

В настоящем исследовании для λ, γ и Pr приняты следующие диапазоны значений 
(см. [8], [12]): 

− для воздуха: −0,7 ≤ λ ≤ 0 ≤ γ  ≤ 6, Pr = 0,733; 
− для воды: 0 ≤ λ ≤ 0,6, 0 ≤ γ ≤ 0,12, 2 ≤ Pr ≤ 6; 
− для смазочного масла: 0 ≤ λ ≤ 3, −0,1 ≤ γ  ≤ 0, 5 ≤ Pr ≤ 2500. 
Из уравнения (6) следует, что при λ < 0 вязкость среды возрастает с увеличением 

температуры, в данном случае ⎯ воздуха. При λ > 0 вязкость жидкости уменьшается 
с увеличением температуры, в данном случае ⎯ воды и масла. Из уравнения (7) следует, 
что при γ > 0 теплопроводность увеличивается с повышением температуры, в данном 
случае ⎯ воды и воздуха. При γ < 0 теплопроводность уменьшается с повышением тем-
пературы, в данном случае ⎯ смазочного масла. 

Для проверки точности настоящих результатов проведено их сравнение с результа-
тамиё работы [12] (для вертикальной пластины с переменной вязкостью и температуро-
проводностью), полученными в стационарном случае для скорости U и температуры T 
при φ = 900, λ = −0,4 с различными значениями γ для воздуха (Pr = 0,733). Результаты 
настоящей работы, представленные на рис. 1, хорошо согласуются с результатами ра-
боты [12]. Также вычисленные значения скорости U хорошо согласуются с теоретиче-
скими результатами работы [6] для значений φ = 57,65°, Gr = 106, Pr = 0,7, λ = 0, γ = 0, 
соответствующих случаю ζ = 16 работы [6] (рис. 2). 
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В задаче нестационарной свободной конвекции было установлено, что время явля-
ется важным фактором при изучении этого явления переноса. Изменения профилей ско-
рости и температуры со временем, представленные на графиках, показывают, что после 
определенного промежутка времени значения скорости и температуры достигают ста-
ционарного значения. Также наблюдались временные максимумы профилей скорости и 
температуры. Явления этого типа наблюдалось некоторыми исследователями задачи 
нестационарной свободной конвекции на вертикальной или наклонной пластине. 

Рассмотрим влияние наклона пластины на время достижения стационарого состоя-
ния. При Gr = 105, когда угол наклона пластины составляет φ = 60° с горизонталью, ско-
рость с течением времени увеличивается и достигает временнόго максимума 0,613 при 
Y = 1,75 для t = 2,58, и впоследствии достигает стационарного значения при t = 4,95, в то 
время как в случае Gr = 107 скорость приобретает максимальное значение 0,58529 при  
Y = 1,5, для t = 2,61 и впоследствии достигает стационарного значения. Для стационар-
ного режима установлено, что скорость уменьшается при увеличении числа Грасгофа. 
Из результатов расчетов следует, что разница между временным максимумом и стацио-
нарным значением убывает с ростом числа Грасгофа. 

На рис. 3 и 4 изменения скорости и температуры показаны для Pr = 0,733 (воздух)  
при γ = 1, λ = −0,1, Gr = 105, 107, φ = 30°, 60°. Когда угол наклона φ увеличивается, 
нормальная составляющая силы плавучести уменьшается вблизи передней кромки, что 
создает подъемную силу на течение жидкости вдоль пластины, то есть подъемная сила 
вдоль пластины уменьшается с увеличением φ. Время, необходимое для достижения 

 
 

Рис. 1. Сравнение профилей скорости и температуры при Х = 1 для λ = −0,4 и Pr = 0,733. 
φ = 90°; 1 ⎯ результаты настоящей работы, 2 ⎯ результаты работы [12]. 

 
 

Рис. 2. Сравнение стационарных профилей скорости при Х = 1. 
φ = 57,65°, Gr = 106, Pr = 0,7, λ = 0, γ = 0; 1 ⎯ результаты настоящей работы, 2 ⎯ результаты работы [6]. 
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установившегося режима, уменьшается с увеличением угла наклона φ. Так как тангенци-
альная сила плавучести доминирует вниз по течению и также увеличивается с φ, то и 
скорость возрастает с увеличением угла наклона, но в случае распределения температуры 
это происходит по-другому. Численные результаты показывают, что нет никаких замет-
ных изменений в распределении температуры при изменении Gr. 

Рисунки 5−8 демонстрируют изменения скорости и температуры при различных 
значениях вязкости и теплопроводности воздуха (Pr = 0,733) в  переходном процессе, 
при временном максимуме и для установившегося режима при X = 1. Скорость жидкости 
возрастает и достигает своего максимального значения очень близко к поверхности при 
0 ≤ Y ≤ 2, а затем монотонно убывает к нулю при увеличении Y при всех значениях t. 
Следует заметить, что скорость и температура увеличиваются с течением времени t, дос-
тигают временного максимума, после этого наблюдается умеренная тенденция 
к снижению и затем достигается стационарное состояние. 

На рис. 5 и 6 показаны изменения переходных профилей скорости и температуры 
для различных значений λ при γ = 2 в воздухе (Pr = 0,733). Скорость жидкости возрастает 
со временем до тех пор, пока не достигается временной максимум, и затем наблюдается 
умеренное снижение вплоть до достижения окончательного стационарного состояния. 
Время, необходимое для достижения стационарного состояния, немного уменьшается 
с увеличением параметра изменения вязкости. Из рис. 5 следует, что скорость U возле 

 
 

Рис. 3. Изменение профилей скорости при различных Gr и ϕ. 
* ⎯ стационарное решение; λ = −0,1, γ = 1, Pr = 0,733.

 
 

Рис. 4. Изменение профилей температуры при различных Gr и ϕ при Х = 1. 
* ⎯ стационарное решение; λ = −0,1, γ = 1, Pr = 0,733.
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стенки увеличивается с увеличением λ (вязкость воздуха уменьшается). Однако проти-
воположная тенденция заметна на некотором расстоянии от стенки. Из рис. 6 видно, что 
температура жидкости уменьшается при увеличении λ (вязкость воздуха уменьшается). 

Численные значения изменений переходных профилей скорости и температуры для 
различных γ при значении λ = −0,2 в воздухе (Pr = 0,733) изображены графически 
на рис. 7 и 8. При γ = 5 скорость достигает своего максимального значения 0,74499 при  

 
 

Рис. 5. Профили скорости при различных λ для γ = 2. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 0,733, Gr = 106, φ = 60°.

 
 

Рис. 7. Профили скорости при различных γ для λ = −0,2. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 0,733, Gr = 106, φ = 60°.

 
 

Рис. 6. Профили температуры при различных λ для γ = 2. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 0,733, Gr = 106, φ = 60°.
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Y = 1,75 для t = 2,25 и затем наблюдается умеренное снижение до достижения стацио-
нарного состояния при t = 4,41. Для постоянного значения λ распределение скорости  
и температуры воздуха увеличивается с увеличением γ (теплопроводность воздуха воз-
растает). Кроме того, можно отметить, что увеличение теплопроводности γ приводит 
к заметному росту скорости и температуры, то есть объемный расход воздуха возрастает 
с увеличением γ. Влияние изменения теплопроводности на скорость и температуру более 
значительно, особенно на самых ранних этапах переходного периода. Время достижения 
временного максимума и стационарного состояния уменьшается с увеличением γ. Раз-
ница между временным максимумом и стационарным состоянием уменьшается при 
уменьшении γ. 

На рис. 9−16 представлены изменения скорости и температуры в зависимости 
от координаты Y для переходного периода, временного максимума и стационарного 
состояния на передней кромке пластины X = 1 для различных углов наклона, вязкости, 
теплопроводности и чисел Прандтля в воде. 

Изменения скорости и температуры для различных чисел Грасгофа и угла наклона ϕ 
в воде представлены на рис. 9 и 10. С увеличением угла наклона горизонтальная ско-
рость увеличивается. Следует отметить, что скорость увеличивается с уменьшением 
числа Грасгофа. 

 
 
Рис. 8. Профили температуры при различных γ для λ = −0,2. 

* ⎯ стационарное решение; Pr = 0,733, Gr = 106, φ = 60°.

 
 

Рис. 9. Профили скорости при различных Gr и ϕ. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 3, λ = 0,2, γ = 0,02.
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Численные значения изменений скорости и температуры, вычисленные из уравне-
ний (13) и (14), представлены на рис. 11 и 12 для различных значений λ при γ = 0,02 в во-
де (Pr = 3). Время, необходимое для достижения временного максимума и стационарно-
го состояния, уменьшается с увеличением параметра вязкости λ. 

Из рис. 11 следует, что скорость течения около стенки увеличивается с увеличени-
ем параметра λ и уменьшением вязкости воды, что следует из уравнения (6). Кроме того, 
максимум скорости смещается к стенке (Y = 1,25) для более высоких значений λ. Этот 
качественный эффект возникает потому, что в случае с переменной вязкостью (λ > 0) 
жидкость может двигаться более легко в области вблизи нагретой поверхности, т. к. 
вязкость жидкости с λ > 0 меньше, чем в жидкости с постоянной вязкостью. Оно приво-
дит к утончению скоростного и теплового пограничных слоев. При увеличении λ 
(вязкость воды уменьшается) скорость жидкости увеличивается только в интервале 
0 ≤ Y ≤ 1,5. 

На рис. 12 приведено изменение профилей температуры с увеличением λ. Оно 
согласуется с тем, что увеличение λ приводит к увеличению пика скорости, как показано 
на рис. 11. Однако следует обратить внимание на два противоположных эффекта действия 
на жидкость при увеличении λ. Первый эффект ⎯ увеличение скорости частицы жидкости 

 
 

Рис. 10. Профили температуры при различных Gr и φ. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 3, λ = 0,2, γ = 0,02.

 
 
Рис. 11. Профили скорости при различных λ для γ = 0,02. 

* ⎯ стационарное решение; Pr = 3, Gr = 105, φ = 45°.
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из-за уменьшения вязкости, и второй эффект ⎯ снижение скорости частиц жидкости из-за 
снижения температуры. В области (0 ≤ Y ≤ 1,5) температура Т высока, следовательно, пер-
вый эффект будет доминирующим и скорость U будет возрастать по мере увеличения λ 
(рис. 11). С другой стороны, так как температура T становится ниже с удалением от 
стенки, второй эффект будет доминирующим и скорость будет уменьшаться с уве-
личением λ (рис. 11). Из изложенного следует, что пренебрежение изменениями вязко-
сти и теплопроводности жидкости может вносить существенные погрешности. 

На рис. 13 и 14 представлены изменения скорости и температуры для различных 
значений γ при λ = 0,3 в воде (Pr = 3). Видно, что время, необходимое для достижения 
стационарного состояния, убывает с ростом γ. Можно заметить, что скорость воды умень-
шается с уменьшением γ , а при увеличении Y заметна обратная тенденция. Кроме того 
видно, что распределение температуры жидкости возрастает с увеличением значения γ. 

Изменения переходных скорости и температуры при изменении числа Прандтля 
для постоянных значений других параметров показаны на рис. 15 и 16. При более высо-
ких значениях числа Прандтля требуется больше времени для достижения временного 
максимума и стационарного состояния, чем при более низких. 

Из рис. 15 следует, что скорость уменьшается с увеличением числа Прандтля. 
Большие значения числа Прандтля увеличивают кривизну профилей температуры 

 
 
Рис. 12. Профили температуры при различных λ для γ = 0,02. 

* ⎯ стационарное решение; Pr = 3, Gr = 105, φ = 45°.

 
 

Рис. 13. Профили скорости при различных γ для λ = 0,3. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 45°, Pr = 3.
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потому, что большее значение числа Прандтля означает, что диффузия тепла от стен-
ки незначительна, в то время как диффузия скорости простирается далеко от стенки. 

На рис. 17−24 представлены изменения скорости и температуры в зависимости 
от координаты Y для переходного периода, временного максимума и стационарного 

 
 

Рис. 14. Профили температуры при различных γ для λ = 0,3. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 45°, Pr = 3.

 
 

Рис. 16. Профили температуры при различных Pr. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 45°, λ = 0,2, γ = 0,02; Pr = 2 (1), 4 (2), 6 (3). 

 
 

Рис. 15. Профили скорости при различных Pr. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 45°, λ = 0,2, γ = 0,02; Pr = 2 (1), 4 (2), 6 (3). 
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состояния на передней кромке пластины X = 1 для различных чисел Грасгофа, угла 
наклона, вязкости, теплопроводности и чисел Прандтля в смазочных маслах. 

Вычисленные изменения скорости и температуры смазочного масла для различных 
чисел Грасгофа и угла наклона представлены на рис. 17 и 18. Скорость резко возрастает 
вблизи стенки, а затем уменьшается вдали от стенки. Влияние числа Грасгофа на скорость 
увеличивается с уменьшением φ. Скорость достигает временного максимума 0,03215 
при Y = 0,5, t = 25,63 и затем наблюдается умеренное снижение до достижения стацио-
нарного состояния при t = 33,18 (Gr = 105, φ = 30°). Скорость уменьшается c увеличени-
ем Gr, такая же тенденция отмечается в случае воздуха и воды (рис. 3, 9). Кроме того, 
скорость увеличивается с повышения угла наклона к горизонтали. 

Изменения профилей скорости и температуры с изменением λ для постоянного 
значения γ = −0,05 для смазочного масла (Pr = 500) представлены на рис. 19 и 20. На рисун-
ках видно, что время, необходимое для достижения стационарного режима, увеличива-
ется при уменьшении λ. Также скорость увеличивается при увеличении λ (вязкость масла 
уменьшается). Температура жидкости уменьшается при увеличении λ. Изменения пере-
ходных профилей скорости и температуры при изменении γ для постоянного значения  
λ = 1 для смазочного масла (Pr = 500) представлены на рис. 21 и 22. Распределения ско-
рости и температуры в жидкости увеличиваются с увеличением γ. 

 
 

Рис. 17. Профили скорости при различных Gr и φ. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 500, λ = 1, γ = −0,1. 

 
 

Рис. 18. Профили температуры при различных Gr и φ. 
* ⎯ стационарное решение; λ = 0,2, γ = 0,02. 
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Зная скоростные и температурные поля, с практической точки зрения интересно 
исследовать наиболее важные характеристики течения ⎯ касательные напряжения и 
коэффициент теплопередачи на пластине. 

Местные сдвиговые напряжения на пластине определяется как 

0
.x

y

u
y

τ µ
=

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                                                         (15) 

Вводя безразмерные величины из выражений (5) и (6) в (15), получаем безразмерный 
коэффициент трения 

3 4

0
e Gr .X

Y

U
Y

λτ −

=

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                                (16) 

Интегрирование уравнения (16) от X = 0 до X = 1 дает средний коэффициент трения  

1
3 4

0 0

e Gr .
Y

U dX
Y

λτ −

=

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫                                               (17) 

 
 

Рис. 19. Профили скорости при различных λ для γ = −0,05. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 500, Gr = 106, φ = 30°; λ = 1 (1), 2 (2), 3 (3). 

 
 
Рис. 20. Профили температуры при различных λ для γ = −0,05. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 500, Gr = 106, φ = 30°; λ = 2 (1), 3 (2). 
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Локальное число Нуссельта определяется как 

( ) 0

0

( )
Nu .

( )
y

x
w

L k T y

k T T
=

∞

′− ∂ ∂
=

′ ′−
                                              (18) 

С помощью безразмерных переменных, определенных в уравнениях (5) и (7), из выра-
жения (18) получим безразмерное число Нуссельта 

1 4

0
(1 )Gr .X

Y

TNu
Y

γ
=

∂⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
                                           (19) 

Интегрирование (19) от X = 0 до X = 1 дает среднее число Нуссельта 

1
1 4

00

(1 )Gr .
Y

T dX
Y

τ γ
=

∂⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫                                           (20) 

 
 

Рис. 21. Профили скорости при различных γ для λ = 1. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 500, Gr = 106, φ = 30°; γ = −0,05 (1), −0,1 (2). 

 
 

Рис. 22. Профили температуры при различных γ для λ = 1. 
* ⎯ стационарное решение; Pr = 500, Gr = 106, φ = 30°; γ = −0,05 (1), −0,1 (2). 
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Производные, входящие в выражения (16), (17), (19) и (20), вычисляются с применением 
пятиточечной аппроксимации, затем интегралы вычисляются с помощью формулы 
интегрирования Ньютона−Котеса. 

Изменение локального напряжения сдвига при различных значениях параметров γ 
и λ для воды и воздуха представлено на рис. 25 и 26. Локальные касательные напряже-
ния возрастает монотонно с ростом Х. Из численных результатов следует, что локальные 
касательные напряжения возрастают с уменьшением параметра вязкости λ. Кроме того, 
локальные касательные напряжения возрастают с увеличением параметра теплопровод-
ности γ. 

Распределение локального теплообмена при различных значениях параметров γ и λ 
для воздуха и воды представлено на рис. 27 и 28. Локальная теплопередача возрастает 
с увеличением параметров λ и γ. 

Средние значения поверхностного трения представлены на рис. 29 и 30. Среднее 
значение поверхностного трения увеличивается с течением времени и асимптотически 
достигает постоянного значения. Среднее значение поверхностного трения возрастает 
с уменьшением величины λ. Но при изменении γ  заметна обратная тенденция. 

 
 

Рис. 23. Профили скорости при различных Pr. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 30°, λ = 1, γ = −0,1; Pr = 500 (1), 750 (2), 1000 (3). 

 
 

Рис. 24. Профили температуры при различных Pr. 
* ⎯ стационарное решение; Gr = 106, φ = 30°, λ = 1, γ = −0,1; Pr = 500 (1), 750 (2), 1000 (3). 
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Рис. 25. Распределение локального трения. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 0,733; 1 ⎯ λ = −0,2, γ = 2, 2 ⎯ λ = −0,4, γ = 4, 3 ⎯ λ = −0,6, γ = 3, 4 ⎯ λ = −0,4, γ = 3. 

 
 

Рис. 26. Распределение локального трения. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 5; 1 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,08, 2 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,06, 3 ⎯ λ = 0,4, γ = 0,06. 

 
 

Рис. 27. Распределение локального числа Nu. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 0,733; 1 ⎯ λ = −0,2, γ = 2, 2 ⎯ λ = −0,2, γ = 4, 3 ⎯ λ = −0,6, γ = 3, 4 ⎯ λ = −0,4, γ = 3. 
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Средние значения числа Нуссельта для воды и воздуха приведены на рис. 31 и 32. 
Можно отметить, что среднее число Нуссельта увеличивается с увеличением как пара-
метра вязкости λ, так и параметра теплопроводности γ. 

 
 

Рис. 28. Распределение локального числа Nu. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 5; 1 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,04, 2 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,06, 3 ⎯ λ = 0,4, γ = 0,06. 

 
 

Рис. 29. Зависимость среднего трения от времени. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 0,733; 1 ⎯ λ = −0,2, γ = 2, 2 ⎯ λ = −0,2, γ = 4, 3 ⎯ λ = −0,6, γ = 3, 4 ⎯ λ = −0,4, γ = 3. 

 
 

Рис. 30. Зависимость среднего трения от времени. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 5; 1 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,04, 2 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,06, 3 ⎯ λ = 0,4, γ = 0,06. 
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Выводы 

Проведено численное исследование течения жидкости вдоль полубесконечной изо-
термической наклонной пластины с учетом влияния переменных вязкости и теплопро-
водности. Вязкость жидкости предполагалась экспоненциальной функцией температуры, 
теплопроводность ⎯ линейной функцией. Система определяющих дифференциальных 
уравнений решалась с помощью неявной разностной схемы типа Кранка−Николсона. 
Подробно изучено влияние переменной вязкости и теплопроводности на поля скорости и 
температуры, напряжения сдвига и теплообмен. Проведено также сравнение численных 
результатов с данными ранее опубликованных работ и установлена хорошая согласо-
ванность. 

Из проведенного исследования следует: 
1. Коэффициент трения увеличивается с уменьшением параметра λ (вязкость воды 

уменьшается с увеличением температуры) и возрастает с увеличением параметра γ (тем-
пературопроводность воды увеличивается с увеличением температуры). 

 
 

Рис. 31. Зависимость среднего числа Nu от времени. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 0,733; 1 ⎯ λ = −0,2, γ = 2, 2 ⎯ λ = −0,6, γ = 4, 3 ⎯ λ = −0,6, γ = 3, 4 ⎯ λ = −0,4, γ = 3. 

 
 

Рис. 32. Зависимость среднего числа Nu от времени. 
Gr = 106, φ = 30°, Pr = 5; 1 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,04, 2 ⎯ λ = 0,2, γ = 0,06, 3 ⎯ λ = 0,4, γ = 0,06. 
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2. Вязкость, теплопроводность и число Прандтля жидкости чувствительны к изме-
нениям температуры в задаче естественной конвекции. Следовательно, влияние пере-
менных вязкости, теплопроводности и числа Прандтля следует учитывать для точного 
предсказания коэффициента трения и интенсивности теплообмена. 

3. Результаты для жидкости с переменной вязкостью и теплопроводностью сущест-
венно отличаются от аналогичных результатов для жидкости с постоянными свойствами. 

4. Следует отметить, что пренебрежение изменениями вязкости и теплопроводно-
сти приведет к значительным ошибкам. Таким образом, для получения более точных 
результатов следует учитывать влияние переменных вязкости и теплопроводности. 
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