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Представлено аналитическое исследование устойчивого полностью развитого МГД-течения Куэтта электро-
проводящей жидкости в присутствии радиального магнитного поля. Точные решения, полученные для урав-
нений, соответствующих законам сохранения энергии, импульса и массы с учетом влияния вязкой и джоулевой 
диссипации, изображены графически. Рассмотрено влияние различных определяющих параметров, таких как 
числа Гартмана и Бринкмана, на профиль температуры и, следовательно, на число Нуссельта. В результате прове-
денного исследования установлено, что увеличение числа Гартмана приводит к увеличению числа Нуссельта 
на внешней поверхности внутреннего цилиндра, в то время как влияние числа Гартмана на число Нуссельта 
на внутренней поверхности наружного цилиндра прямо противоположно. Кроме того, установлено, что число 
Бринкмана имеет незначительное влияние на числа Нуссельта, в случае, когда обе поверхности имеют одинако-
вую температуру. 
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Введение 

Изучение течений электропроводящих жидкостей в присутствии внешнего магнит-
ного поля имеет важное значение в силу их широкого применения в различных отраслях 
промышленности, науки и технологии, таких как пожарная техника, моделирование горе-
ния, геофизика, охлаждение ядерных реакторов, работа магнитогидродинамических (МГД) 
генераторов и при изучении плазмы. Ряд исследований посвящен конвективному МГД-
течению в различных физических условиях. Например, в работе [1] изучалась тепло-
отдача течения Гартмана в области термического входного участка. В работе [2] иссле-
довалось влияние магнитного поля на тепломассоперенос в вертикальном кольцевом канале, 
а в [3] ⎯ теплоперенос в МГД-течении на входе в плоский воздуховод. Авторы [4] 
рассматривали влияние магнитного поля на профили скорости и температуры нестаци-
онарного течения ньютоновской жидкости между двумя бесконечными непроводящими 
горизонтальными параллельными пористыми пластинами. Влияние постоянного магнит-
ного поля на трехмерное течение, индуцированное плавучестью в цилиндрической 
полости, исследовалось в работе [5]. В работе [6] была представлена аппроксимация 
римановых сумм для нестационарных МГД-течений Куэтта в кольцевом канале. 
Авторы работы [7] изучали влияние аксиального магнитного поля на тепломассоперенос 
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во вращающемся кольцевом канале. Они обнаружили, что увеличение числа Гартмана 
приводит к уменьшению скорости жидкости. Авторы [8] численно исследовали пол-
ностью развитую естественную конвекцию в открытом вертикальном концентрическом 
кольцевом канале при наличии радиального магнитного поля. Теплообмен в нестаци-
онарном МГД-течении через бесконечный кольцевой канал с излучением рассматривался 
в работе [9]. В работе [10] изучались нестационарные ламинарные МГД-течения и теп-
лообмен в каналах и круглых трубах с учетом влияния колебательных и линейных 
градиентов давления. Устойчивое естественно-конвективное течение в вертикальных 
кольцевых каналах в радиальном магнитном поле исследовалось в работе [11]. 

Теплообмен во внутреннем течении через асимметрично нагретый кольцевой канал 
имеет место во многих производственных, технических процессах и природных явле-
ниях. Интерес к этой теме обусловлен практическим применением (например, в прием-
никах солнечного излучения и каталитических реакторах). Известен ряд исследований 
влияния вязкой диссипации. Среди них работа [12], где рассматривалось влияние вязкой 
диссипации на течение между параллельными пластинами при неодинаковой темпера-
туре стенок, и работа [13], где изучалось влияние вязкой диссипации и осевой теплопро-
водности жидкости на теплообмен неньютоновских жидкостей в каналах с равномерным 
распределением температуры стенки. В работе [14] исследовался теплообмен ламинар-
ного течения Гартмана в области термического входного участка с пошаговым измене-
нием температуры стенки. В работе [15] изучалась ламинарная вынужденная конвекция 
с вязкой диссипацией в асимметрично нагретом кольцевом канале при различных значе-
ниях числах Нуссельта. В работе [16] исследовалось влияние вязкой диссипации на 
предельное значение числа Нуссельта для сдвигового течения через асимметрично 
нагретый кольцевой канал, а в работе [17] был изучен локальный и средний теплообмен 
в термически развивающейся области несимметрично нагретого канала. 

Целью настоящей работы является аналитическое исследование комбинированного 
воздействия чисел Гартмана (M) и Бринкмана (Br) на устойчивое полностью развитое 
течение вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости через кольцевой канал 
в присутствии радиального магнитного поля с учетом влияния вязкой и джоулевой дис-
сипации. 

1. Математический анализ 

Рассмотрим принципиальную схему исследуемой задачи, соответствующую ей 
математическую модель и ее решение. Течение считается устойчивым сдвиговым пол-
ностью развитым потоком вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости через 
асимметрично нагретый кольцевой канал двух бесконечных концентрических цилинд-
ров с внутренним радиусом R1 и внешним радиусом R2 (см. рис. 1). Жидкость приходит 
в движение за счет смещения внутреннего цилиндра в осевом направлении с постоянной 
скоростью (U0 ). На обоих цилиндрах ставятся одинаковые граничные условия прили-
пания для гидродинамически и термически развитых течений, в то время как тепловые 

граничные условия для внутренних и на-
ружных поверхностей кольцевого канала 
различаются, т.к. поверхности поддержива-
ются при неодинаковых постоянных темпе-
ратурах T1 и T2 соответственно. Влияние 
разности температур поверхностей на ха-
рактеристики асимметрии поверхности на-
грева учитывается с помощью параметра β. 

 

Рис. 1. Физическая геометрия задачи. 
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Ось z проходит вдоль оси цилиндра, а ось r ⎯ в радиальном направлении от его центра. 
Здесь T̂ ⎯ средняя температура поверхности, а fT  ⎯ температура жидкости. 

Основные уравнения (сохранения массы, импульса и энергии), описывающие дви-
жение жидкости в цилиндрических координатах в размерном виде, записываются сле-
дующим образом: 
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θ
∂ ∂ ∂ ∂
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В настоящем исследовании принят ряд важных положений: 
⎯ отсутствие тепловыделения и постоянство теплофизических свойств; 
⎯ незначительная осевая теплопроводность в жидкости через поверхности; 
⎯ полностью развитое несжимаемое течение; 
⎯ небольшое магнитное число Рейнольдса. 
Магнитное поле, описываемое выражением B0 R1/r, направлено радиально наружу 

так, что магнитное число Рейнольдса очень мало. Это свидетельствует о пренебрежимой 
малости индуцированного магнитного поля в сравнении с полем, приложенным снаружи. 
Математическая модель, используемая здесь, представляет собой обобщение работы [16] 
для учета роли радиального магнитного поля. Поскольку поток является устойчивым и 
полностью развитым, то, пренебрегая конвективными слагаемыми, уравнения сохране-
ния импульса и энергии можно переписать в размерном виде следующим образом: 
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Граничные условия запишутся как 

0u U=   и  1T T=   при  1;r R=    0u =   и  2T T=   при  2 .r R=                 (6) 

Определим необходимые безразмерные величины: 
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Используя уравнение (4), получим безразмерные уравнения энергии и импульса: 
2

2
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dR dRR R R R R R
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                    (8) 
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при соответствующих граничных условиях 
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Проинтегрировав уравнение (8) с учетом граничных условий (10), представим 

профиль скорости в виде 
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Решив уравнение (9) с использованием уравнений (10) и (11), получим безразмерный 
профиль температуры представим в следующем виде 
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Для получения более полных данных о характеристиках передачи тепла определим 
безразмерную среднемассовую температуру θb: 
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Уравнение (13) может быть переписано следующим образом: 
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здесь и далее a1 − a12 ⎯ константы, описанные в разделе «Приложение». 
Числа Нуссельта, рассчитываемые на основании среднемассовой температуры как 

основной температуры жидкости, имеют вид: 
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Уравнения (15) и (16) совместно с (14) определяют явные выражения для числа Нус-
сельта на обеих поверхностях (на внешней поверхности внутреннего цилиндра и внут-
ренней поверхности внешнего цилиндра) кольцевого канала соответственно как 
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2. Результаты и обсуждение 

Для иллюстрации влияния определяющих параметров (чисел Гартмана и Бринкмана) 
на рис. 2−6 представлены изменения температуры, среднемассовой температуры, а так-
же скорость теплоотдачи на обеих поверхностях кольцевого канала. Настоящее парамет-
рическое исследование выполнено в разумных диапазонах 2,0 ≤ M ≤ 3,0 и −0,5 ≤ Br ≤ 0,5. 
Кроме того, рассматривались три разных степени параметра асимметрии: β = −0,5, 0,5 и 1. 
Условия Br > 0 соответствует случаю, когда поверхности нагреты, что сходно с ситуа-
цией теплоотдачи жидкости через поверхности. Кривые для числа Бринкмана (Br ≠ 0) и 
Гартмана (M ≠ 0) представляют теплововыделение за счет вязкой и джоулевой диссипации. 

На рис. 2а−2с показано изменение температуры в зависимости от R при различных 
значениях числа Гартмана для β = 0,5 (a), −0,5 (b), 1,0 (с) соответственно. Видно, что 
в случаях, когда Br ≠ 0, профиль температуры искажается по сравнению со случаем, 
когда Br = 0. Это происходит из-за влияния вязкой диссипации вследствие напряжения 
сдвига, вызванного движением внутреннего цилиндра. Вязкая диссипация увеличивает 
внутреннюю температуру жидкости за счет распределения от источника тепла, 
вызванного преобразованием кинетической энергии жидкости в тепловую энергию. Когда 

 
 

Рис. 2. Изменение температуры при различных значениях числа Гартмана (M) 
для β = 0,5 (а), −0,5 (b), 1 (c). 

Br = −0,5 (1), 0 (2), 0,5 (3). 
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число Бринкмана является положительным (Br > 0), вязкая диссипация поставляет 
дополнительную энергию в жидкость, что приводит к повышению температуры жид-
кости в сравнении с температурой жидкости в отсутствие диссипации (Br = 0). Таким 
образом, Br 0 Br 0 .θ θ> =>  Подобный анализ показывает, что Br<0 Br 0 .θ θ =>  Профиль тем-

пературы изменяется линейно для всех случаев нагрева поверхности при числе Бринк-
мана Br = 0, за исключением случая, когда β = 1, при таких условиях он становится 
профилем проводимости. Эта особенность отмечалась также в работах [12, 15] и припи-
сывалась влиянию степени несимметричности при нагреве. Из рисунков видно, что 
температура уменьшается с ростом числа Гартмана (М) при Br < 0 и возрастает по мере 
увеличения числа Гартмана для числа Бринкмана. Кроме того, из уравнения (9) оче-
видно, что в отсутствие диссипации профиль температуры не подвержен воздействию 
магнитного поля. 

Изменение среднемассовой температуры в зависимости от R* показано на рис. 3а 
и 3b при различных значениях числа Гартмана для двух случаев асимметрии при на-
греве β = 0,5 и −0,5 соответственно. Видно, что среднемассовая температура умень-
шается с увеличением R* в обоих случаях асимметричного нагрева. Более того, средне-
массовая температура, по-видимому, сильно зависит от степени параметра асимметрии β. 
Это можно объяснить неравенством среднемассовой температуры и средней темпера-
туры поверхности кольцевого канала. Также на рисунках видно, что увеличение числа 
Гартмана приводит к снижению среднемассовой температуры жидкости. 

Для того, чтобы проиллюстрировать влияние чисел Гартмана и Бринкмана на ха-
рактеристики теплообмена, показано изменение числа Нуссельта на внешней поверх-
ности внутреннего цилиндра и на внутренней поверхности внешнего цилиндра для 
разных случаев асимметричного нагрева. На рис. 4а и 4b продемонстрировано изме-
нение числа Нуссельта на внешней поверхности внутреннего цилиндра при различных 

 
 

Рис. 3. Профиль среднемассовой температуры для различных значений M для β = 0,5 (а), −0,5 (b). 
Br = −0,5 (1), 0 (2), 0,5 (3). 

 
 

Рис. 4. Зависимость Nu1 от R
* для различных значений M при β = 0,5 (a), −0,5 (b). 
Br = −0,5 (1), 0 (2), 0,5 (3). 
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значениях числа Гартмана для двух случаев несимметричного нагрева ⎯ β = 0,5 и −0,5 
соответственно. Очевидно, что число Нуссельта на внешней поверхности внутреннего 
цилиндра увеличивается с ростом М. Это явление отмечалось также в работе [14]. Кроме 
того, при увеличении числа Бринкмана увеличивается коэффициент теплоотдачи на на-
ружной поверхности внутреннего цилиндра. 

На рис. 5а и 5b показано изменение коэффициента теплоотдачи на внутренней 
поверхности внешнего цилиндра при различных значениях числа Гартмана для двух раз-
личных степеней асимметричного нагрева ⎯ β = 0,5 и −0,5 соответственно. Число Нус-
сельта на внутренней поверхности внешнего цилиндра уменьшается при увеличении 
числа Бринкмана. Это связано с эффектами вязкой диссипации, которая обнаруживает 
тенденцию к снижению градиента температуры вблизи внешнего цилиндра. Причем, из 
обоих рисунков видно, что число Нуссельта на внутренней поверхности внешнего 
цилиндра уменьшается при увеличении M. 

Рисунок 6 иллюстрирует изменение числа Нуссельта на обеих поверхностях коль-
цевого канала (Nuc ) в зависимости от радиуса R* для различных значений числа Гарт-
мана для случая симметричного нагрева поверхности (β = 1). Следует отметить, что 
число Бринкмана имеет незначительное влияние на изменение числа Нуссельта. Это 
хорошо согласуется с результатом, полученным в работе [16]. Кроме того, поведение 
числа Нуссельта на обеих поверхностях при равной температуре показывает сходство 
с тем случаем, когда обе поверхности находятся при неравных температурах. Также 
заметим, что увеличение числа Гартмана приводит к увеличению коэффициента тепло-
отдачи на наружной поверхности внутреннего цилиндра, а на внутренней поверхности 
внешнего цилиндра отмечается обратный эффект. 

Заключение 

Исследовано течение Куэтта вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости 
в горизонтальном кольцевом канале в присутствии радиального магнитного поля с вяз-
кой и джоулевой диссипацией. Обнаружено значительное влияние чисел Гартмана М и 
Бринкмана (Br) на температуру жидкости, среднемассовую температуру и скорость 
теплоотдачи на обеих поверхностях (наружной поверхности внутреннего цилиндра и 
внутренней поверхности внешнего цилиндра) кольцевого канала. Некоторые важные 
выводы этого исследования таковы: 

⎯ числа Гартмана и Бринкмана имеют 
заметное влияние на профиль температуры; 

 
 

Рис. 5. Зависимость Nu2 от R
* для различных значений M при β = 0,5 (a), −0,5 (b). 

a ⎯ Br = −0,5 (1), 0 (2), 0,5 (3);  b ⎯ Nu1 (1), Nu2 (2). 

 

 

Рис. 6. Зависимость Nuc от R
*  

для различных значений M при β = 1. 
1 ⎯ Nu1, 2 ⎯ Nu2. 
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⎯ число Бринкмана имеет незначительное влияние на числа Нуссельта на обеих 
поверхностях кольцевого канала в случае симметричного нагрева поверхности; 

⎯ увеличение числа Гартмана приводит к увеличению числа Нуссельта на наруж-
ной поверхности внутреннего цилиндра, в то время как влияние магнитного поля на 
числа Нуссельта на внутренней поверхности наружного цилиндра прямо противо-
положно. 

 
Приложение 

Константы, используемые в настоящей работе: 
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Список обозначений 

Br ⎯ число Бринкмана, 
k ⎯ теплопроводность, 
M ⎯ число Гартмана, 
B0 ⎯ постоянная плотность магнитного потока, 
Nuc ⎯ число Нуссельта на обеих поверхностях 
             кольцевого канала, 
Nu1 ⎯ число Нуссельта на внешней поверхности 
             внутреннего цилиндра, 
Nu2 ⎯ число Нуссельта на внутренней поверхности 
            внешнего цилиндра, 
r ⎯ размерная радиальная координата, 
R ⎯ безразмерная радиальная координата, 

R* ⎯ соотношение радиусов R1 /R2, 
R1  ⎯ радиус внутреннего цилиндра, 
R2 ⎯ радиус наружного цилиндра, 
T ⎯ размерная температура, 
Tf ⎯ исходная температура отсчета, 
T  ⎯ средняя температура, 
T1 ⎯ температура внутреннего цилиндра, 
T2 ⎯ температура наружного цилиндра, 
u ⎯ осевая скорость, 
U0 ⎯ постоянная скорость подвижного 
          внутреннего цилиндра, 
V ⎯ безразмерная скорость, 
z ⎯ аксиальная координата, 

Греческие символы 

β ⎯ степень асимметрии, 
θ  ⎯ безразмерная температура, 
θb ⎯ безразмерная среднемассовая температура, 

µ ⎯ динамическая вязкость, 
ρ ⎯ плотность, 
σ ⎯ электропроводность жидкости, 
ν ⎯ кинематическая вязкость. 
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