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В работе рассматривается алгоритм параллельной реализации метода SIMPLE (Semi-Implicit Method
for Pressure Linked Equations) для численного решения системы уравнений Навье–Стокса для вязких
несжимаемых течений. Описан механизм межпроцессных обменов при условии декомпозиции сеточной
модели с использованием фиктивных ячеек и применения алгебраического многосеточного метода. Пред-
ставлено описание хранения распределенных матриц и алгоритм реализации матрично-векторных опе-
раций, позволяющий уменьшить число межпроцессных обменов. Приводятся результаты серии числен-
ных экспериментов на структурированных и неструктурированных сеточных моделях (включая задачу
внешней аэродинамики), на основе которых проводится анализ влияния настроек многосеточного реша-
теля СЛАУ на общую эффективность алгоритма. Показано, что предложенный алгоритм параллельной
реализации метода SIMPLE на основе алгебраического многосеточного метода позволяет достаточно
эффективно считать задачи на сотнях процессоров.
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This paper deals with the investigation of parallel SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked
Equations) algorithm for the numerical solution of the Navier–Stokes system of equations for viscous in-
compressible flows. The interprocessor exchange mechanism with mesh decomposition with virtual cells and
algebraic multigrid method is presented. The method of distributed matrix storage and the algorithm for
matrix-vector operations reducing the number of interprocessor exchanges are presented. The results of a
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series of the numerical experiments on structured and unstructured grids (including the external aerodynam-
ics problem) are presented. Based on the results obtained, the analysis of the influence of multigrid solver
settings on the total algorithm efficiency was made. It was shown that the parallel algorithm for the SIMPLE
method based on the algebraic multigrid technique proposed makes possible to efficiently calculate problems
on hundreds of processors.

Keywords: computational fluid dynamics (CFD), SIMPLE algorithm, multigrid solver, modeling.

1. Введение

Течения жидкостей и газов описываются краевыми задачами для уравнений Навье–
Стокса, представляющих собой систему дифференциальных уравнений в частных про-
изводных [1]. Проблема дискретизации уравнений Навье–Стокса, а также проблема их
численного решения составляют один из ключевых этапов математического моделиро-
вания. Одним из широко известных способов численного решения уравнений Навье–
Стокса является алгоритм SIMPLE, основанный на использовании полунеявной схемы с
расщеплением по физическим процессам и имеющий несколько модификаций [2]. Опи-
санию данного алгоритма посвящено много статей и монографий, в которых подробно
приводятся принципы его реализации на произвольных неструктурированных сетках с
применением различных схем и способов дискретизации на неортогональных (в основ-
ном тетраэдральных) сетках, позволяющих получать результаты с достаточной степенью
соответствия экспериментальным данным [3, 4]. Большинство опубликованных работ ос-
новываются на исследовании и описании последовательной версии алгоритма SIMPLE,
а его параллельная составляющая отражена недостаточно или вовсе опускается.

Тем не менее, в последние годы наряду c проблемами численной реализации, каса-
ющихся точности и расчета на неортогональных сетках, все более важной становится
проблема эффективной реализации параллельных вычислений на многопроцессорных
суперЭВМ, содержащих десятки тысяч процессорных ядер. Необходимость расчетов на
подробных сетках порядка сотен миллионов ячеек (например, при исследовании раз-
личных энергетических установок со сложными физическими процессами, при исполь-
зовании LES-моделей (Large Eddy Simulation) [5, 6]) требует использования мощных
ЭВМ [7], поскольку решение задач на малопроцесорных ЭВМ может длиться десятки
и сотни часов. Сокращение времени счета можно достичь двумя способами. Первый —
это увеличение производительности процессора, применяя сопроцессоры фирм NVIDIA и
Intel [8, 9], что требует больших затрат на эффективную адаптацию неявных алгоритмов
на нерегулярных сетках к их архитектуре с негарантированным положительным резуль-
татом. Другим, не менее популярным способом, могут служить методы, предложенные в
работах [10, 11]. Суть данных методов сводится к разбиению расчетной области на доме-
ны с разной топологией сетки, что в конечном итоге позволяет повысить эффективность
и точность вычислений. Достаточно большой объем работ посвящен методам динамиче-
ской балансировки [12, 13], которые наиболее актуальны для сглаженных частиц. Можно
также отметить проблематику ускорения решателей СЛАУ, которую можно выделить в
отдельную группу [14, 15].

Понятно, что повышение эффективности какого-либо алгоритма или метода явля-
ется индивидуальной задачей и не имеет универсального решения. В случае проведе-
ния численных экспериментов с использованием SIMPLE-подобных алгоритмов одним
из ключевых факторов повышения эффективности счета, как показано в работе [16],
является выбор решателя СЛАУ. Как показано в [17–19] самым эффективным способом
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решения СЛАУ является многосеточный метод AMG (Algebraic Multigrid Method). Од-
нако большое число настроечных параметров (тип цикла, тип сглаживателя, количество
итераций сглаживателя, глобальный уровень и так далее) приводит к вопросам его опти-
мального (эффективного) использования. В большинстве случаев подбор оптимальных
параметров многосеточного решателя является индивидуальной задачей, но как показы-
вает вычислительная практика существуют универсальные настройки для конкретных
классов задач, например, несжимаемые или сжимаемые течения. В случае неудовлетво-
рительного подбора настроек многосеточного решателя возможно замедление решения
СЛАУ и, соответственно, вычислительного алгоритма до нескольких раз [7, 16, 20].

Помимо этого можно получить ускорение путем декомпозиции расчетной модели с
использованием фиктивных ячеек, что позволит минимизировать число межпроцессных
обменов, в том числе и при матрично-векторных операциях.

В данной статье рассматривается несколько аспектов повышения производительно-
сти вычислительного алгоритма SIMPLE для высокопараллельных ЭВМ, а именно: де-
композиция расчетной модели с использованием фиктивных ячеек; параллельный мно-
госеточный решатель СЛАУ и его параметры, структура и операции с матрицей. Дана
оценка общей эффективности алгоритма SIMPLE, рассчитанная как аналитически, так и
с помощью специальных программ. В конце статьи представлены результаты исследова-
ния алгоритма SIMPLE на примере решения задач о движении жидкости в квадратной
каверне с движущейся верхней стенкой, турбулентного обтекания плоской пластины и
турбулентного обтекания модельного крыла ONERA M6.

2. Итерационная схема алгоритма SIMPLE

Если при разработке численного метода ориентироваться на решение задач на про-
извольных неструктурированных сетках с ячейками произвольной формы, то оптималь-
ным выбором для дискретизации является метод конечных объемов [1]. Именно этот
метод выбран в качестве основного для решения задач вычислительной аэрогидроди-
намики в пакете программ ЛОГОС [5, 16, 21–23], предназначенном также и для реше-
ния связанных и сопряженных задач тепломассопереноса и прочности на параллельных
ЭВМ. Пакет программ ЛОГОС успешно прошел верификацию и показал достаточно хо-
рошие результаты на серии гидродинамических задач, включая расчеты турбулентных
и нестационарных течений [5, 21, 22], а также геофизических явлений [24, 25].

Одним из алгоритмов, реализованных в пакете программ ЛОГОС, является итера-
ционный алгоритм SIMPLE, который предназначен для решения задач несжимаемых и
слабосжимаемых течений.

Несжимаемые течения (течения с постоянной плотностью) описываются системой
уравнений Навье–Стокса:

ρ∇ · ~u = 0,

ρ
∂(~u)

∂t
+ ρ∇ · (~u⊗ ~u)−∇ · ~τ = −∇p.

(1)

В данной системе используются общепринятые обозначения: ρ — плотность моде-
лируемой среды, t — время, ~u = {u, v, w} — вектор скорости осредненного течения в
трехмерной декартовой системе координат, ~τ = ~τµ + ~τt — сумма молекулярной и тур-
булентной (тензор рейнольдсовских напряжений) составляющих вязкой части тензора
напряжений, p — давление. Компоненты вязкой части тензора напряжений с учетом
гипотезы Буссинеска рассчитываются по следующим формулам:
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где µl — молекулярная вязкость, µt — турбулентная вязкость, вычисляемая согласно
используемой RANS-модели (Reynolds-averaged Navier-–Stokes) турбулентности, k — ки-
нетическая энергия турбулентности, ~I — единичный тензор второго ранга, ∇~u в трехмер-
ной декартовой системе координат представляет собой тензор второго ранга, состоящий
из градиентов трех компонент скоростей:

∇~u =
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верхний индекс > — транспонированный тензор.
Для вычисления турбулентной вязкости используются RANS-модели турбулентности,

обеспечивающие приемлемые показатели ресурсоемкости, сроки получения результатов,
а также экспериментальную и эмпирическую достоверность результатов. Среди многооб-
разия RANS-моделей хорошо зарекомендовала себя на практике модель SST (Shear Stress
Transport) Ментера [26], используемая в данной статье для численных экспериментов.

В случае моделирования несжимаемых сред численное решение системы уравне-
ний (1) затруднительно, так как давление не входит в уравнение неразрывности (в от-
личие от сжимаемых сред, где давление учитывается в законе идеального газа). Изна-
чально давление не входило в уравнение неразрывности. Без привлечения специальных
алгоритмов попытка одновременного решения двух уравнений приводит к неразреши-
мым трудностям. На сегодняшний день алгоритм SIMPLE является одним из самых
универсальных подходов, который обеспечивает связь полей скорости и давления. Его
суть заключается в расщеплении исходных величин, согласовывая их в дальнейшем на
каждом итерационном шаге:

~u n = ~u ∗ + ~u ′, pn = pn−1 + p′,

где ~u ′ и p′ — поля приращений скорости и давления соответственно, n — решение, полу-
чаемое на новой итерации, n− 1 — решение, получаемое на предыдущей итерации, ~u ∗ —
предварительное поле скорости. Как будет показано далее, такое расщепление позволяет
решать уравнение неразрывности относительно приращения давления.

Запишем систему дифференциальных уравнений (1) в дискретном виде:
ρ∇ · ~u n+1 = 0,

ρ
~u n+1 − ~u n

∆t
+ ρ∇ · (~u n ⊗ ~u n+1)−∇ · ~τ n+1 = −∇pn+1.

(2)

Итерационная схема алгоритма SIMPLE подразумевает введение нескольких этапов.
На первом этапе — этапе предиктора — решается линейное алгебраическое уравнение со-
хранения количества движения и находятся предварительные значения компонент век-
тора скорости ~u ∗ = [u∗x, v

∗
y , w

∗
z ] при поле давления с предыдущего итерационного шага:
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ρ
~u ∗ − ~u n

∆t
+ ρ∇ · (~u n ⊗ ~u ∗)−∇ · ~τ n = −∇pn−1. (3)

Найденные таким способом предварительные значения компонент вектора скорости
не удовлетворяют уравнению неразрывности. Поэтому на втором этапе вычисляется зна-
чение приращения скорости, выражение для которого получается вычитанием из второго
уравнения системы (2) уравнения (3) и отбрасыванием второго и третьего слагаемых:

~u ′ = −∆t

ρ
∇p′. (4)

Видно, что поправка для скорости зависит от величины градиента приращения давления.
При подстановке равенства (4) в уравнение неразрывности получается уравнение для
поправки давления

∇ · ~u ∗ =
∆t

ρ
∇ · (∇p′). (5)

В результате реализацию представленных выше шагов можно записать в виде следу-
ющей “полунеявной” итерационной процедуры алгоритма SIMPLE:

1) вычисление градиентов скорости и давления;

2) решение уравнения сохранения количества движения (3) для вычисления предва-
рительного поля скорости ~u ∗, не удовлетворяющего уравнению неразрывности;

3) вычисление массовых потоков на гранях контрольного объема: m∗f = ρSf (~u ∗f ~nf ),
где f — грань контрольного объема, Sf — площадь грани и ~nf — единичный вектор
нормали;

4) вычисление поля приращения давления на основании уравнения (5);

5) установление градиента приращения давления и корректировка поля скорости по
уравнению (4) и перерасчет массового потока на гранях: m∗f = ρSf (~u n+1

f ~nf ), кото-
рый удовлетворяет исходному уравнению неразрывности;

6) проверка условия выхода (например, по величине невязки расчетных полей) и при
необходимости возврат к шагу 1.

В результате применения данной процедуры получаются четыре системы линейных
алгебраических уравнений: три системы для трех компонент скоростей и одна для при-
ращения давления. Решение дополнительных уравнений (например уравнений, модели-
рующих турбулентность) соответственно увеличивает число СЛАУ.

3. Реализация параллельного алгоритма SIMPLE

Использование метода конечных объемов подразумевает этап восстановления всех
физических величин, участвующих в расчете, а также массового потока на гранях, разде-
ляющих контрольные объемы. Для каждого контрольного объема необходимо вычислить
потоки импульса и массы через образующие грани f . Для вычисления потока (например
потока массы), проходящего через грань f , необходимо знать значения величин скоро-
стей в контрольных объемах P и N (рисунок 1). При совпадении грани с границей разде-
ла MPI-процессов значение потока вычислить невозможно, поскольку образующие грань
ячейки физически принадлежат разным процессам. Существует два варианта решения
данной проблемы. Первый — ввести понятие “обменных” граней f ′ и их “специальную” об-
работку в расчетных алгоритмах, что вводит дополнительные сложности при разработке
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численных схем, так как требуется написание отдельных (по сравнению с последователь-
ным вариантом) циклов обработки. Подобный вариант используется, например, в [27].
Второй — ввести фиктивные ячейки P ′ и N ′ таким образом, что они становятся про-
образами счетных ячеек на соседнем MPI-процессе, и организовать MPI-обмены между
фиктивными и счетными ячейками (рис. 2). При этом расчетные алгоритмы остаются
неизменными, так как грань f считается внутренней и обрабатывается таким же образом,
как и все остальные внутренние грани. Преимуществом данного варианта является воз-
можность расширения слоя фиктивных ячеек путем создания следующего слоя ячеек P ′′
и N ′′, причем количество дополнительных слоев может быть произвольным. Это позво-
ляет расширить сеточный шаблон и применять схемы произвольного порядка точности,
ограниченные лишь числом слоев фиктивных ячеек. Именно этот вариант перехода меж-
ду MPI-процессами используется при параллельном счете задач, приведенных в данной
статье, и он полностью адаптирован к произвольным неструктурированным сеткам.

Рис. 1. P и N — соседние контрольные объемы, f — смежная грань, dPN — вектор, соединя-
ющий центры контрольных объемов, dPf и dNf — вектора, соединяющие центры контрольных
объемов P и N с центром грани f , nf — вектор нормали к смежной грани

Рис. 2. Фиктивные ячейки (выделены пунктиром) на соседних процессах

При разбиении расчетной области на домены (один домен для каждого MPI-процесса)
расчетные ячейки доменов нумеруются независимо с учетом слоя фиктивных ячеек
(рис. 3а), которым ставятся в соответствие счетные ячейки соседних доменов. Вся ин-
формация о фиктивных ячейках и соседних процессах запоминается каждым процессом
и используется в MPI-обменах.

Для обмена расчетными величинами на этапах итерационного цикла вызываются
асинхронные MPI-функции приема и передачи сообщений1, которые реализованы в
процедуре, производящей обмен массивами данных со всеми соседними MPI-процессами
одновременно. Если номер текущего процесса больше, чем номер соседнего процесса, то

1По нашему опыту использование синхронных функций обмена приводит к общему замедлению
счета на 5–10%.
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происходит сначала посылка данных, а потом прием, иначе наоборот. Процедура может
обмениваться целочисленными, вещественными и векторными данными, ассоциирован-
ными с ячеечными массивами. Данная процедура рассылает информацию из граничных
расчетных ячеек каждого процесса в фиктивные ячейки всех соседних MPI-процессов
(рис. 3a). Механизм обмена ячеечными массивами одинаков вне зависимости от числа
процессоров.

а)

б)

в)

г)

Рис. 3. Пример декомпозиции сеточной модели (а, б) и портреты матриц СЛАУ в однопроцес-
сорном (в) и двухпроцессорном (г) вариантах; элементы фиктивной матрицы выделены пунк-
тиром, символы означают: × — наличие связи между ячейками (см. номера строк и столбцов),
• — отсутствие связи; элементы матрицы на 1-м и 2-м процессах, взятые в кружки и квадратики,
равны между собой соответственно

Параллельная версия вычислительной процедуры алгоритма SIMPLE отличается от
исходной последовательной версии только включением межпроцессных обменов и содер-
жит аналогичные шаги:

1) вычисление градиентов трех компонент скоростей и давления с межпроцессными
обменами векторными градиентами величин;

2) решение уравнения сохранения количества движения для счетных и фиктивных
ячеек для вычисления предварительного поля вектора скорости, распределенного
по процессам. Межпроцессные обмены массивами скоростей выполняются на каж-
дой итерации линейного решателя до сходимости;

3) вычисление массовых потоков на гранях контрольного объема. Данные для вычис-
ления потока на гранях, разделяющих счетную и фиктивную ячейки, берутся из
фиктивных ячеек, информация в которых появилась после межпроцессных обме-
нов на шаге 1;

4) вычисление поля приращения давления на основании уравнения (5) для счетных
и фиктивных ячеек. Межпроцессные обмены производятся аналогично шагу 2 на
каждой итерации линейного решателя;

5) вычисление градиента приращения давления и корректировка поля скорости по
уравнению (4), перерасчет массового потока на гранях, удовлетворяющего исход-
ному уравнению неразрывности. Осуществление межпроцессных обменов данными
о градиенте приращения давления и подправленным полем скорости;
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6) проверка условия выхода (например, по величине невязки расчетных полей) и при
необходимости возврат к шагу 1. Проведение коллективных межпроцессных опе-
раций суммирования.

В зависимости от физики моделируемого процесса возможно решение дополнитель-
ных уравнений переноса для турбулентности, энергии, компонент вещества и т. д. Меж-
процессные обмены ячеечными массивами дополнительных полей осуществляются на
каждом итерационном шаге алгоритма SIMPLE и при решении соответствующих СЛАУ
в количестве, равном количеству внутренних итераций, необходимых для сходимости.

4. Организация решения линейных уравнений

Важным фактором эффективной реализации параллельного неявного алгоритма яв-
ляется этап решения СЛАУ. В зависимости от задачи и способа решения СЛАУ количе-
ство внутренних линейных итераций может варьироваться от одной до десятков тысяч.
В алгоритме SIMPLE матрица СЛАУ для давления часто не имеет строгого диагональ-
ного преобладания, и ее число обусловленности может достигать величины 107÷109,
что затрудняет решение СЛАУ итерационными методами [16, 28] в подпространствах
Крылова, на которое может затрачиваться более 90% времени расчетного шага.

В программном комплексе ЛОГОС для решения наиболее сложной СЛАУ давления
используется алгебраический многосеточный метод (AMG), детали реализации которого
подробно изложены в [16, 20, 28], а для решения СЛАУ для скоростей и турбулентных
параметров — симметричный решатель Гаусса–Зейделя.

Основная идея многосеточного метода заключается в иерархическом построении и
сохранении последовательности вложенных грубых матриц СЛАУ и операторов произ-
вольного перехода от одной матрицы СЛАУ к другой. В зависимости от параметров
огрубления количество этих грубых матриц (уровней) может быть произвольным. Про-
цесс решения начинается с исходной СЛАУ (с 0-го уровня) и последующей интерполяции
найденного решения и невязки на более грубые уровни. При достижении самого грубого
уровня процесс интерполяции решения и невязки начинается в обратном направлении.
Такая итерационная процедура позволяет значительно сократить количество внутрен-
них итераций до момента получения необходимой точности решения.

Важным фактором эффективной реализации многосеточного решателя является
сглаживатель. В данной работе роль основного сглаживателя выполняет симметричный
метод Гаусса–Зейделя [18]:

xnewi =

b̃i −
N∑

j=i+1
aijx

old
i

aii
,

b̃j = b̃j − ajixoldi , j ∈ {i− 1, . . . , N},

 i ∈ {1, . . . , N}.

Итерационная процедура многосеточного решателя совместно со сглаживателем
Гаусса–Зейделя позволяют значительно сокращать время решения СЛАУ давления в
итерационном алгоритме SIMPLE, что продемонстрированно в [21].

Основная счетная нагрузка в последовательном и параллельном вариантах многосе-
точного решателя ложится на создание грубых уровней и на итерационный вызов вы-
числительной процедуры сглаживателя. Если параллельное построение грубых уровней
обсуждено в [21], то осуществление параллельных итераций сглаживателем освещено
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достаточно слабо. При введении фиктивных ячеек существенным плюсом является воз-
можность избавиться от дополнительных обменов при матрично-векторных операциях.
Покажем это на примере.

Для этого рассмотрим более подробно распределенное хранение матрицы. Для хра-
нения матрицы используется формат LDU . Отдельно хранятся диагональ D, верхняя
треугольная U и нижняя треугольная L части матрицы. Соответственно, матрица A
представляется в виде A = L+D + U . Три массива являются одномерными и содержат
значения элементов матрицы. Массив, хранящий диагональ, индексируется номером со-
ответствующей ячейки. Два других массива индексируются номерами ячеек, определен-
ных в дополнительных массивах lP и uP , хранящие строки и столбцы матрицы соот-
ветственно. Заметим, что, как и для гранево-ячеечного представления, номер ячейки lP
всегда меньше номера uP . Упорядочение массивов представлено на рис. 4.

Прямое сходство массивов lP , uP c гранево-ячеечным представлением сеточной моде-
ли не требует дополнительного выделения памяти для массивов и обеспечивает прямую
связь форматов хранения сеточной модели и матрицы СЛАУ.

Рис. 4. Представление формата LDU

Эффективная параллельная реализация на представленной структуре данных пред-
полагает построение матрицы каждым MPI-процессом как для счетных, так и фиктив-
ных ячеек. На рис. 3 показаны портреты матрицы СЛАУ, созданные для уравнения
неразрывности на восьми ячейках расчетной области при двух процессных вариантах.
Межпроцессная граница разделяет при этом ячейки под номерами 2 и 3, 6 и 7. Найден-
ные при линеаризации уравнений недиагональные коэффициенты матрицы, отвечающие
за связь между ячейками, выделены в виде одинаковых фигур. Операция умножения ло-
кальных матриц на локальные части распределенного вектора приводит к глобальному
вектору, в точности такому же, как на одном процессе.

Предложенный подход открывает путь, например в многосеточном решателе СЛАУ,
имеющем в основе сглаживатель Гаусса–Зейделя, к использованию только одного меж-
процессного обмена для каждой внутренней итерации, т. е. при вычислении значений
xn+1 и b в прямом и обратном ходах, а также при определении невязки r = b − Ax
межпроцессные обмены отсутствуют. В итоге, сглаживателю методом Гаусса–Зейделя
потребуется только один межпроцессный обмен информацией о фиктивном фрагменте
вектора неизвестных xn+1 в конце единичной внутренней итерации.

Также можно утверждать, что данный подход к параллельному решению СЛАУ поз-
воляет избавиться от дополнительного межпроцессного обмена данными о фиктивном
фрагменте вектора неизвестных при “получении” решения из решателя СЛАУ, так как
этот обмен уже произошел непосредственно в линейном решателе.

Следующим шагом на пути к эффективной реализации решателя СЛАУ является на-
стройка решателя AMG таким образом, чтобы минимизировать количество внутренних
итераций многосеточного решателя СЛАУ. Чем меньше внутренних итераций решателя
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СЛАУ, тем меньше межпроцессных обменов, увеличивающих время расчета (одна внут-
ренняя итерация решателя — один межпроцессный обмен). Основными настройками,
влияющими на количество внутренних итераций многосеточного решателя, являются:

1) тип используемого цикла (V-, W- или F-цикл);

2) количество итераций сглаживателя на каждом уровне AMG;

3) количество ячеек для огрубления (2, 4, 8).

Для обоснования выбора оптимальных настроек многосеточного решателя СЛАУ,
обеспечивающих минимальное количество итераций, приведем результаты численных
экспериментов следующих задач: течения в замкнутой каверне c движущейся верхней
крышкой (Задача 1) [29], турбулентное обтекание плоской пластины (Задача 2) [1] и
течение в канале с обратным уступом (Задача 3) [30]. В качестве сглаживателя будем
использовать симметричный алгоритм Гаусса–Зейделя как наименее затратный по числу
машинных операций на одной итерации [31, 32], и рекурсивное огрубление производить
до тех пор, пока на самом грубом уровне останется максимум 5 счетных ячеек. Все по-
лученные результаты по каждой изменяемой настройке сведены в три нижеприведенные
таблицы.

Таблица 1 содержит полное количество внутренних итераций для каждого V-, W- и
F-цикла, необходимых сглаживателю в многосеточном решателе до полной сходимости
задачи, решаемой с использованием алгоритма SIMPLE. Также в таблице приведено
общее время счета задачи в стационарной постановке до сходимости по массе порядка
10−6, вычисляемой по формуле

resm =

N∑
i=1

 ∑
f=nb(P )

ρfSf (~u f · ~nf )

 , (10)

где суммирование осуществляется по всем N счетным ячейкам модели.

Таблица 1. Результаты расчетов по применению V-, W- и F-циклов

Номер задачи Полное количество итераций Время счета, с
V-цикл W-цикл F-цикл V-цикл W-цикл F-цикл

1 15633 492093 45090 8.9 27.4 12.3
2 48384 1034775 107730 17.4 48.5 20.0
3 61416 1354076 198378 28.3 89.2 38.8

Данная таблица однозначно показывает, что применение V-цикла в многосеточном
решателе СЛАУ существенно сокращает общее количество итераций и время решения
данных задач. По сравнению с V-циклом количество итераций для F-цикла выше в 2
или 3 раза, а для W-цикла — в 20–30 раз. Общее время счета задачи также минимально
при использовании V-цикла.

Далее будем рассматривать только V-цикл. Общее количество V-циклов в решении
задачи зависит от количества итераций сглаживателя на каждом уровне многосеточного
метода. Чем больше их число, тем меньше V-циклов требуется для полного решения зада-
чи. Однако с увеличением количества итераций многосеточный решатель “вырождается”
в решатель Гаусса–Зейделя, что приводит к замедлению расчета. В случае высокопарал-
лельных вычислений замедление становится более существенным, так количество меж-
процессных обменов увеличивается. Таблица 2 содержит данные по влиянию изменения
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количества итераций сглаживателя на каждом уровне на время решения представлен-
ных задач. Анализ данной таблицы показывает, что применение 2-х или 3-х итераций
обеспечивает минимальное физическое время счета хотя бы одной задачи. Использова-
ние одной и более четырех итераций сглаживателя приводит к замедлению счета задачи,
и, в случае шести итераций, замедление достигает 30%.

Таблица 2. Зависимость количества V-циклов от количества итераций сглаживателя на иерар-
хических уровнях многосеточного метода

Номер задачи
Количество итераций сглаживателя

1 2 3 4 5 6
Время счета, с / Полное количество V-циклов

1 10.7/1553 8.6/769 8.8/579 9.2/501 9.9/472 11.2/470
2 28.9/9773 25.6/5104 22.2/3270 22.3/2431 22.6/2056 23.3/1807
3 27.1/10120 24.9/5011 24.4/3448 24.7/2796 25.4/2477 26.8/2225

Дальнейшая задача состоит в определении степени огрубления (оптимального коли-
чества ячеек, образующих грубую ячейку), влияющей на количество грубых уровней и
суммарное число грубых ячеек. Чем выше данный параметр, тем меньше генерирует-
ся уровней и грубых ячеек, и наоборот. Следовательно, требуется меньше времени на
построение грубых уровней и выполнение одной итерации AMG (одного V-цикла), но
тем больше итераций сглаживателя и итераций AMG необходимо для решения задачи,
т. к. при уменьшении числа грубых уровней многосеточный решатель постепенно вы-
рождается в обычный решатель Гаусса–Зейделя. Таблица 3 содержит данные о влиянии
количества ячеек для огрубления на общее количество итераций сглаживателя и физи-
ческое время счета задачи.

Таблица 3. Результаты расчетов по изменению количества ячеек для огрубления

Номер задачи Количество итераций сглаживателя Время счета, с
2 ячейки 4 ячейки 8 ячеек 2 ячейки 4 ячейки 8 ячеек

1 13842 13296 14430 9.2 8.0 8.6
2 41472 41832 48656 24.7 21.3 24.8
3 51052 50110 51370 30.7 25.3 25.7

Необходимо отметить, что при увеличении количества ячеек для огрубления общее
количество уровней уменьшается, и, как показано в таблице, количество итераций и вре-
мя счета задачи начинают расти при использовании 8 ячеек. В данных тестовых случаях
оптимальным вариантом будет огрубление по 4 ячейки для генерации следующих грубых
уровней.

Общий анализ полученных результатов показывает, что для оптимального использо-
вания многосеточного решателя необходимо в настройках задавать V-цикл, 3 итерации
сглаживателя на каждом уровне и огрублять по 4-м ячейкам. Опыт расчета производ-
ственных задач показывает, что данные настройки не являются универсальными2, и для
некоторых задач оптимальными могут являться другие типы циклов и количество ячеек
для огрубления. Стоит отметить, что самые устойчивые и, соответственно, достаточно
медленные настройки решателя СЛАУ получаются при использовании F-цикла, 3-х ите-
раций сглаживателя и 2-х ячеек для огрубления.

2Например, при счете сжимаемых задач целесообразней использовать F-цикл по причине его большей
устойчивости. Данные настройки по умолчанию используются в пакете программ ЛОГОС.
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Данные настройки совместно с решением системы до относительной точности поряд-
ка 0.1 и ограничением максимального числа итераций до 30 [16, 20] позволяют получать
минимальное количество внутренних циклов и, соответственно, минимальное время ре-
шения большинства задач гидродинамики с использованием алгоритма SIMPLE. Анализ
применения различных методов ускорения газодинамических расчетов детально обсуж-
дается в [20].

5. Способы оценки эффективности

В данной статье эффективность работы расчетного алгоритма SIMPLE измерялась
двумя различными способами — прямым и косвенным. Прямая (реальная) оценка эф-
фективности основана на сравнении времени расчета задачи на одном процессоре со
временем расчета этой же задачи на нескольких процессорах.

Так, ускорение параллельной реализации на p процессорах вычисляется по формуле

Sp =
T1
Tp
,

где T1 — это время выполнения расчета задачи на одном процессоре, Tp — время решения
задачи на p процессорах.

Для оценки масштабируемости параллельного алгоритма используется понятие рас-
четной эффективности

Ep =
Sp
p

100%.

Понятно, что из-за наличия межпроцессных обменов эффективность Ep = 100% ни-
когда недостижима в реальных расчетах.

В настоящее время существует большое разнообразие программ косвенной (програм-
мной) оценки эффективности параллельной реализации алгоритмов (см., например, [33])
на используемом числе процессоров без проведения экспериментов на одном процессо-
ре. Здесь воспользуемся программным средством STK (Statistics Tool Kit) [33], позво-
ляющим оценить эффективность параллельных алгоритмов, которые используют MPI-
интерфейс передачи сообщений [34] и OpenMP-интерфейс [35] многопоточного распа-
раллеливания на вычислительных узлах с общей памятью. Программа STK позволяет
проводить мониторинг и анализ эффективности использования вычислительных ресур-
сов многопроцессорных ЭВМ. Помимо этого в STK имеются средства для определения
причин неэффективной работы как программы в целом, так и отдельных ее фрагментов.

В STK эффективность выполнения задачи основана на подсчете отношения времени
вычислений ко всему времени счета. Для каждого MPI-процесса параллельной задачи
измеряется время выполнения вызовов функций MPI и ввода-вывода (Tchange) и общее
время (Ttotal) выполнения программы. Используя эти данные, можно вычислить показа-
тель эффективности выполнения параллельной программы отдельным MPI-процессом
по формуле

ESTK
i =

Ta
Ta + Tchange

100%,

где Ta = Ttotal−Tchange — время арифметической работы, i — номер процесса. Для оценки
эффективности выполнения параллельной программы вычисляется средняя эффектив-
ность выполнения всех MPI-процессов по формуле

ESTK
avr =

N∑
i=1

ESTK
i 100%,
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где N — количество процессов, ESTK
avr — показатель средней программной эффективности

выполнения параллельной задачи.
В эффективном параллельном алгоритме при условии равномерной декомпозиции

(количество ячеек на каждом MPI-процессе равно) все MPI-процессы должны затрачи-
вать одно и то же время на решение своего участка задачи. Однако в реальных услови-
ях это труднодостижимо (наличие разномасштабных ячеек, ввод-вывод, сопряженный
теплообмен и т. д.). Поэтому для каждого MPI-процесса вычисляется свой показатель
эффективности ESTK

i , среди которых по всем MPI-процессам вычисляются минималь-
ный ESTK

min , максимальный ESTK
max и средний ESTK

avr показатели программной эффектив-
ности. Вместе они дают представление о дисбалансе вычислений параллельной задачи.
Близость ESTK

avr к ESTK
max свидетельствует о слабом вычислительном дисбалансе (неболь-

шое число MPI-процессов выполняют меньше вычислительной работы, чем остальные),
близость ESTK

avr к ESTK
min при ESTK

avr � ESTK
max свидетельствует о сильном вычислительном

дисбалансе (небольшое число MPI-процессов выполняет существенно большую вычисли-
тельную работу, чем остальные).

6. Численные эксперименты

Для определения эффективности представленной параллельной реализации алгорит-
ма SIMPLE декомпозиция представленных тестовых задач проводится на разное число
процессов, заданное формулой

N = 2i,

где i варьируется в зависимости от задачи и ограничивается числом ячеек на одном
MPI-процессе не меньше 10000.

Первая задача — это внутренние течения, которые широко распространены прак-
тически во всех отраслях промышленности (автомобильная, атомная и т. д.). Вторая и
третья задачи — внешнее обтекание тела — типичные задачи автомобильной и авиаци-
онной промышленности.

Течения во всех нижеприведенных численных экспериментах считаются турбулент-
ными и для расчетов используется модель турбулентности SST с автоматическим опре-
делением зоны пограничного слоя [26]. Разрешение сетки в пристеночной области вы-
биралось исходя из безразмерного расстояния до стенки: y+ ' 1. Сравнение с экспери-
ментальными или аналитическими данными для представленных задач в данной работе
не приводится, но результаты моделирования достоверны. Подробную информацию о
точности моделирования различных течений в пакете программ ЛОГОС можно найти в
работах [16, 21–23].

6.1. Движение жидкости в квадратной каверне
с движущейся верхней стенкой

Рассмотрим квадратную каверну с подвижной верхней стенкой. Длина стороны квад-
рата h = 1м. Верхняя стенка движется в своей собственной плоскости с постоянной
скоростью U = 1м/с, боковые и нижняя стенки неподвижны.

Параметры вязкой несжимаемой жидкости, находящейся в каверне: плотность ρ =

100 кг/м3; молекулярная вязкость µ = 0.1Па · с. Число Рейнольдса Re =
ρUh

µ
= 1000.

Задача рассматривается в двумерной постановке. В качестве граничных условий при-
меняются жесткие стенки с прилипанием, верхняя стенка имеет постоянную скорость
U = 1м/с, боковые и нижняя стенки неподвижны.
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Для данной задачи проведем оценку эффективности рассмотренного метода в зави-
симости от сеточного параметра h. Для этого будем использовать 3 расчетные сетки с
характерным размером ячеек 0.002м, 0.001м и 0.0005м. Характеристики расчетных мо-
делей приведены в табл. 4. Одна из моделей расчетной области представлена на рис. 5a.
В расчетах используется трехмерная сеточная модель толщиной в одну ячейку (исходная
постановка задачи — трехмерная).

Таблица 4. Характеристика расчетных моделей

Номер сетки Характерный размер ячеек, м Общее количество ячеек
1 0.002 250000
2 0.001 1000000
3 0.0005 4000000

а) б)

в) г)

Рис. 5. Сеточные модели каверны (а), плоской пластины (б) и крыла ONERA M6 (в, г)

Данные о времени решения задач на различном количестве MPI-процессов с приве-
дением оценок ускорения по двум методикам для сеток с номерами 1, 2 и 3 приведены в
таблицах 5, 6, 7 соответственно.

Идеальное ускорение недостижимо в реальных расчетах ввиду выполнения необхо-
димых межпроцессных обменов, нелинейно увеличивающихся с ростом числа расчетных
MPI-процессов и числа фиктивных ячеек, расчет в которых отчасти дублируется3, что
в свою очередь приводит к замедлению расчета задачи в целом. Найти баланс между
ускорением и эффективностью использования вычислительных ресурсов — достаточно
трудоемкая задача и зачастую требует индивидуального подхода в каждом конкретном
случае.

3Например, для подобласти из 10000 ячеек слой фиктивных ячеек (размер границы) составляет∼ 30%
от числа всех ячеек подобласти одного MPI-процесса, что в значительной степени определяет увеличение
отличий между реальной эффективностью и эффективностью по STK с уменьшением размера подоб-
ластей, т. к. по STK вычисления в фиктивных ячейках и нефиктивных ячейках неотличимы.
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Таблица 5. Эффективность параллельной реализации для сетки N◦--1

Количество Количество
MPI- ячеек на один Время, с Sp Ep (%) ESTK

min (%) ESTK
max (%) ESTK

avr (%)
процессов MPI-процесс

1 250000 525.77 1.00 100.00 100.00 100.00 100.00
2 125000 297.05 1.77 88.50 98.17 98.68 98.48
4 62500 172.38 3.05 76.30 92.97 94.80 94.43
8 31250 101.06 5.20 65.00 67.16 94.89 87.75
16 15625 52.50 10.02 62.64 73.16 91.53 85.99
32 7812.5 27.50 19.11 59.70 52.47 81.88 75.87
64 3906.25 16.13 32.60 50.90 50.49 66.65 60.12
128 1953.125 8.75 60.10 46.95 25.49 37.27 32.72

Таблица 6. Эффективность параллельной реализации для сетки N◦--2

Количество Количество
MPI- ячеек на один Время, с Sp Ep (%) ESTK

min (%) ESTK
max (%) ESTK

avr (%)
процессов MPI-процесс

1 1000000 2087.60 1.00 100.00 100.00 100.00 100.00
2 500000 1160.00 1.80 90.00 97.80 98.40 98.16
4 250000 707.66 2.95 73.75 92.14 94.18 94.14
8 125000 407.70 5.12 64.00 66.50 94.78 87.35
16 62500 217.30 9.60 60.00 71.90 91.17 85.42
32 31250 111.20 18.77 58.67 51.50 81.47 75.23
64 15625 63.30 32.98 51.53 49.80 66.24 60.01
128 7812.5 33.78 61.80 48.34 24.70 37.13 32.12

Таблица 7. Эффективность параллельной реализации для сетки N◦--3

Количество Количество
MPI- ячеек на один Время, с Sp Ep (%) ESTK

min (%) ESTK
max (%) ESTK

avr (%)
процессов MPI-процесс

4 1000000 3616.7 2.88 72.11 92.45 94.05 94.04
8 500000 1890.4 5.51 68.92 64.76 94.42 87.18
16 250000 982.6 10.6 66.25 72.20 91.24 85.10
32 125000 569.2 18.3 57.11 51.18 81.14 75.07
64 62500 322.9 32.26 50.4 49.09 66.27 60.02
128 31250 107.64 75.6 45.34 24.87 37.01 32.10

Для данной задачи анализ результатов, полученных на трех сеточных моделях, по-
казывает, что реальная эффективность обеспечивается при декомпозиции на 32 MPI-
процесса. Например, для первой сеточной модели реальная эффективность Ep = 59.7%,
при этом средняя программная эффективность ESTK

avr составляет 75.87%. Дальнейшее
увеличение числа процессоров приводит к заметному снижению эффективности. Так,
при декомпозиции на 64 процесса реальная эффективность Ep = 50.9%, программная
эффективность ESTK

avr = 60.12%. Отличия связаны с обработкой фиктивных ячеек, уве-
личивающей вычислительную нагрузку на процессоры. В случае отсутствия фиктивных
ячеек показатель программной эффективности был бы ниже. Таким образом, для данной
задачи минимальное время счета достигается при количестве ячеек порядка 104–2 · 104
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в каждом MPI-процессе. В дополнение можно отметить отсутствие дисбаланса в вычис-
лениях (ESTK

min ≈ ESTK
max ), свидетельствующее о равномерности вычислительной нагрузки

на все MPI-процессы.

6.2. Турбулентное обтекание плоской пластины

Рассмотрим стационарное турбулентное течение вязкой несжимаемой жидкости вбли-
зи плоской пластины длиной L = 1м и толщиной h/2 = 0.05мм с закруглением на
носике. Сеточная модель приведена на рис. 5б. Задача рассматривается в двумерной по-
становке, т. е. по третьему направлению одна ячейка, на соответствующих поверхностях
задается граничное условие симметрии (SYMMETRY). На входной границе задан посто-
янный расход (INLET), на внешней стенке пластины задано условие прилипания (WALL
NO SLIP). Выходная граница описывается границей с заданным статическим давлением
p = 0. Толщина пристеночной ячейки составляет 10−6 м. Характерный размер ячеек —
10−4 м. Сетка содержит 2 миллиона ячеек, на рис. 5б — часть расчетной сетки в зоне
передней кромки пластины.

Используются следующие характеристики среды:

• плотность ρ = 1.214187кг/м3,

• молекулярная вязкость µ = 1.85 · 10−5 кг/(м·c).

Результаты расчета сравнения времени решения задачи на различном количестве
MPI-процессов с приведением оценок ускорения по двум методикам приведены в табл. 8.

Таблица 8. Эффективность параллельной реализации

Количество Количество
MPI- ячеек на один Время, с Sp ESTK

min (%) ESTK
max (%) ESTK

avr (%)
процессов MPI-процесс

4 512591.3 1365.34295 3.80 95.55 96.49 96.01
8 256295.6 719.894556 7.59 92.24 93.57 92.94
16 128147.8 368.763345 14.81 88.72 90.66 89.66
32 64073.91 217.674312 25.09 73.83 74.73 74.24
64 32036.95 123.851372 44.10 61.82 64.33 63.01
128 16018.48 73.8174404 73.98 52.80 55.32 53.98
256 8009.238 45.4923423 120.05 43.71 45.60 44.29
512 4004.619 39.2388725 139.18 30.09 33.27 32.19

Как видно из таблицы минимальное время счета обеспечивается при расчете в каж-
дом MPI-процессе ∼ 14000 ячеек — примерно столько же, как в предыдущих экспери-
ментах.

Анализ результатов вышеприведенных численных экспериментов показал, что мини-
мальное время счета достигается для разных задач при ∼ 104 счетных ячейках в каждом
MPI-процессе. При этом показатели реальной и программной эффективности находят-
ся на уровне Ep ≈ 30% и ESTK

avr ≈ 35% и превышают 50% при более 2 · 104 ячеек в
каждом MPI-процессе. Разница в показателях эффективности связана в первую очередь
с наличием фиктивных ячеек и возрастающей вычислительной нагрузкой на каждый
MPI-процесс при увеличении числа процессорных ядер.



А.С. Козелков, С.В. Лашкин, А.А. Куркин, А.В. Корнев, А.М. Вялых 17

6.3. Обтекание модельного крыла ONERA M6

В данной задаче рассматривается задача обтекания тестового крыла ONERA M6 [23].
Обтекание моделировалось при угле атаки α = 3.06◦, числе Маха M = 0.8395 и числе
Рейнольдса Re = 1.172·106. В эксперименте использовалась трехмерная сеточная модель.
Расчетная сетка имеет призматические слои вдоль стенок крыла с коэффициентом роста,
равным 1.2 (см. рисунки 5в и 5г). Толщина первой расчетной призматической ячейки
тетраэдральной сетки составляет 1 · 10−3 м. Характерный размер ячеек 10−4 м. Общая
расчетная область представляет из себя куб с размерами 40м×40м×20м. Геометрия
расчетной области и внешний вид расчетных сеток представлены на рис. 5в. Общее число
ячеек составляет 6117769.

Результаты сравнения времени решения задачи на различном количестве MPI-про-
цессов приведены в табл. 9. Они основаны на измерении программной эффективности,
начиная с 8-ми процессоров. Это связано с невозможностью посчитать данную зада-
чу на одном процессе ввиду ограничения по объему доступной оперативной памяти. В
данном случае Sp воспроизводится из ESTK

avr и является приближенной величиной с по-
грешность ∼ 12%, судя по результатам из табл. 9.

Таблица 9. Эффективность параллельной реализации

Количество Количество
MPI- ячеек на один Время, с Sp ESTK

min (%) ESTK
max (%) ESTK

avr (%)
процессов MPI-процесс

8 764721.13 6110.76 7.60 92.95 97.76 95.10
16 382360.56 3221.97 14.90 90.51 97.58 93.00
32 191180.28 1650.44 28.10 86.17 91.97 87.70
64 95590.14 974.23 52.60 79.98 89.67 82.20
128 47795.07 554.31 104.40 77.96 85.23 81.50
256 23897.54 330.38 175.10 65.40 71.55 68.39
512 11948.77 203.61 284.10 53.32 58.02 55.52
1024 5974.38 175.62 329.30 29.80 33.68 32.15

Как видно из таблицы минимальное время счета обеспечивается при расчете в каж-
дом MPI-процессе ∼ 14000 ячеек — примерно столько же, как в предыдущих экспери-
ментах.

Анализ результатов вышеприведенных численных экспериментов показал, что мини-
мальное время счета достигается для разных задач при ∼ 104 счетных ячейках в каждом
MPI-процессе. При этом показатели реальной и программной эффективности находят-
ся на уровне Ep ≈ 30% и ESTK

avr ≈ 35% и превышают 50% при более 2 · 104 ячеек в
каждом MPI-процессе. Разница в показателях эффективности связана в первую очередь
с наличием фиктивных ячеек и возрастающей вычислительной нагрузкой на каждый
MPI-процесс при увеличении числа процессорных ядер.

7. Заключение

В данной работе рассмотрен алгоритм параллельной реализации метода SIMPLE.
Приведено подробное описание шагов итерационного алгоритма SIMPLE в последова-
тельном и параллельном режимах. Особое внимание уделено особенностям эффективно-
го распараллеливания многосеточного решателя СЛАУ. Предложенный способ построе-
ния локальных матриц с учетом фиктивных ячеек позволил уменьшить число межпро-
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цессных обменов в векторно-матричных операциях. В серии численных экспериментов с
вариацией настроек алгоритма определены оптимальные параметры для эффективного
расчета на сотнях процессоров. При этом предложенный алгоритм реализации системы
уравнений Навье–Стокса методом SIMPLE позволяет проводить эффективное численное
моделирование трансзвуковых течений сжимаемого газа.
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