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С использованием уравнений состояния диффузионно-термоупругого тела с одним вре-
менем релаксации и преобразования Лапласа исследуется динамическая задача о дефор-
мировании изотропного бесконечного цилиндра радиусом r под действием заданной на
границе полости радиальной нагрузки, температуры или концентрации диффундирую-
щего вещества. Для перемещений, температуры и концентрации получены аналитиче-
ские выражения, приведены соответствующие графики.

Ключевые слова: цилиндрическая полость, бесконечное пространство, диффузия,
термоупругость, аппроксимация на малом промежутке времени.

Введение. В работах [1, 2] предложены две обобщенные теории термоупругости с

одним или двумя временами релаксации. В отличие от классической теории термоупру-
гости в этих теориях скорость распространения температуры конечная. Данные теории
позволяют описать движение высокотемпературных потоков на малых временных интер-
валах. В [3] исследованы обобщенные термоупругие волны в трансверсально-изотропном
бесконечном теле с цилиндрической полостью. Распространение термоупругих волн в бес-
конечном однородном изотропном теле с цилиндрической полостью изучено в работе [4].

В [5] исследованы продольные волны в термоупругом бесконечном круговом цилиндре,
получено дисперсионное соотношение. В [6, 7] изучена связанная термоупругая задача для
бесконечного тела и сплошного цилиндра. В [8, 9] рассмотрена термоупругая задача для
бесконечной среды с цилиндрической полостью. Возмущение среды происходило вслед-
ствие нагрева и нагружения поверхности полости и воздействия движущегося источника

тепла. В [10] с использованием гиперболической модели теплопроводности решалась ди-
намическая задача о деформировании бруса под действием движущегося источника тепла.
В [11] исследована двумерная термоупругая задача для полубесконечного пространства,
подвергнутого тепловому удару.

В [12] выведены уравнения движения, теплопроводности и диффузии вещества для
обобщенного термоупругого тела. В [13] с использованием обобщенной теории термодиф-
фузии в упругом теле с одним временем релаксации рассмотрена задача для термоупру-
гого полупространства. В [14] с помощью обобщенной теории термодиффузии в упругом
теле изучено распространение плоских гармонических волн. В работах [15–17] исследовано
совместное распространение тепла и вещества в деформируемых телах.

В настоящей работе с использованием модели термодиффузии в упругом теле Лор-
да — Шульмана решается одномерная задача для бесконечной среды с цилиндрической
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полостью при действии непрерывного источника тепла. Для решения задачи использует-
ся преобразование Лапласа. Обратное преобразование реализуется численно. Вычислены
смещения, температура, концентрация и напряжения.

1. Основные уравнения. Для обобщенной модели термодиффузии в однородном изо-
тропном упругом теле используются следующие основные уравнения и уравнения состоя-
ния [12]:

— выражения деформаций через перемещения

eij = (ui,j + uj,i)/2, i, j = 1, 2, 3, (1)

где ui — компоненты вектора перемещений; eij — компоненты тензора деформаций;
— зависимости напряжений от деформаций, температуры и концентрации

σij = λekkδij + 2µeij − β1Tδij − β2Cδij ,

ρT0S = ρCeT + β1T0ekk + aT0C, (2)

P = −β2ekk + bC − aT, i, j, k = 1, 2, 3;

— уравнения движения

µui,jj + (λ + µ)uj,ij − β1T,i − β2C,i + ρFi = ρüi, i, j = 1, 2, 3; (3)

— уравнение теплопроводности

KT,ii − ρCe(Ṫ + t0T̈ ) = β1T0(ė + t0ë) + aT0(Ċ + t0C̈), i = 1, 2, 3; (4)

— уравнение диффузии

C,ii −
1

Db
(Ċ + t1C̈) =

β2

b
e,ii +

a

b
T,ii, i = 1, 2, 3. (5)

В (1)–(5) σij — компоненты тензора напряжений; ekk — дилатансия; λ, µ — па-
раметры Ламе; β1 = (3λ + 2µ)αT ; β2 = (3λ + 2µ)αC ; αT — коэффициент линейного

температурного расширения; αC — коэффициент линейного диффузионного расширения;
ρ — плотность; Ce — удельная теплоемкость при постоянной деформации; S — энтро-
пия на единицу массы; a — константа термодиффузии; b — константа диффузии; P —
химический потенциал на единицу массы; T0 — температура среды в естественном со-
стоянии; T (xi, t) = T1(xi, t) − T0 — текущая температура среды (|(T1 − T0)/T0| � 1);
C(xi, t) = C1(xi, t)−C0; C0 — начальная концентрация вещества в естественном состоянии;
C1 — текущая концентрация; t0, t1 — времена релаксации температуры. Предполагается,
что параметры материала удовлетворяют неравенствам

K > 0, D > 0, λ > 0, ρ > 0, Ce > 0,

µ > 0, T0 > 0, t0 > 0, t1 > 0, C0 > 0.

2. Формулировка задачи. Рассматривается однородное изотропное термодиффузи-
онное упругое тело при однородной температуре T0 и начальной концентрации C0, зани-
мающее область R 6 r < ∞. Функции состояния являются функциями пространственной
переменной r и времени t и стремятся к нулю на бесконечности. Используется цилиндри-
ческая система координат (r, θ, z), ось z которой направлена вдоль оси цилиндра. В силу
симметрии задача является одномерной, поэтому все функции зависят от пространствен-
ной переменной r и времени t. Предполагается, что массовые силы и источники тепла

отсутствуют. В начальном положении тело находится в состоянии покоя.
В цилиндрической системе координат определяющая система уравнений имеет вид

(λ + 2µ)
(
u,rr +

1

r
u,r −

u

r2

)
− β1T,r − β2C,r = ρü,
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K
(
T,rr +

1

r
u,r

)
− ρCe(Ṫ + t0T̈ ) = β1T0

[
u̇,r +

1

r
u̇ + t0

(
ü,r +

1

r
ü
)]

+ aT0(Ċ + t0C̈), (6)

C,rr +
1

r
C,r −

1

Db
(Ċ + t1C̈) =

β2

b

(
u,rrr +

1

r
u,rr −

2

r2
u,r +

2

r3
u
)

+
a

b

(
T,rr +

1

r
T,r

)
.

Здесь u(r, t) — смещение; T (r, t) — температура; C(r, t) — концентрация. Уравнения со-
стояния принимаются в виде

σrr = 2µerr + λe− β1T − β2C, P = −β2e + bC − aT,

где

err =
∂U

∂r
, e =

∂U

∂r
+

U

r
.

Вводятся следующие безразмерные переменные:

t′ =
clt

R
, T ′ =

T

T0
, C ′ =

C

C0
, t0 =

clt0
R

, t′1 =
clt1
R

, ω∗ =
Ce(λ + 2µ)

K
, ξ =

r

R
,

ā =
aC0

ρCe
, β̄ =

β2C0

β1C0
, b̄ =

aT0

bC0
, εc =

β1β2T0

C0b(λ + 2µ)
, ω̄b =

c2
l

ω∗Db
, c2

s =
µ

ρ
,

σξξ =
σ′ξξ
ρc2

l

, Ω =
ω∗R

cl
, U =

ui

R
, εT =

T0β
2
1

ρCe(λ + 2µ)
, c2

l =
λ + 2µ

ρ
, εc = b̄εa,

(7)

β̄1 =
β1T0

λ + 2µ
, β̄2 =

β2C0

λ + 2µ
.

В этих переменных уравнения (6) принимают следующий вид:(
Uξξ +

1

ξ
U,ξ −

U

ξ2

)
− β̄1T,ξ − β̄2C,ξ = Ü ; (8)

(
T,ξξ +

1

ξ
T,ξ

)
− Ω

( ∂

∂τ
+ t0

∂

∂τ2

)
T − εT Ω

β1

( ∂

∂τ
+ t0

∂2

∂τ2

)(
U,ξ +

U

ξ

)
−

− āΩ(Ċ + t0C̈) = 0,(
C,ξξ +

1

ξ
C,ξ

)
− ω̄bΩ

( ∂

∂τ
+ t1

∂

∂τ2

)
C − εc

β1

( ∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ

)(∂U

∂ξ
+

U

ξ

)
− (9)

− b̄
(
T,ξξ +

1

ξ
T,ξ

)
= 0

(штрихи у безразмерных величин опущены).
Уравнение (8) можно привести к виду

∇2ē− β̄1∇2T̄ − β̄2∇2C̄ =
∂2ē

∂τ2
. (10)

Уравнения состояния записываются следующим образом:

σ′ξξ =
∂U

∂ξ
+ (1− 2δ2)

U

ξ
− β̄1T − β̄2C,

P ′ =
P

bC0
= − εc

β1
e + C ′ − b̄T.
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Здесь

eξξ =
∂U

∂ξ
, e =

∂U

∂ξ
+

U

ξ
. (11)

Применяя преобразование Лапласа

(ē, T̄ , C̄) =

∞∫
0

(e, T, C) e−pt dt

к обеим частям уравнений (8), (9), получаем

(∇2 − p2)ē− β̄1∇2T̄ − β̄2∇2C̄ = 0,

β̄1(∇2 − Ωτ0p
2)T̄ − εT τ0Ωp2ē− āτ0p

2β̄1C̄ = 0, (12)

(∇2 − ω̄bτ1Ωp2)β̄1C̄ − εc∇2ē− b̄β̄1∇2T̄ = 0,

где

∇2 =
∂2

∂ξ2
+

1

ξ

∂

∂ξ
, τ0 = t0 +

1

p
, τ1 = t1 +

1

p
,

черта над буквой обозначает преобразование Лапласа соответствующей функции; p —
параметр преобразования. Также имеем

σξξ =
∂Ū

∂ξ
+ (1− 2δ2)

Ū

ξ
− β̄1T̄ − β̄2C̄. (13)

Уравнения (12) можно привести к виду

(∇2 − p2)ē− β̄1∇2T̄ − β̄2∇2C̄ = 0,

εT τ∗0 p2ē + āτ∗0 p2β̄1C̄ − β̄1(∇2 − τ∗0 p2)T̄ = 0, (14)

εc∇2ē + b̄β̄1∇2T̄ − (∇2 − ω̄bτ
∗
1 p2)β̄1C̄ = 0,

где τ∗0 = t0Ω; τ∗1 = t1Ω.
Из системы уравнений (14) получаем

(∇6 − p2∇4A∗ + p4∇2B∗ − C∗p6)ē = 0, (15)

где

A∗ =
1 + ω̄bτ1 + τ0[(1 + āb̄)(1 + εa) + (1 + β̄b̄)(εt − εa)]

1− β̄εc
,

B∗ =
ω̄bτ1[1 + τ0(1 + εt)] + τ0(1 + āb̄)

1− βεc
, C∗ =

ω̄bτ1τ0

1− β̄εc
.

Ограниченное на бесконечности решение уравнения (15) имеет вид

ē =
3∑

i=1

AiK0(kiξp) + BiI0(kiξp).

Тогда

T̄ =
3∑

i=1

AiSiK0(kiξp) + BiSiI0(kiξp),
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C̄ =
3∑

i=1

AiWiK0(kiξp) + BiWiI0(kiξp),

гдеK0, I0 — модифицированные функции Бесселя второго и первого рода нулевого порядка

соответственно; k2
1, k2

2, k2
3 — корни характеристического уравнения (15). Поскольку на

бесконечности функция I0 имеет особенность, коэффициент Bi нужно положить равным

нулю. В результате получаем

ē =
3∑

i=1

AiK0(kiξp); (16)

T̄ =
3∑

i=1

AiSiK0(kiξp), C̄ =
3∑

i=1

AiWiK0(kiξp), (17)

где

Wi =
b̄[(1 + εa)k

2
i − p2]

β̄1[(1 + β̄b̄)k2
i − ω̄bτ1p2]

;

Si =
k2

i − p2

k2
i β̄1

− β̄Wi, i = 1, 2, 3. (18)

Подставляя (16) в (11), находим

Ū =
3∑

i=1

AiK1(kiξp)

kip
, σ̄ξξ =

3∑
i=1

Ai

(1− 2δ2

kiξp
K1(kiξp) + (1− β̄1Si − β̄2Wi)K0(kiξp)

)
.

Начальные условия, условия регулярности и краевые условия принимаются в следу-
ющем виде:

U = T = C = 0 при t = 0, ξ > 1,

∂U

∂t
=

∂T

∂t
=

∂C

∂t
= 0 при t = 0,

U = T = C = 0 при ξ →∞ ∀t.

Рассмотрим три варианта краевых условий.
1. На границе полости ξ = 1 поддерживаются постоянными температура и концен-

трация и приложена ступенчатая нагрузка:

σξξ(1, t) = σ0H(t), T (1, t) = 0, C(1, t) = 0 при ξ = 1. (19)

2. На границе полости ξ = 1 поддерживаются постоянными напряжение и концентра-
ция и приложена ступенчатая температура:

σξξ(1, t) = 0, T (1, t) = T0H(t), C(1, t) = 0 при ξ = 1.

3. На границе полости ξ = 1, свободной от напряжений, температура поддерживается
равной начальной и приложена ступенчатая концентрация:

σξξ(1, t) = 0, T (1, t) = 0, C(1, t) = C0H(t) при ξ = 1.
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Применяя преобразование Лапласа к указанным выше краевым условиям, для вари-
анта 1 получаем

σ̄ξξ(1, p) = 1/p, T̄ (1, p) = 0, C̄(1, p) = 0, (20)

для варианта 2 —

σ̄ξξ(1, p) = 0, T̄ (1, p) = 1/p, C̄(1, p) = 0, (21)

для варианта 3 —

σξξ(1, p) = 0, T (1, p) = 0, C(1, p) = 1/p. (22)

Используя краевые условия (19) в уравнениях (17) и учитывая (13), имеем
3∑

i=1

liiAi =
1

p
, l21A1 + l22A2 + l23A3 = 0, l31A1 + l32A2 + l33A3 = 0. (23)

Разрешая систему уравнений (23) относительно A1, A2, A3, получаем

A1 =
∆1

∆
, A2 =

∆2

∆
, A3 =

∆3

∆
,

где

∆ =

∣∣∣∣∣∣
l11 l12 l13

l21 l22 l23

l31 l32 l33

∣∣∣∣∣∣ = l11(l22l33 − l23l32)− l12(l21l33 − l23l31) + l13(l21l32 − l22l31). (24)

В случае краевых условий (20)

∆1 =
l22l33 − l23l32

p
, ∆2 = − l21l33 − l23l31

p
, ∆3 =

l21l32 − l22l31

p
, (25)

в случае краевых условий (21)

∆1 =
l13l32 − l12l33

p
, ∆2 =

l11l33 − l13l31

p
, ∆3 =

l12l31 − l11l23

p
,

в случае краевых условий (22)

∆1 =
l12l23 − l13l22

p
, ∆2 =

l13l21 − l11l23

p
, ∆3 =

l22l11 − l12l21

p
.

Здесь

l11 =
1− 2δ2

k1p
K1(k1p) + (1− β̄1S1 − β̄2W1)K0(k1p),

l12 =
1− 2δ2

k2p
K1(k2p) + (1− β̄1S2 − β̄2W2)K0(k2p),

l13 =
1− 2δ2

k3p
K1(k3p) + (1− β̄1S3 − β̄2W3)K0(k3p),

l21 = S1K0(k1p), l22 = S2K0(k2p), l23 = S3K0(k3p),

l31 = W1K0(k1p), l32 = W2K0(k2p), l33 = W3K0(k3p).

Используя приведенные выше выражения для смещения, температуры и концентра-
ции, получаем

Ū =
3∑

i=1

∆i

kip∆
K1(kiξp), T̄ =

3∑
i=1

∆iSi

∆
K0(kiξp), C̄ =

3∑
i=1

∆iWi

∆
K0(kiξp),

σ̄ξξ =
3∑

i=1

(1− 2δ2

kiξp
K1(kiξp) + (1− β̄1Si − β̄2Wi)K0(kiξp)

)∆i

∆
.

(26)
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При больших значениях параметра p большими будут и константы ki — корни уравне-
ния (15). Асимптотические разложения модифицированных функций Kn(z) записываются
следующим образом:

Kn(z) =
( π

2z

)1/2
exp (−z)

(
1 +

4n2 − 1

1!(8z)
+

(4n2 − 1)(4n2 − 32)

2!(8z)2

)
,

K0(kip) ≈
( π

2kip

)1/2
exp (−kip)

(
1− 1

8kip
+

9

128kip

)
,

K1(kip) ≈
( π

2kip

)1/2
exp (−kip)

(
1 +

3

8kip
− 15

128kip

)
,

K0(kiξp) ≈
( π

2kiξp

)1/2
exp (−kiξp)

(
1− 1

8kiξp
+

9

128kiξp

)
,

K1(kiξp) ≈
( π

2kiξp

)1/2
exp (−kiξp)

(
+

3

8kiξp
− 15

128kiξp

)
.

Так как при отсутствии диффузии (a = 0 = β2 ⇒ εC = 0 = b̄)

W̄ ∗
i =

{
1, i = 3,
0, i = 1, 2,

S̄i =

{
S∗i , i = 1, 2,
0, i = 3,

то из уравнения (15) следуют соотношения

k∗21 + k∗22 = 1 + τ0(1 + εT ), k∗21 ak∗22 = τ0, k∗23 = ω̄bτ1.

Образы для перемещения и температуры имеют вид

Ū =
2∑

i=1

Ai

pk∗i
K0(k

∗
i ξ), T̄ =

2∑
i=1

k∗2i − p2

pβ̄1k∗2i

K1(k
∗
i ξ).

3. Аппроксимация на малых временах. Наличие демпфирующих членов в урав-
нениях (6) приводит к сложной зависимости корней ki (i = 1, 2, 3) от параметра p. Таким
образом, получить обратное преобразование сложно, поскольку невозможно выделить изо-
лированные точки параметра p. Процедуру обращения можно упростить, применяя мето-
ды аппроксимации.

Используем аппроксимацию решения на малом временном интервале, полагая, что
второй звук мал и его длительность незначительна. Известно, что в общем случае в ре-
шении имеется три волны, распространяющиеся с конечными скоростями.

Для корней ki (i = 1, 2, 3) уравнения (15) можно использовать степенные разложения.
Удерживая в этих разложениях только положительные члены, получаем

ki =
1

Vi
+

ϕi

p
+ O

( 1

p2

)
, i = 1, 2, 3; (27)

∑ 1

V 2
1

=
1 + ω̄bt1 + t0[(1 + āb̄)(1 + εa) + (1 + β̄b̄)(εT − εa)]

1− β̄εc
;

∑ 1

V 2
1 V 2

2

=
t0(1 + āb̄) + ω̄bt1[1 + t0(1 + εT )]

1− β̄εC
; (28)

∑ 1

V 2
1 V 2

2 V 2
3

=
ω̄bt1t0

1− β̄εC
,
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ϕi =
A∗V 4

i −B∗V 2
i + C∗

Vi(V 2
j − V 2

i )(V 2
k − V 2

i )
, i 6= j 6= k = 1, 2, 3,

A∗ =
t1 + t0
2t1t0

, B∗ =
1 + āb̄ + ω̄b[1 + (t1 + t0)(1 + εT )]

2ω̄bt1t0
, C∗ =

ω̄bt0(1 + āb̄)(1 + εa)

2ω̄bt1t0
.

Используя представление (27) в выражениях (18), (24), (25) и степенные разложения по-
лученных соотношений, находим

Si = Si0 + Si1/p, Wi = Wi0 + Wi1/p;

lii =

√
π

2kip
exp (−kip)

(
l1i0 +

l1i1

p

)
; (29)

l2i =

√
π

2kip
exp (−kip)

(
l2i0 +

l2i1

p

)
, l3i =

√
π

2kip
exp (−kip)

(
l3i0 +

l3i1

p

)
,

∆1 =
π

2p2
√

k2k3
exp (−(k2 + k3)p)

(
∆10 +

∆11

p
+ O

( 1

p2

))
,

∆2 =
π

2p2
√

k1k3
exp (−(k1 + k3)p)

(
∆20 +

∆21

p
+ O

( 1

p2

))
;

∆3 =
π

2p2
√

k1k2
exp (−(k1 + k2)p)

(
∆30 +

∆31

p
+ O

( 1

p2

))
,

∆ =
( π

2p

)3/2 1√
k1k2k3

exp (−(k1 + k2 + k3)p)
(
∆0 +

∆01

p
+ O

( 1

p2

))
.

(30)

Используя (28) в выражениях (26), с учетом (30) получаем

ē =
3∑

i=1

1√
R− 1

( ∆i0

p∆0
− ∆i0∆01 −∆ii

p2∆0
− Vi∆i0

8p2(R− 1)∆0
− ∆i0ϕiV

2
i

8p3(R− 1)∆0
+

+
Vi(∆i0∆01 −∆ii)

8p3(R− 1)
exp

(
−

( 1

Vi
+

ϕi

p

)
pR

))
,

T̄ =
3∑

i=1

1√
R− 1

[∆i0Si0

p∆0
+

1

p2

( (∆i0Si0)Vi

8∆0(R− 1)
+

∆i0Si1

∆0
− ∆i0∆0i −∆11

∆0

)
+

+ O
( 1

p3

)
exp

(
−

( 1

Vi
+

ϕi

p

)
pR

)]
,
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C̄ =
3∑

i=1

1√
R− 1

[∆i0Wi0

p∆0
− 1

p2

( ∆i0Wi0Vi

8∆0(R− 1)
− ∆i0Wi1 − (∆i0∆0i −∆11)Wi0

∆0

)
+

+ O
( 1

p3

)
exp

(
−

( 1

Vi
+

ϕi

p

)
pR

)]
,

Ū =
3∑

i=1

√
Vi

∆0

√
1−R

[∆i0

p2
+

1

p3

( 3Vi

8(1−R)
− (∆i0∆0i −∆i1)

)
+

+ O
( 1

p4

)]
exp

(
−

( 1

Vi
+

ϕi

p

)
pR

)
,

где R = 1 + ξ. С помощью обратного преобразования Лапласа получаем

e =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0H

(
t− R

Vi

)
−

( Vi∆i0

8(R− 1)
+ (∆i0∆01 −∆ii)

)(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
−

− 1

8(R− 1)
(∆i0ϕiV

2
i + Vi(∆i0∆01 −∆ii))

(
t− R

Vi

)2
H

(
t− R

Vi

)]
e−ϕiR,

T =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0Si0H

(
t− R

Vi

)
+

((∆i0Si0)Vi

8(R− 1)
+ ∆i0Si1 − (∆i0∆0i −∆11)

)
× (31)

×
(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR,

C =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0Wi0H

(
t− R

Vi

)
−

(∆i0Wi0Vi

8(R− 1)
−∆i0Wi1 − (∆i0∆0i −∆11)Wi0

)
×

×
(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR;

U =
3∑

i=1

√
Vi

∆0

√
R− 1

[
∆i0

(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+

( 3Vi

8(1−R)
− (∆i0∆0i −∆i1)

)
×

×
(
t− R

Vi

)2
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR,

где

R = 1 + ξ, Si0 =
1

β̄1
(1− V 2

i )− β̄W̄i0, Si1 =
2ϕiVi

β̄1
[2(1− V 2

i )− β̄W̄i1],

Wi0 =
b̄[(1 + εa)− V 2

i ]

β̄1[(1 + β̄b̄)− ω̄bτ1V 2
i ]

, Wi1 = b̄
b̄[2ϕiVi(1 + εa)]

β̄1(1 + β̄b̄− ω̄bt1V
2
i )

,

l1i0 = 1− β̄1Si0 − β̄2Wi0, l1i1 = Vi(1− 2δ2) + (1− β̄1S̄i0 − β̄2W̄i0)Vi/8− (β̄1Si1 + β̄2Wi1),

l2i0 = Si0, l2i1 = Si1 − ViSi0/8, l3i0 = Wi0, l3i1 = Wi1 − ViWi0/8, i = 1, 2, 3,

∆10 = l220l330 − l230l320, ∆20 = S30W10 − S10W30, ∆30 = S10W20 − S20W10,

∆0 = ∆10l110 −∆20l120 + ∆30l130,

∆01 = ∆11l110 + ∆10l111 + ∆21l120 + ∆20l121 + ∆31l130 + ∆30l131.
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4. Обсуждение результатов. Из уравнений (31) следует, что волны смещения,
температуры, концентрации и расширения распространяются с конечной скоростью. На
больших временах функции быстро убывают. Однако на малых временах наблюдается
медленная сходимость разложений, поэтому большое значение имеет исследование поведе-
ния функций на таких временах. Значение функции Хевисайда равно нулю при t 6 R/Vi

(i = 1, 2, 3) и единице при t > R/Vi (i = 1, 2, 3).
Из приведенного выше решения на малых временах следует, что оно содержит три

волны (упругую, температурную и волну диффузии вещества), распространяющиеся со
скоростями V1, V2, V3 соответственно. В случае приложения нормальной нагрузки рас-
ширение, температура, концентрация и смещение разрывны на фронте волны. Скачки
соответствующих величин на фронте волны определяются следующими выражениями:

[e+ − e−]R=Vit =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0H

(
t− R

Vi

)
−

−
( Vi∆i0

8(R− 1)
+ (∆i0∆01 −∆ii)

)(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
−

− 1

8(R− 1)
(∆i0ϕiV

2
i + Vi(∆i0∆01 −∆ii))

(
t− R

Vi

)2
H

(
t− R

Vi

)]
e−ϕiR,

[T+ − T−]R=Vit =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0Si0H

(
t− R

Vi

)
+

+
((∆i0Si0)Vi

8(R− 1)
+ ∆i0Si1 − (∆i0∆0i −∆11)

)(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR,

[C+ − C−]R=Vit =
3∑

i=1

1

∆0

√
R− 1

[
∆i0Wi0H

(
t− R

Vi

)
−

−
(∆i0Wi0Vi

8(R− 1)
−∆i0Wi1 − (∆i0∆0i −∆11)Wi0

)(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR,

[U+ − U−]R=Vit =
3∑

i=1

√
Vi

∆0

√
1−R

[
∆i0

(
t− R

Vi

)
H

(
t− R

Vi

)
+

+
( 3Vi

8(1−R)
− (∆i0∆0i −∆i1)

)(
t− R

Vi

)2
H

(
t− R

Vi

)
+ . . .

]
e−ϕiR .

Ниже представлены результаты численного анализа задачи с использованием приве-
денного выше аналитического решения. Материал среды — латунь (сплав меди и цин-
ка 70 % Cu — 30 % Zn) — имеет следующие физические характеристики: λ = 7,69 ×
1010 Н/м2 [19], µ = 3,61 ·1010 Н/м2 [19], ρ = 8,522 ·103 кг/м3 [20], Ce = 385 Дж/(кг ·К) [20],
K = 111 Вт/(м ·К) [20], αT = 2 · 10−6 K−1 [20], D = 0,24 · 10−4 м2/с [19], αC =
1,8 · 10−5 К−1 [19], a = 15,21 м/с [13], b = 200 м/с [13], T0 = 293 К [20].

Значение размерного параметра температурной релаксации t0 вычислено из соотно-
шения t0 = 3K/[ρCeC

2
L] [18], значение параметра t1 принималось пропорциональным зна-

чению t0. Соответствующие безразмерные параметры были приняты равными t0 = 0,5,
t1 = 0,3.

Зависимости смещения, температуры и концентрации от радиальной координаты ξ
определены для двух моментов времени.
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5. Обратное преобразование Лапласа и решение задачи. В данном пункте

с использованием численных методов обращения преобразования Лапласа определяются

значения физических величин, содержащихся в решении, при всех значениях времени. Для
того чтобы получить решение задачи, необходимо выполнить обратное преобразование
Лапласа в уравнениях (18), (26). Преобразование Лапласа задается формулой

ḡ(x, p) =

∞∫
0

g(x, t) e−pt dt.

Обратное преобразование Лапласа вычисляется по формуле

g(t) =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

ḡ(p) ept dp, (32)

где γ — вещественное число, превышающее вещественные части всех особых точек функ-
ции ḡ(p). Интеграл (32) можно вычислить путем подстановки p = γ + iy:

g(t) =
eγt

2π

+∞∫
−∞

ḡ(γ + iy) eity dy.

Разлагая в ряд Фурье функцию g(t) e−γt на интервале [0, 2l], получаем приближенную

формулу

g(t) = g∞(t) + ED, (33)

где

g∞(t) =
C0

2
+

∞∑
k=1

Ck, 0 6 t 6 2l, Ck =
eγt

l
Re

[
ḡ
(
γ +

ikπ

l

)
exp

(ikπt

l

)]
.

Ошибка дискретизации ED может быть сделана сколь угодно малой за счет выбора

достаточно большого значения параметра γ.
В выражении (33) можно ограничиться конечным числом N членов ряда. При этом

появляется еще одна ошибка — ошибка усечения. В результате получаем следующее при-
ближенное выражение для функции g(t):

gN (t) =
C0

2
+

N∑
k=1

Ck, 0 6 t 6 2l.

Корректор-метод используется для уменьшения ошибки дискретизации, ε-алгоритм—
для уменьшения ошибки усечения и, следовательно, для ускорения сходимости рядов. С
помощью корректор-метода оценивается функция

g(t) = g∞(t)− e−2γl g∞(2l + t) + E′
D,

где |E′
D| < |ED|. Приближенное выражение для этой функции принимает вид

gNK
(t) = gN (t)− e−2γl gN ′(2l + 1), (34)

где N — целое число, такое что N ′ < N .
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Рис. 1. Зависимости u(ξ) (а), T (ξ) (б), C(ξ) (в), σ(ξ) (г) в случае, когда на
границе полости задано напряжение:
1 — t = 0,1; 2 — t = 0,2; 3 — t = 0,5; 4 — t = 0,75

Опишем ε-алгоритм, используемый для ускорения сходимости рядов. Пусть N —

нечетное натуральное число, sm =
N∑

k=1

Ck — частичная сумма ряда (29). Определим ε-

последовательность следующим образом:

ε0,m = 0, ε1,m = sm,

εn+1,m = εn−1,m+1 −
1

εn,m+1 − εn,m
, n, m = 1, 2, 3.

Можно показать, что последовательность частичных сумм ε1,1, ε3,1, . . . , εN+1 сходится к

функции g(t) + ED − C0/2 быстрее, чем последовательность частичных сумм sm, m =
1, 2, 3, . . ..

Для вычисления обратного преобразования функции (34) используется ε-алгоритм.
Значения параметров γ, l выбираются согласно критерию, предложенному в работе [21].

На рис. 1–3 представлены зависимости смещения, температуры, концентрации и нор-
мального напряжения от координаты ξ в различные моменты времени. Графики, приве-
денные на рис. 1, соответствуют случаю задания на границе полости нормального напря-
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Рис. 2. Зависимости u(ξ) (а), T (ξ) (б), C(ξ) (в), σ(ξ) (г) в случае, когда на
границе полости задана температура (обозначения те же, что на рис. 1)

жения, на рис. 2 — случаю задания на границе полости температуры, на рис. 3 — случаю

задания на границе полости концентрации. Из рис. 1–3 следует существование волновых
фронтов напряжения, температуры и концентрации.

Заключение. В работе в рамках одномерной модели c использованием связанной тер-
модиффузионной модели упругого тела Лорда — Шульмана описано поведение сплошной

среды под действием температуры, напряжения и концентрации.

Задача для радиально-симметричного цилиндра сводится к системе дифференциаль-
ных уравнений в частных производных с независимыми переменными r и t, для решения
которой применяется преобразование Лапласа по переменной t.

Получены аналитические выражения для напряжения, перемещения, температуры и
концентрации. Для вычисления обратного преобразования Лапласа используется числен-
ная процедура.

По мере удаления от границы полости значения всех физических величин стремятся

к нулю, что свидетельствует о существовании волновых фронтов. С увеличением време-
ни влияние теплового источника становится менее существенным. Следовательно, время
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Рис. 3. Зависимости u(ξ) (а), T (ξ) (б), C(ξ) (в), σ(ξ) (г) в случае, когда на
границе полости задана концентрация (обозначения те же, что на рис. 1)

имеет большее значение при описании физических величин. В среде, имеющей большую
протяженность, волновой фронт отсутствует.
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