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В данной работе исследуется и решается комбинированная начально-краевая задача для уравнения
теплопроводности. В постановке этой задачи выделены три интервала. Первый от 0 до T1 посвящен
нагреву камеры внутреннего сгорания, второй от T1 до T2 — охлаждению камеры и более медленному
охлаждению ее стенки и третий интервал посвящен естественному остыванию стенки камеры, в то
время как температура самой камеры совпадает с окружающей средой. Далее доказана применимость к
решению этой задачи преобразования Фурье по t, после применения которого основное уравнение сведено
к обыкновенному дифференциальному уравнению. Используя это уравнение, имеем решение обратной
граничной задачи для уравнения теплопроводности нелинейным методом проекционной регуляризации
и получена оценка погрешности приближенного решения.

DOI: 10.15372/SJNM20190106
Ключевые слова: оценка погрешности, модуль непрерывности, преобразование Фурье, некоррект-

ная задача.

Sidikova A.I. The study of an inverse boundary problem for the heat conduction
equation // Siberian J. Num. Math. / Sib. Branch of Russ. Acad. of Sci. –– Novosibirsk,
2019. –– Vol. 22, № 1.–– P. 81–98.

This paper is concerned with investigating and solving the mixed initial boundary value problem for
the heat conduction equation. The statement of the problem includes the three intervals: the first one
(from 0→ T1) describes heating the combustion chamber, the second (from T1 → T2) — cooling the chamber
and a slower cooling of its wall. Finally, the third interval describes natural cooling of the chamber wall when
the chamber has the temperature coinciding with that of environment. The validity of the application of
the Fourier transform with respect to this problem has been proved. This made possible to transform the
governing equation to the ordinary differential equation. By using the resulting equation, the inverse boundary
value problem for the heat conduction equation by applying the nonlinear method of projection regularization
was solved and the error of approximate solution was obtained.

Keywords: error estimation, modulus of continuity, Fourier transform, ill-posed problem.

1. Введение

Эффективность принятых практико-конструкторских и технологических решений во
многом зависит от глубины и достоверности изучения явлений теплообмена, от адекват-
ности модельных представлений теплофизических процессов, протекающих на поверх-
ностях раздела различных фаз, внутри материалов и конструкций [1]. При этом большое
значение придается экспериментальным исследованиям, стендовой и натуральной обра-
ботке тепловых режимов и, как следствие, созданию эффективных методов диагностики
и идентификации теплообменных процессов по результатам экспериментов и испытаний.
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Успешное применение методов обратных задач в тепловом моделировании и обра-
ботке результатов тепловых испытаний в значительной степени определяется глубиной
проработки математических вопросов, связанных с постановкой и алгоритмизацией за-
дач, выяснением специфических трудностей их решения [2–13].

В данной статье решается обратная граничная задача для комбинированной системы
уравнений. В ней процесс, происходящий внутри камеры сгорания, разделен на три ча-
сти: в первой от 0 до T1 происходит нагрев камеры, что приводит к неоднородной краевой
задаче, во второй от T1 до T2 — нагревание в камере прекращается и происходит есте-
ственное охлаждение камеры и более медленное охлаждение ее стенки, что приводит к
неоднородной краевой задаче с граничными условиями третьего рода, и последний про-
межуток, в котором температура камеры совпадает с температурой окружающей среды
и происходит естественное остывание ее стенки, что приводит к однородной краевой за-
даче третьего рода. Данная задача более адекватно отражает процесс, происходящий в
элементах теплонагруженных технических конструкций.

Хорошо известно, что удобным инструментом решения уравнений с частными произ-
водными являются преобразование Лапласа и преобразование Фурье по t. В силу некор-
ректности решаемой в статье задачи преобразование Лапласа не применимо, поскольку
сводит искомую задачу к другой некорректной задаче, а использование преобразования
Фурье сопряжено с трудностями, обусловленными его свойствами.

Кроме того, в силу постановки задачи необходимо было проверить дополнительно
точки стыковки функций q1(t), q2(t), q3(t) для получения оценки погрешности ‖qδ − q0‖.
Все вышесказанное потребовало подробного исследования прямой задачи.

Полученные результаты являются новыми. В частности новым является обоснова-
ние применимости преобразования Фурье по t в данной постановке обратной граничной
задачи.

Получено приближенное решение обратной граничной задачи нелинейным методом
проекционной регуляризации [14], а также получена точная по порядку оценка погреш-
ности полученного приближенного решения задачи.

2. Постановка прямой задачи на временном отрезке [0, T1]

∂u1(x, t)

∂t
=
∂2u1(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x < 1, 0 < t ≤ T1, (1)

u1(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (2)

∂u1(0, t)

∂x
= 0, 0 ≤ t ≤ T1, (3)

u1(1, t) = q1(t), 0 ≤ t ≤ T1. (4)

Предположим, что функция q1(t) такая, что

q1(t) ∈ H3[0, T1], q1(0) = q′1(T1) = q′′1(T1) = 0, (5)

нам дана, а функцию u1(x, t), удовлетворяющую условиям (1)–(5), требуется определить.
Решая задачу (1)–(4) методом разделения переменных, получим

u1(x, t) =
∞∑
n=0

Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx+ q1(t), (6)

где x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], а
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Cn(t) =
2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)
π

∫ t

0
q′1(τ)e

(
n+ 1

2

)2
π2τdτ. (7)

Лемма 1. Пусть q1(t) удовлетворяет условию (5). Тогда существует решение u1(x, t)
задачи (1)–(4) такое, что u1(x, t) удовлетворяет уравнению (1) на множестве
[0, 1)× (0, T ], начальному условию (2), граничным условиям (3) и (4), а также u1(x, t) ∈
C([0, 1]× [0, T ]) ∩ C2,1([0, 1)×[0, T ]).

Доказательство. Проинтегрировав правую часть формулы (7) по частям два раза,
получим

Cn(t) =
2(

n+ 1
2

)5
π5

∫ t

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(t−τ)dτ +

2(
n+ 1

2

)3
π3
q′1(t)−

[
2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t

(n+ 1
2

)3
π3

q′(0) +
2

(n+ 1
2

)5
π5
q′′1(t) +

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)5
π5

q′′1(0)

]
. (8)

Так как |Cn(t) cos
(
n+ 1

2

)
πx| ≤ |Cn(t)| для любого n, а из неравенства Коши–Буняков-

ского ∣∣∣∣∫ t

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(t−τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ‖q′′′1 (t)‖L2[0,T1]
1√

2
(
n+ 1

2

)
π
, (9)

то, ввиду (5), (8) и (9), для любого t ∈ [0, T1] и любого n

|Cn(t)| ≤
√

2‖q′′′1 (t)‖L2(
n+ 1

2

)6
π6

+
2(

n+ 1
2

)3
π3
q′1(t) +

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)3
π3

q′1(0) +
2(

n+ 1
2

)5
π5
q′′1(t) +

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)5
π5

q′′1(0). (10)

Из сходимости рядов
∑∞

n=1
1
n3 ,

∑∞
n=1

1
n5 и

∑∞
n=1

1
n6 и формул (8)–(10) по признаку

Вейерштрасса получим равномерную сходимость ряда (6) на [0, 1]× [0, T1].

Так как функция q′′′1 (τ)e

(
n+ 1

2

)2
π2τ ∈ L2[0, T1], то∫ t

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(t−τ)dτ = e−

(
n+ 1

2

)2
π2t
∫ t

0
q′′′1 (τ)e

(
n+ 1

2

)2
π2τdτ ∈ C[0, T1]. (11)

Таким образом, учитывая, что q1(t), q′1(t) и q′′1(t) ∈ C[0, T1], а также формулы (8) и
(11), получим Cn(t) ∈ C[0, T1]. С учетом последнего условия и равномерной сходимости
ряда (6) на [0, 1] × [0, T1] получим u1(x, T1) ∈ C([0, 1] × [0, T1]). Продифференцировав
функцию Cn(t) cos(n+ 1

2)πx по x и учитывая (10), будем иметь∣∣∣∣(Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx)′x

∣∣∣∣ ≤ √2‖q′′′1 (t)‖L2(
n+ 1

2

)5
π5

+
2q′1(t)(

n+ 1
2

)2
π2

+

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2(

n+ 1
2

)2
π2

q′1(0) +
2(

n+ 1
2

)4
π4
q′′(t) +

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)4
π4

q′′1(0).

Из сходимости рядов
∑∞

n=1
1
n2 ,

∑∞
n=1

1
n4 и

∑∞
n=1

1
n5 и предыдущего соотношения будет

следовать равномерная сходимость ряда
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∞∑
n=0

(
Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx

)′
x

на [0, 1]× [0, T1].

В результате с учетом (6) имеем

∂u1(x, t)

∂x
=

∞∑
n=0

(
Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx

)′
x

на [0, 1]× [0, T1] и
∂u1(x, t)

∂x
∈ C([0, 1]× [0, T1]).

Теперь перейдем к исследованию функции
∂2u1(x, t)

∂x2
.

Продифференцировав функцию Cn(t) cos
(
n + 1

2

)
πx по x дважды и используя (8),

получим(
Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx

)′′
xx

=
−2 cos

(
n+ 1

2

)
πx(

n+ 1
2

)3
π3

∫ t

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(t−τ)dτ −

2 cos
(
n+ 1

2

)
πx(

n+ 1
2

)
π

q′1(t) +
2e−
(
n+ 1

2

)2
π2(

n+ 1
2

)
π

q′1(0) cos

(
n+

1

2

)
πx+

2 cos
(
n+ 1

2

)
πx(

n+ 1
2

)3
π3

q′′1(t) +
2e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)3
π3

q′′1(0) cos

(
n+

1

2

)
πx.

Так как числовые ряды
∑∞

n=1
1(

n+ 1
2

)3
π3
,
∑∞

n=1 e
−
(
n+ 1

2

)2
π2

сходятся, то по признаку

Вейерштрасса функциональные ряды:

2
∞∑
n=0

∫ t

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(t−τ)dτ

(
cos(n+ 1

2)πx(
n+ 1

2

)3
π3

)
,

2
∞∑
n=0

e−
(
n+ 1

2

)2
π2(

n+ 1
2

)
π

cos

(
n+

1

2

)
πx,

2
∞∑
n=0

cos
(
n+ 1

2

)
πx(

n+ 1
2

)3
π3

q′′1(t),

2

∞∑
n=0

e−
(
n+ 1

2

)2
π2t(

n+ 1
2

)3
π3

cos

(
n+

1

2

)
πx

сходятся абсолютно и равномерно на [0, 1]× [0, T1].

Осталось проверить сходимость ряда
∑∞

n=0

cos
(
n+ 1

2

)
πx(

n+ 1
2

)
π

.

Для любого ε > 0 этот ряд по признаку Дирихле сходится равномерно на множестве
[0, 1−ε]. Так как для любого ε > 0 ряд

∑∞
n=0

(
Cn(t) cos

(
n+ 1

2

)
πx
)′′
xx

сходится равномерно
на [0, 1− ε]× [0, T1], а слагаемые этого ряда непрерывны, то

∂2u1(x, t)

∂x2
=

∞∑
n=0

(Cn(t) cos

(
n+

1

2

)
πx)′′xx,

∂2u1(x, t)

∂x2
∈ C([0, 1)× [0, T1]), 0 ≤ x < 1, 0 ≤ t ≤ T1.

Теперь исследуем функцию u1(x, T1).
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Лемма 2. Функция u1(x, T1), определенная формулами (6), (8), принадлежит про-
странству H4[0, 1].

Доказательство. Из (5), (6) и (8) следует, что

u1(x, T1) =
∞∑
n=0

Cn(T1) cos

(
n+

1

2

)
πx+ q1(T1),

где

Cn(T1) =
2(

n+ 1
2

)5
π5

∫ T1

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(T1−τ) dτ −

2e−
(
n+ 1

2

)2
π2T1(

n+ 1
2

)3
π3

q′1(0)− 2e−
(
n+ 1

2

)2
π2T1(

n+ 1
2

)5
π5

q′′1(0). (12)

Поскольку справедливы следующие условия:

∂u1(x, T1)

∂x
= −

∞∑
n=0

(n+ 1/2)πCn(T1) sin(n+ 1/2)πx,

∂2u1(x, T1)

∂x2
= −

∞∑
n=0

(n+ 1/2)2π2Cn(T1) cos(n+ 1/2)πx,

(13)
∂3u1(x, T1)

∂x3
=

∞∑
n=0

(n+ 1/2)3π3Cn(T1) sin(n+ 1/2)πx,

∂4u1(x, T1)

∂x4
=
∞∑
n=0

(n+ 1/2)4π4Cn(T1) cos(n+ 1/2)πx,

то из (12) и (13) по признаку Вейерштрасса следует равномерная сходимость указанных
рядов и, как следствие,

u1(x, T1),
∂u1(x, T1)

∂x
,

∂2u1(x, T1)

∂x2
и

∂3u1(x, T1)

∂x3
∈ C[0, 1]. (14)

Покажем, что
∂4u1(x, T1)

∂x4
∈ L2[0, 1]. Из (12) и (13) получим

(n+ 1/2)4π4Cn(T1) =
2(

n+ 1/2
)
π

∫ T1

0
q′′′1 (τ)e−(n+1/2)2π2(T1−τ) dτ −

2(n+ 1/2)πe−
(
n+1/2

)2
π2T1q′1(0)− 2e−(n+1/2)2π2T1

(n+ 1/2)π
q′′1(0).

Из (9) следует, что∣∣∣∣ 2(
n+ 1

2

)
π

∫ T1

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(T1−τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ √
2(

n+ 1
2

)2
π2
‖q′′′1 (t)‖L2[0,T1],

∞∑
n=0

∣∣∣∣ 2(
n+ 1

2

)
π

∫ T1

0
q′′′1 (τ)e−

(
n+ 1

2

)2
π2(T1−τ) dτ

∣∣∣∣ <∞.
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Второй ряд:

2q′(0)

∞∑
n=0

(
n+

1

2

)
πe−

(
n+ 1

2

)2
π2T1 <∞.

Третий ряд:

2q′′1(0)
∞∑
n=0

e−
(
n+ 1

2

)2
π2T1(

n+ 1
2

)
π

cos

(
n+

1

2

)
πx

сходится абсолютно и равномерно на [0, 1]× [0, T1]. Поэтому ∂4u1(x, T1)

∂x4
∈ L2[0, 1].

3. Продолжение прямой задачи (1)–(5)
на временной промежуток [T1, T2]

∂u2(x, t)

∂t
=
∂2u2(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x < 1, T1 ≤ t ≤ T2, (15)

u2(x, T1) = u1(x, T1) = f1(x), 0 ≤ x ≤ 1, (16)

∂u2(0, t)

∂x
= 0, T1 ≤ t ≤ T2, (17)

∂u2(1, t)

∂x
+ κu2(1, t) = κg2(t), T1 ≤ t ≤ T2, κ > 0, (18)

где g2(t) ∈ H3[T1, T2], g′2(T1) = g′′2(T1) = g2(T2) = g′2(T2) = g′′2(T2) = 0. Обозначим через
u2(1, t) = q2(t), T1 ≤ t ≤ T2.

Сделав замену u2(x, t) = g2(t)x
2 + U(x, t)− 2g2(t)

κ
, перейдем к следующей задаче:

∂U(x, t)

∂t
=
∂2U(x, t)

∂x2
+ 2g2(t)−

(
x2 − 2

κ

)
g′2(t), 0 ≤ x < 1, T1 ≤ t ≤ T2,

U(x, T1) = f(x)− g2(T1)x2 +
2g2(T1)

κ
, 0 ≤ x ≤ 1,

∂U(0, t)

∂x
= 0,

∂U(1, t)

∂x
+ κU(1, t) = 0, T1 ≤ t ≤ T2, κ > 0.

Решая данную задачу методом разделения переменных, получим

u2(x, t) =
∞∑
n=0

Sn(t) cosλnx+ g2(t)x
2 − 2g2(t)

κ
, 0 ≤ x ≤ 1, T1 ≤ t ≤ T2, (19)

где для любого n

Sn(t) = ane
−λ2n(t−T1) +

4λn
2λn + sin 2λn

∫ t

T1

[
(2g2(τ) +

2

κ
g′2(τ)− g′2(τ))

sinλn
λn

−

2g′2(τ)

λ2n
cosλn +

2

λ3n
g′2(τ) sinλn

]
e−λ

2
n(t−τ)dτ, (20)

an =
4λn

2λn + sin 2λn

∫ 1

0

(
f1(ξ)− g2(T1)ξ2 +

2g2(T1)

k

)
cosλnξ dξ,

а λn — это все положительные решения уравнения ctg λ =
λ

κ
.
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Тогда cosλ − λ

κ
sinλ = 0 и

(
1 +

λ2

κ2

)−1

2
cosλ − λ

κ

(
1 +

λ2

κ2

)−1

2
sinλ = 0. Обозначим:

sin γ =

(
1+

λ2

κ2

)−1

2
, cos γ =

λ

κ

(
1+

λ2

κ2

)−1

2
. Таким образом, sin(γ−λ) = 0 и, следовательно,

γ − λ = −πn.

В результате имеем sin(λn + πn) =

(
1 +

λ2
n

κ2

)−1

2
, а

λn = πn+ γn, (21)

где γn → +0 при n→∞, монотонно убывая. Из вышесказанного вытекает, что

| sin γn| ≤
κ

πn
. (22)

Из (22) следует существование чисел d1 и d2 >0 таких, что для любого n > 0

d1n ≤ λn ≤ d2n. (23)

Лемма 3. Числовой ряд
∑∞

n=0

∣∣∣∣ sinλnλn

∣∣∣∣ <∞.
Доказательство. Из (21) имеем

sinλn = sin(πn+ γn) = sinπn cos γn + sin γn cosπn = (−1)n sin γn, (24)

а из (22) и (24) имеем, что | sinλn| ≤
κ

πn
. Таким образом, получим

∣∣∣∣ sinλnλn

∣∣∣∣ ≤ κ

πnλn
.

Откуда, по признаку сравнения, следует утверждение леммы.

Интегрируя правую часть равенства (20) дважды по частям, получим

Sn(t) = ane
−λ2n(t−T1) +

8 sinλn
λ2n(2λn + sin 2λn)

[
g2(t)− g2(T1)e−λ

2
n(t−T1)

]
−

8 sinλn
λ2n(2λn + sin 2λn)

(
g′2(t)

λ2n
− e−λ

2
nt

λ2n

∫ t

T1

g′′2(τ)eλ
2
nτdτ

)
+

4

2λn + sin 2λn

[
2

κ

sinλn
λ2n

− sinλn
λ2n

− 2 cosλn
λ3n

+
2 sinλn
λ4n

]
g′2(t) +

4

2λn + sin 2λn
×[

sinλn
λ2n

− 2 sinλn
κλ2n

+
2 cosλn
λ3n

− 2 sinλn
λ4n

](
g′′(t)

λ2n
− e−λ

2
nt

λ2n

∫ t

T1

g′′′2 (τ)e−λ
2
nτdτ

)
, (25)

an =
4 sinλn

2λn + sin 2λn

2g2(T1)

κ
− 4g2(T1)

2λn + sin 2λn

[
sinλn +

2 cosλn
λn

− 2 sinλn
λ2n

]
+

4λn
2λn + sin 2λn

∫ 1

0
f1(ξ) cosλnξ dξ. (26)

Исследуем функцию u2(x, T2).

Лемма 4. Функция u2(x, T2), определенная формулами (19), (25) и (26), принадлежит
пространству H4[0, 1].
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Доказательство. Из (19), (25) следует, что

u2(x, T2) =
∞∑
n=0

Sn(T2) cosλnx,

где

Sn(T2) = − 8g2(T1) sinλn
λ2n(2λn + sin 2λn)

e−λ
2
n(T2−T1) +

8 sinλn
λ4n(2λn + sin 2λn)

∫ T2

T1

g′′2(τ)e−λ
2
n(T2−τ) dτ−

4

λ2n(2λn + sin 2λn)

[
sinλn
λ2n

− 2 sinλn
κλ2n

+
2 cosλn
λ3n

− 2 sinλn
λ4n

]
×

∫ T2

T1

g′′′2 (τ)e−λ
2
n(T2−τ) dτ. (27)

Так как справедливы равенства:

∂u2(x, T2)

∂x
= −

∞∑
n=0

Sn(T2)λn sinλnx,
∂2u2(x, T2)

∂x2
= −

∞∑
n=0

Sn(T2)λ
2
n cosλnx,

(28)
∂3u2(x, T2)

∂x3
= −

∞∑
n=0

Sn(T2)λ
3
n sinλnx,

∂4u2(x, T2)

∂x4
= −

∞∑
n=0

Sn(T2)λ
4
n cosλnx,

то u2(x, T2),
∂u2(x, T2)

∂x
,
∂2u2(x, T2)

∂x2
,
∂3u2(x, T2)

∂x3
∈ C[0, 1]. Покажем, что

∂4u2(x, T2)

∂x4
∈ L2[0, 1].

Из (27) и (28) имеем

λ4nSn(T2) = −8λ2ng2(T1) sinλn
2λn + sin 2λn

e−λ
2
n(T2−T1) +

8 sinλn
2λn + sin 2λn

∫ T2

T1

g′′2(τ)e−λ
2
n(T2−τ) dτ −

4

2λn + sin 2λn

[
sinλn −

2 sinλn
κ

+
2 cosλn
λn

− 2 sinλn
λ2n

]
×

∫ T2

T1

g′′′2 (τ)e−λ
2
n(T2−τ)dτ. (29)

Так как 2 sinλn
κ
− 2 cosλn

λn
= 0, а из неравенства Коши–Буняковского имеем

∣∣∣∣∫ T2

T1

g′′2(τ)e−λ
2
n(T2−τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ ‖g′′2(τ)‖L2[T1;T2]
1√
2λn

,∣∣∣∣∫ T2

T1

g′′′2 (τ)e−λ
2
n(T2−τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ ‖g′′′2 (τ)‖L2[T1;T2]
1√
2λn

,

то
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∞∑
n=0

∣∣∣∣ 8 sinλn
2λn + sin 2λn

∫ T2

T1

g′′2(τ)e−λ
2
n(T2−τ)dτ

∣∣∣∣ <∞,
∞∑
n=0

∣∣∣∣ 4

2λn + sin 2λn

[
sinλn −

2 sinλn
λ2n

] ∫ T2

T1

g′′′2 (τ)e−λ
2
n(T2−τ)dτ

∣∣∣∣ <∞.
Пользуясь признаком Вейерштрасса, получим сходимость оставшегося ряда в фор-

муле (29). Таким образом, u2(x, T2) ∈ H4[0, 1].

4. Продолжение прямой задачи (15)–(18)
на временной промежуток [T2,∞)

∂u3(x, t)

∂t
=
∂2u3(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x < 1, t > T2, (30)

u3(x, T2) = u2(x, T2) = f2(x), 0 ≤ x ≤ 1, (31)

∂u3(0, t)

∂x
= 0, t ≥ T2, (32)

∂u3(1, t)

∂x
+ κu3(1, t) = 0, t ≥ T2, κ > 0. (33)

Решая задачу (30)–(33) методом разделения переменных, получим

u3(x, t) =
∞∑
n=0

Ane
−λ2n(t−T2) cosλnx, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ T2, (34)

где для любого n

An =
4λn

2λn + sin 2λn

∫ 1

0
f2(x) cosλnx dx, (35)

а λn — это все положительные решения уравнения ctg λ =
λ

κ
.

Лемма 5. Пусть An определено формулой (35). Тогда

An =
4λn

2λn + sin 2λn

{
1

λ4n

[∫ 1

0
f
(4)
2 (x)(x) cosλnx dx− f ′′′2 (1) sinλn

]
− 1

λ3n
f ′′′2 (1) sinλn

}
,

где f (4)2 (x) — четвертая производная по x от функции f2(x).

Доказательство. Так как An определяется формулой (35), то проинтегрировав∫ 1
0 f2(x) cosλnx dx по частям два раза, получим∫ 1

0
f2(x) cosλnx dx =

sinλn
λ2n

[
λnf2(1) +

λn
κ
f ′2(1)

]
− 1

λ2n

∫ 1

0
f ′′2 (x) cosλnx dx.

Ввиду того, что

sinλn
λ2n

[
λnf2(1) +

λn
κ
f ′2(1)

]
=

sinλn
κλn

[f ′2(1) + κf2(1)],

с учетом (33) имеем f ′2(1) + κf2(1) = 0. В результате получим
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∫ 1

0
f2(x) cosλnx dx = − 1

λ2n

∫ 1

0
f ′′2 (x) cosλnx dx.

Проинтегрировав правую часть предыдущего равенства по частям дважды, получим∫ 1

0
f2(x) cosλnx dx =

1

λ4n

[∫ 1

0
f
(4)
2 (x) cosλnx dx− f ′′′2 (1) sinλn

]
− 1

λ3n
f ′′2 (1) sinλn.

Из лемм 4 и 5 следует, что
∑∞

n=0 |λn|2|An| <∞, откуда с учетом (34) получим

∂u3(1, t)

∂t
= −

∞∑
n=0

λ2nAne
−λ2n(t−T2) cosλn, (36)

∂u3(1, t)

∂t
∈ C(T2,∞) и существует lim

t→T2−0

∂u3(1, t)

∂t
<∞. (37)

Обозначим q3(t) = u3(1, t). Из (36) и (37) следует, что q3(t) ∈ H1[T2,∞).

Лемма 6. Пусть функция ∂u3(1, t)

∂t
определена формулой (36). Тогда существует d3>0

такое, что для любого t ≥ T + 1∣∣∣∣∂u3(1, t)∂t

∣∣∣∣ ≤ d3e−(t−T−1) +A0e
−λ20(t−T2).

Доказательство. Из (35) и (36) следует∣∣∣∣∂u3(1, t)∂t

∣∣∣∣ ≤ d3 ∞∑
n=0

λ2ne
λ2n(t−T2),

где d3 — некоторое число.
Предположим, что t ≥ T + 1, а n > 0, тогда

λ2ne
−λ2ne−λ

2
n(t−T2−1) ≤ λ2ne−λ

2
ne−(t−T2−1).

Из (23) следует, что при n > 0

λ2ne
−λ2n ≤ d2n2

[
e−d

2
1

]n
. (38)

Из (38) следует, что
∑∞

n=1 n
2[e−d

2
1 ]n < ∞, и потому существует число d4 такое, что для

любого t ≥ T2 + 2 ∣∣∣∣∂u3(1, t)

∂t

∣∣∣∣ ≤ d4e−(t−T2−1) +A0e
−λ20(t−T2).

Из формулы (37) и леммы 6 следует, что

∂u3(1, t)

∂t
∈ C[T2,∞) ∩ L1[T2,∞) ∩ L2[T2,∞).

Теперь исследуем поведение ∂u3(x, t)

∂t
.

Из формулы (19) следует, что
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∂u3(x, t)

∂t
= −

∞∑
n=0

λ2nAne
−λ2n(t−T2) cosλnx, (39)

где на основании леммы 5,

λ2nAn =
4λn

2λn + sin 2λn

{
1

λ2n

[∫ 1

0
f
(4)
2 cosλnx dx− f ′′′2 (1) sinλn

]
− 1

λn
f ′′2 (1) sinλn

}
. (40)

Из (23), (40) и леммы 4 следует, что ряд
∑∞

n=0 λ
2
n|An| <∞, и тогда по признаку Вейер-

штрасса ряд, стоящий в правой части формулы (39), сходится равномерно на множестве
[T2,∞), и потому справедлива формула

∂u3(x, t)

∂t
∈ C([0, 1)× [T2,∞)). (41)

Теперь оценим скорость убывания функций

u3(x, t),
∂u3(x, t)

∂x
,

∂2u3(x, t)

∂x2
при t→∞.

Из (19) и (20) следует для любого ε > 0 существование числа d5(ε) такого, что для
любого t ≥ T2 + 2 и любого x ∈ [0, 1− ε]

sup
0≤x≤1

{
|u3(x, t)|,

∣∣∣∣∂u3(x, t)∂x

∣∣∣∣, ∣∣∣∣∂2u3(x, t)∂x2

∣∣∣∣} ≤ d5(ε) ∞∑
n=1

λ2ne
−λ2ne−(t−T2−1)

. (42)

Так как из (23) следует, что

e−λ
2
n ≤ [ed

2
1 ]−n, (43)

то из (42) и (43) следует существование числа d6(ε) = d5(ε)
∑∞

n=1 λ
2
ne
−λ2n такого, что для

любого t ≥ T2 + 2 и для любого x ∈ [0, 1− ε]

sup
0≤x≤1

{
|u3(x, t)|,

∣∣∣∣∂u3(x, t)∂x

∣∣∣∣, ∣∣∣∣∂2u3(x, t)∂x2

∣∣∣∣} ≤ d6(ε)e−(t−T2−1).
Введем обозначения:

q(t) =


q1(t), t ∈ [0, T1],

q2(t), t ∈ [T1, T2],

q3(t), t > T2,

и u(x, t) =


u1(x, t), t ∈ [0, T1],

u2(x, t), t ∈ [T1, T2],

u3(x, t), t > T2,

x ∈ [0, 1]. (44)

Тогда из (41), (44) для любого ε > 0 следует, что существование функции χε(t) такой,
что для любого t ≥ 0

sup
0≤x≤1−ε

{
|u(x, t)|,

∣∣∣∣∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣, ∣∣∣∣∂2u(x, t)

∂x2

∣∣∣∣} ≤ χε(t), (45)

где



92 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2019. Т. 22, №1

χε(t) =

{
d7(ε), 0 ≤ t ≤ T + 2,

d6(ε)e
−(t−T−1), t > T + 2.

Так как χε(t) ∈ L1[0,∞), то для комбинированной прямой задачи (1)–(5), (15)–(18) и
(30)–(33) применимо преобразование Фурье по t.

Из леммы 1 и формулы (45) следует

Теорема 1. Пусть Φ(t) ∈ C(−∞,∞) и ограничена на этой прямой. Тогда справедливы
соотношения∫ ∞
−∞

∂u(x, t)

∂x
Φ(t) dt=

∂

∂x

[∫ ∞
−∞

u(x, t)Φ(t) dt

]
,

∫ ∞
−∞

∂2u(x, t)

∂x2
Φ(t) dt=

∂2

∂x2

[∫ ∞
−∞

u(x, t)Φ(t) dt

]
.

5. Постановка обратной граничной задачи

Предположим, что функция q(t), используемая в комбинированной задаче (1)–(5),
(15)–(18), (30)–(33), неизвестна, а вместо нее дана функция f(t) = u(x0, t), где x0 ∈ (0, 1),
t ≥ 0.

Предположим, что при f(t) = f0(t) существует функция q0(t) ∈ H1[0,∞) такая, что
при подстановке ее в граничное условие задачи (1)–(5), (15)–(18), (30)–(33) получим
решение u0(x, t) этой задачи такое, что

u0(x0, t) = f0(t), (46)

но функция f0(t) нам неизвестна, а вместо нее даны fδ(t) и δ > 0 такие, что

‖fδ(t)− f0(t)‖L2[0,∞) ≤ δ. (47)

Требуется, используя исходные данные fδ(t) и δ обратной граничной задачи (1)–(3),
(15)–(18), (30)–(33), (46) и (47), найти ее приближенное решение qδ(t) и получить оценку
погрешности ‖qδ(t)− q0(t)‖L2[0,∞).

6. Решение нелинейным методом проекционной
регуляризации обратной граничной задачи
(1)–(3), (15)–(18), (30)–(33), (46) и (47)

Пусть H = L2(−∞;∞) + iL2(−∞;∞) — пространство над полем комплексных чисел,
а множество Mr ⊂ H и определено формулой

Mr =

{
q(t) : q(t) ∈ H,

∫ +∞

0
|q(t)|2dt+

∫ +∞

0
|q′(t)|2dt ≤ r2

}
,

где r — известное положительное число.
Для решения задачи (1)–(3), (15)–(18), (30)–(33), (46) и (47) введем оператор F , дей-

ствующий из H в H и называемый преобразованием Фурье:
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q̂(σ) = F [q(t)] =
1√
2π

∫ +∞

0
q(t)e−iσtdt, σ ∈ R, q(t) ∈ H

⋂
L1[0,∞),

L1[0,∞) — пространство над полем комплексных чисел.
Обозначим через F расширение оператора F до пространства H. Из теоремы План-

шереля следует, что оператор F изометрично отображает H на H.
Пусть q̂(σ) ∈ H, тогда имеет место формула

F
−1

[q̂(σ)] =
1√
2π

lim
N→∞

∫ N

−N
q̂(σ)eitσ dσ, −∞ < t <∞,

где предел понимается в смысле среднеквадратичной сходимости.
Из теоремы 1 следует применимость преобразования Фурье к решению задачи (1)–(3),

(15)–(18), (30)–(33).
Используя преобразование F , сведем задачу (1)–(3), (15)–(18), (30)–(33) к следующей:

∂2û(x, σ)

∂x2
= iσû(x, σ), x ∈ (0, 1), −∞ < σ <∞, (48)

∂û(0, σ)

∂x
= 0, û(x0, σ) = f̂(σ), −∞ < σ <∞, (49)

где
û(x, σ) = F [u(x, t)], f̂(σ) = F [f(t)].

Решения (48), (49) имеют вид

û(x, σ) =

D1(σ)eµ0
√
σx +D2(σ)e−µ0

√
σx, σ ≥ 0,

D1(σ)e−µ0
√
|σ|x +D2(σ)eµ0

√
|σ|x, σ < 0,

где µ0 =
1√
2
(1+i), µ0 = 1√

2
(1−i), D1(σ) и D2(σ) — функции, удовлетворяющие условиям

(46) и (49).
Используя условие û(1, σ) = q̂(σ), получим

q̂(σ) =


chµ0

√
σ

chµ0
√
σx0

f̂(σ), σ ≥ 0,

chµ0
√
|σ|

chµ0
√
|σ|x0

f̂(σ), σ < 0.

Таким образом, задача (48), (49) сведется к уравнению

Aq̂(σ) = f̂(σ), −∞ < σ <∞. (50)

Пусть f̂0(σ) = F [f0(t)], f̂δ(σ) = F [fδ(t)], тогда

‖f̂δ(σ)− f̂0(σ)‖H ≤ δ. (51)

Обозначим через M̂r множество из H такое, что M̂r ⊃ F [Mr] и
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M̂r =

{
q̂(σ) : q̂(σ) ∈ H,

∫ ∞
−∞

(1 + σ2)|q̂(σ)|dσ ≤ 2r2
}
. (52)

Из того, что q0(t) ∈Mr, будет следовать, что q̂0(σ) ∈ M̂r.
Для решения задачи (50)–(52) используем регуляризующее семейство операторов,

определяемое формулой

q̂αδ (σ) = Pαf̂δ(σ) =



chµ0
√
σ

chµ0
√
σx0

f̂δ(σ), 0 ≤ σ ≤ α,

chµ0
√
|σ|

chµ0
√
|σ|x0

f̂δ(σ), −α ≤ σ < 0,

0, |σ| > α.

(53)

Для выбора параметра регуляризации α̂ = α̂(f̂δ, δ) в формуле (53) по исходным дан-
ным (f̂δ, δ) используем уравнение ‖Aq̂αδ (σ)− f̂δ(σ)‖2 = 16δ2.

Определим приближенное решение уравнения (50) формулой q̂δ(σ) = q
α̂(f̂δ,δ)
δ (σ).

Из теоремы, сформулированной в [14, с. 284], следует

‖q̂δ(σ)− q̂0(σ)‖ ≤ 7ω(δ, r), (54)

ω(δ, r) = {‖q̂(σ)‖ : q̂(σ) ∈ M̂r, ‖Aq̂(σ)‖ ≤ δ}.
Пусть {Pα̂(f̂δ,δ) : 0 < δ ≤ δ0} — метод приближенного решения уравнения (50) на

классе M̂r. Тогда для любого δ ∈ (0, δ0] введем количественную характеристику точности
этого метода на множестве M̂r:

∆δ

[
Pα̂(f̂δ,δ)

]
= sup

f̂0,f̂δ

{‖Pα̂(f̂δ,δ)f̂δ(σ)−q̂0(σ)‖ : q̂0(σ) ∈ M̂r, f̂δ(σ) ∈ H, ‖f̂δ(σ)−Aq̂0(σ)‖ ≤ δ}.

Из теоремы, доказанной в [13], следует справедливость оценки

∆δ

[
Pα̂(f̂δ,δ)

]
≥ ω(δ, r). (55)

Пусть

Θ2(α) = sup

{∫ ∞
α
|q̂0(σ)|2dσ +

∫ −α
−∞
|q̂0(σ)|2dσ : q̂0(σ) ∈ M̂r

}
. (56)

Из (52) и (56) получаем, что Θ2(α) = 2r2

1+α2 при условии q̂0(σ) ∈ M̂r.

Лемма 7. Пусть α0 =
1

2x20
ln2 2. Тогда при α ≥ α0 справедливо соотношение

1

4
e(1−x0)

√
α
2 ≤ ‖Pα‖ ≤ 4e(1−x0)

√
α
2 .

Доказательство леммы следует из определения нормы оператора.
Следуя лемме [15, лемма 2], для вычисления модуля непрерывности ω(δ, r) необходи-

мо решить уравнение
rαG(α) = δ. (57)
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После чего решение α(δ) этого уравнения подставить в функцию G(α), определяемую
параметрически формулами

G̃(β) =
1√

1 + β2
, α = e

(x0−1)
√
β
2 . (58)

Тогда из (57) и (58) будет следовать, что

ω(δ, r) = rG(α(δ)). (59)

Таким образом, из (54), (58) и (59) получим оценку

‖q̂δ(σ)− q̂0(σ)‖ ≤ 7rG(α(δ)). (60)

Для упрощения оценки (60) рассмотрим два уравнения:

e(x0−1)
√

α
2 =

r

δ
, e2(x0−1)

√
α
2 =

r

δ
. (61)

Решения уравнений (61) обозначим через α1(δ) и α2(δ) соответственно.
Тогда из (57), (61) получим, что при достаточно малых значениях δ, определяемых

α(δ), справедливы соотношения

α2(δ) ≤ α(δ) ≤ α1(δ),

где α1(δ) =
2

(x0 − 1)2
ln2 r

δ и α2(δ) =
1

2(x0 − 1)2
ln2 r

δ
, а из предыдущего неравенства

α(δ) ∼ ln2 δ при δ → 0.

Из теоремы, доказанной в [15], следует, что

G(α2(δ)) ≤ G(α(δ)) ≤ G(α1(δ)), (62)

где

G(α1(δ)) =
4√

1 + 4
(x0−1)4 ln4 δ

G(α2(δ)) =
1

4
√

1 + 1
4(x0−1)4 ln4 δ

.

Из (55) получаем, что оценка является точной по порядку, т. е.

sup
{
‖q̂α(δ)δ (σ)− q̂0(σ)‖ : q̂0(σ)∈M̂r, ‖f̂δ(σ)− f̂0(σ)‖≤δ

}
≥ r

4
√

1 + 1
4(x0−1)4 ln4 r

δ

. (63)

Из леммы 7, (60), (62) и (63) следует

Теорема 2. Для метода {Pα̂(f̂δ,δ) : 0 < δ ≤ δ0} имеет место точная по порядку
оценка погрешности

r

4
√

1 + 1
4(x0−1)4 ln4 δ

≤ ∆δ[Pα̂(f̂δ,δ)] ≤
74r√

1 + 4
(x0−1)4 ln

4δ
.
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Применяя к q̂δ(σ) преобразование

qδ(t) =

{
Re
[
F
−1

[q̂δ(σ)
]
, t ≥ 0,

0, t < 0,

где F−1 — обратное преобразование Фурье, получим приближенное решение qδ(t) обрат-
ной задачи (1)–(3), (15)–(18), (30)–(33).

Таким образом, для приближенного решения qδ(t) задачи (1)–(3), (15)–(18), (30)–(33)
будет справедлива точная по порядку оценка погрешности

‖qδ(t)− q0(t)‖ ≤
28r√

1 + 4
(x0−1)4 ln4 δ

.

7. Заключение

В данной статье используется конструкция, максимально приближенная к реальной,
т. е. процесс нагрева границы объекта разделен на три интервала. Первый — нагрева-
ние границы. Второй и третий — прекращение нагрева и свободное охлаждение стен-
ки объекта. При этом детально исследуются точки стыковки различных интервалов и
доказательство принадлежности искомой граничной функции классу H1[0,∞). Все это
позволяет использовать для решения задачи преобразование Фурье и, как следствие,
получение оценки погрешности решения.
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