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Аналитически исследована задача о течении и теплообмене степенной неньютоновской
жидкости в пограничном слое на движущейся пористой бесконечной плоской пластине
при наличии вязкой диссипации, тепловыделения или теплопоглощения. Предполага-
ется, что уравнения энергии и импульса связаны коэффициентом трения для внутрен-
них напряжений, введено предположение относительно коэффициента теплопроводно-
сти. Показано, что точные аналитические решения уравнений для скорости и темпе-
ратуры существуют только для псевдопластической жидкости при наличии отсоса на
поверхности. Исследовано влияние параметра отсоса, числа Эккерта, параметра тепло-
выделения или теплопоглощения на скорость и температуру, а также на коэффициент
поверхностного трения и число Нуссельта.
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Введение. Течение и теплопередача от движущейся поверхности, возникающие
в неподвижной жидкости, используются в различных производственных процессах, таких
как горячая прокатка, волочение проволоки, непрерывное литье, производство бумаги, экс-
трузия металлических, стеклянных или полимерных материалов и т. д. В работах [1, 2]
начато исследование течения в пограничном слое на сплошной твердой поверхности, пере-
мещающейся с постоянной скоростью. В [3] с учетом тепломассообмена в пограничном слое
задача, рассмотренная в [1, 2], обобщена на случай, когда поперечная скорость жидкости
на движущейся поверхности отлична от нуля. В работе [4] экспериментально подтвержде-
ны результаты [1, 2] и исследованы эффекты теплопередачи на движущейся пластине с
постоянными скоростью и температурой на поверхности. В [5] изучена задача о вынуж-
денной конвекции и теплопередаче при наличии вдува или отсоса на плоской пластине,
непрерывно перемещающейся в неподвижной или движущейся жидкости. Задача тепло-
проводности в пограничном слое на полубесконечной плоской пластине, перемещающейся
с постоянной скоростью в свободном потоке, рассмотрена в [6]. В работе [7] численно иссле-
дован перенос импульса и тепла в потоке несжимаемой вязкой жидкости на движущейся

плоской поверхности.
Во всех перечисленных выше работах исследовалось течение ньютоновской жидкости.

Однако многие жидкости, такие как расплавленные пластмассы, полимеры, типографская
краска, продукты питания и т. д., по своим характеристикам являются неньютоновски-
ми. Начиная с 70-х гг. XX в. интерес к изучению течения и особенностей теплопередачи
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неньютоновских жидкостей (например, полимерных расплавов и растворов) значитель-
но возрос, что обусловлено их использованием в различных отраслях промышленности.
В работе [8] впервые изучено течение в пограничном слое неньютоновской жидкости. Ав-
томодельные решения получены в работах [9–13] и др. В [14, 15] изучен эффект вдува на
плоской пластине в поток степенной неньютоновской жидкости. В работе [16] представ-
лен класс асимптотических решений уравнений течения степенных жидкостей на плоской

пластине при наличии отсоса.
Вынужденная конвекция степенных неньютоновских жидкостей на плоской пластине

изучалась в работе [17]. В [18] для решения задачи переноса импульса и тепла в погранич-
ном слое на поверхности, движущейся в степенной жидкости, применен метод разложения
в ряд Мерк — Чао. В работе [19] с использованием ряда Мерк — Чао исследована задача

переноса импульса и тепла в степенной жидкости с произвольным вдувом (отсосом) на
движущейся границе. Перенос импульса и тепла на поверхности, движущейся в степенной
жидкости, изучен в работе [20]. В [21] рассмотрена задача о степенных неньютоновских
жидкостях на непрерывно растягивающейся поверхности. Проблема стационарного тече-
ния неньютоновской жидкости за бесконечной пористой плоской пластиной при наличии

отсоса проанализирована в работе [22]. В [23] исследован поток электропроводящей сте-
пенной жидкости в присутствии однородного поперечного магнитного поля на растягива-
ющейся пластине. В [24] с использованием метода последовательных приближений ана-
литически изучено течение в ламинарном пограничном слое степенной неньютоновской

жидкости над непрерывно движущейся поверхностью при наличии поперечного магнит-
ного поля. В работе [25] решена задача о течении и теплопередаче электропроводящей сте-
пенной неньютоновской жидкости с низкой электрической проводимостью на непрерывно

движущейся бесконечной пористой пластине в присутствии однородного магнитного поля.
Насколько известно авторам данной работы, задача о течении и теплопередаче в погранич-
ном слое степенной неньютоновской жидкости на непрерывно движущейся проницаемой

поверхности при наличии вязкой диссипации и тепловыделения ранее не рассматривалась.
Целью данной работы является изучение влияния параметра отсоса и параметра теп-

ловыделения или теплопоглощения на скорость и температуру, а также на коэффициент
поверхностного трения и число Нуссельта.

1. Постановка задачи. Рассмотрим плоскую пластину, которая при фиксированной
температуре Ts движется с постоянной скоростью us из щели в неподвижную степенную

неньютоновскую жидкость, температура которой равна T∞. Физическая модель и система
координат показаны на рис. 1. Начало координат расположено в щели, x, y — декартовы

координаты вдоль и поперек поверхности соответственно.
Предполагается, что жидкость обладает транспортными свойствами [26–33]:

τij = −Pδij + K|I2/2|(n−1)/2eij ; (1)

q = −κ|I2/2|(n−1)/2 grad T.

vs
us

x

y

Рис. 1. Геометрия потока и система координат
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Здесь τij , eij — тензоры напряжения и скоростей деформации; δij — единичный тензор;
I2 — второй инвариант тензора скоростей деформации; P , T — давление и температура

жидкости; q — тепловой поток; κ — модифицированный коэффициент теплопроводности;
K > 0 — показатель консистенции жидкости; n > 0 — реологический индекс, известный
как индекс показателя степени. При n = 1 уравнение (1) сводится к конститутивному
уравнению для вязкой ньютоновской жидкости с K = µ (µ — динамическая вязкость).
Жидкости, для которых n < 1, называются псевдопластическими, жидкости, для которых
n > 1, — дилатантными.

С учетом эффектов вязкой диссипации, тепловыделения или теплопоглощения основ-
ные уравнения задачи можно записать в виде
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где u, v — компоненты скорости в направлениях x и y соответственно; ρ — плотность

жидкости; Q — скорость внутреннего тепловыделения или поглощения на единицу объема;
α = κ/(ρcp) — температуропроводность; cp — удельная теплоемкость при постоянном

давлении. Так как пластина предполагается бесконечной, все производные по x исчезают:

dv
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= 0; (2)
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(3)

Граничные условия для уравнений (2), (3) имеют вид

y = 0: u = us, T = Ts, y →∞: u → 0, T = T∞.

Решением уравнения (2) является соотношение

v = −vs, (4)

где vs > 0 — постоянная, направленная по нормали к пластине скорость.
Введем следующие безразмерные переменные:

f =
u

us
, c =

vs

us
, θ =

T

T∞
, η =

ρ1/nu
(2−n)/n
s

K1/n
y. (5)

Зависимость скорости внутреннего тепловыделения или теплопоглощения от простран-
ственной координаты можно принять в форме

Q = Q0 e−η . (6)

Подставляя (4)–(6) в (3), получим следующие безразмерные уравнения:

d
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= 0; (7)
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+ γ e−η = 0. (8)
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Здесь Pr = µcp/κ — неньютоновское число Прандтля; Ec = u2
s/(cpT∞) — число Эккерта;

постоянная c — параметр отсоса; γ = Q0K
(n+1)/n/(κT∞ρ(n+1)/nu

2/n
s ) — параметр тепло-

выделения (γ > 0) или поглощения (γ < 0).
Запишем граничные условия уравнений (7), (8) в безразмерном виде

η = 0: f = 1, θ = θr, η →∞: f → 0, θ → 1. (9)

Здесь θr = Ts/T∞.
Напряжение сдвига на поверхности определяется по формуле

τs =
(
K

∣∣∣du

dy

∣∣∣n−1du

dy

)
y=0

.

В безразмерных переменных выражение для коэффициента трения имеет вид

Cf = 2τs/(ρu2
s) = 2|f ′(0)|n. (10)

Тепловой поток на пластине равен

qs = −κ
dT

dy

∣∣∣
y=0

,

число Нуссельта определяется выражением

Nu = −θ′(0).

2. Точные решения уравнений импульса и энергии. Интегрируя уравнение (7)
с учетом граничных условий (9), получаем

f = (a(η + c2))
n/(n−1)/c, (11)

где c2 = n/((1− n)c1/n); a = c(1− n)/n; 0 < n < 1.
Подставляя (11) в (8), получаем уравнение энергии в окончательном виде

d2θ

dη2
(a(η + c2)) + (a + c Pr)

dθ

dη
+ Ec Pr(a(η + c2))

(n+1)/(n−1) + γ e−η = 0. (12)

В результате интегрирования уравнения (12) с граничными условиями (9) при θr = 2
имеем

θ =
{
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a
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+ 2n ec2(2na + (n− 1)p)γΓ(p/a, c2)− 2n ec2(2na + (n− 1)p)γΓ(p/a, η + c2)
]}

/

/[2an(2an + (n− 1)p)].

Здесь p = c Pr; b = Pr Ec; Γ — гамма-функция.
3. Обсуждение результатов. На рис. 2–6 представлены распределения скорости и

температуры при различных значениях c, n, Pr, γ, Ec и θr = 2. На рис. 2, 3 показано вли-
яние параметра отсоса c на распределение скорости и температуры при n = 0,8. Видно,
что при наличии отсоса на границе толщина гидродинамического и теплового погранич-
ных слоев уменьшается, что приводит к уменьшению скорости и температуры жидкости.
На рис. 4 представлены профили температуры в зависимости от неньютоновского числа
Прандтля Pr. Видно, что с увеличением значения Pr температура уменьшается. Полу-
ченные результаты подтверждают экспериментальные данные, согласно которым с уве-
личением Pr толщина теплового пограничного слоя уменьшается. Из рис. 5, на котором
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Рис. 2. Распределение скорости при различных значениях c (n = 0,8):
1 — c = 0,5; 2 — c = 1; 3 — c = 1,5; 4 — c = 2

Рис. 3. Распределение температуры при различных значениях c (n = 0,8, γ = 0,5,
Pr = 3, Ec = 0,1):
1 — c = 0,5; 2 — c = 1; 3 — c = 1,5; 4 — c = 2
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Распределение температуры при различных значениях Pr (n = 0,8, γ = 0,5,
c = 1, Ec = 0,1):
1 — Pr = 1; 2 — Pr = 3; 3 — Pr = 7

Рис. 5. Распределение температуры при различных значениях Ec (n = 0,8, γ = 0,5,
Pr = 3, c = 1):
1 — Ec = 0,1; 2 — Ec = 0,3; 3 — Ec = 0,5
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Рис. 6. Распределение температуры при различных значениях γ (n = 0,8, Ec = 0,5,
Pr = 3, c = 1):
1 — γ = −0,3; 2 — γ = −0,2; 3 — γ = 0; 4 — γ = 0,5; 5 — γ = 1; 6 — γ = 2

Значения −θ′(0) и |f ′(0)|n при различных значениях n, c, Pr, γ, Ec

n c Ec Pr γ |f ′(0)|n −θ′(0)

0,6 2,0 0,1 3 0,5 2,0 8,2545
0,7 2,0 0,1 3 0,5 2,0 6,9987
0,8 2,0 0,1 3 0,5 2,0 6,1839
0,9 2,0 0,1 3 0,5 2,0 5,6167
0,8 0,5 0,1 3 0,5 0,5 0,7778
0,8 1,0 0,1 3 0,5 1,0 2,3500
0,8 1,5 0,1 3 0,5 1,5 4,1777
0,8 2,0 0,1 3 0,5 2,0 6,1839
0,8 1,0 0,1 3 0,5 1,0 2,3500
0,8 1,0 0,3 3 0,5 1,0 2,0500
0,8 1,0 0,5 3 0,5 1,0 1,7500
0,8 1,0 0,1 1 0,5 1,0 0,4500
0,8 1,0 0,1 3 0,5 1,0 2,3500
0,8 1,0 0,1 7 0,5 1,0 6,1466
0,8 1,0 0,5 3 −0,3 1,0 2,5500
0,8 1,0 0,5 3 −0,2 1,0 2,4500
0,8 1,0 0,5 3 0 1,0 2,2500
0,8 1,0 0,5 3 0,5 1,0 1,7500
0,8 1,0 0,5 3 1,0 1,0 1,2500
0,8 1,0 0,5 3 2,0 1,0 0,2500

показана зависимость температуры от числа Эккерта Ec, следует, что в случае, когда
учитывается вязкая диссипация, температура жидкости выше. На рис. 6 приведены про-
фили температуры в зависимости от параметра тепловыделения или теплопоглощения γ.
Видно, что в случае тепловыделения (γ > 0) с увеличением значения γ температура уве-
личивается, в то время как в случае теплопоглощения (γ < 0) с увеличением абсолютного
значения γ температура уменьшается. В таблице приведены зависимости коэффициента
трения Cf и числа Нуссельта Nu от реологического индекса n, параметра отсоса c, числа
Эккерта Ec, параметра тепловыделения или теплопоглощения γ и числа Прандтля Pr. Из
уравнений (10), (11) следует, что коэффициент трения зависит только от параметра отсо-
са. Как показано в таблице, увеличение параметра отсоса приводит к увеличению коэффи-
циента трения. Кроме того, из таблицы следует, что при увеличении n число Нуссельта
уменьшается, а при увеличении числа Прандтля увеличивается. Это обусловлено тем, что
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при большом значении Pr жидкость обладает большей теплоемкостью и, следовательно,
интенсивность теплопередачи в ней увеличивается. Поэтому эффективность охлаждения
горячей поверхности может быть увеличена за счет выбора хладагента, имеющего боль-
шее число Прандтля. Кроме того, при увеличении параметра отсоса увеличивается число
Нуссельта. При γ > 0 число Нуссельта уменьшается при увеличении γ, в то время как
при γ < 0 число Нуссельта увеличивается при увеличении |γ|. Однако увеличение числа
Эккерта вызывает уменьшение числа Нуссельта, так как с увеличением числа Эккерта,
соответствующего количеству тепла, выделяющегося при трении, эффективность охла-
ждения пластины уменьшается. Эта зависимость согласуется с профилями безразмерной
температуры, показанными на рис. 5.

Заключение. В работе получено точное решение задачи о течении в пограничном
слое степенной неньютоновской жидкости на бесконечной движущейся проницаемой пла-
стине при наличии тепловыделения или теплопоглощения. Установлено, что решение су-
ществует только для псевдопластической жидкости (n < 1), в случае если на пластине
задан отсос. Кроме того, обнаружено, что коэффициент трения и число Нуссельта увели-
чиваются при увеличении параметра отсоса. Показано, что число Нуссельта увеличива-
ется, когда число Прандтля или параметр теплопоглощения увеличивается, и, наоборот,
уменьшается при увеличении числа Эккерта, реологического индекса и параметра тепло-
выделения.
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