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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà
âíóòðåííþþ îáëàñòü ñôåðîèäà – ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Îïðåäåëÿþòñÿ ïðÿìûå, äèàìåòðû, ïåðïåíäèêóëÿðû, ðàññòîÿíèÿ è
óãëû íà ïëîñêîñòè Ãèëüáåðòà. Ïîêàçàíî èçîáðàæåíèå âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñò-
âà âíóòðè ñôåðîèäà, à òàêæå åãî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå íà ìîäåëè Ïóàíêàðå.
Ïðèâåäåíà ôîðìóëà óâåëè÷åíèÿ ëóíû ïðè âîçâûøåíèè íàä ãîðèçîíòîì.

Ââåäåíèå. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà ãîðè-
çîíòàëüíîé çåìíîé ïîâåðõíîñòè, â [1] ïðåäëîæåíà ìîäåëü èçîòðîïíîãî âèçó-
àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (ÂÏ). Ìîäåëü çàíèìàåò âíóòðåííîñòü øàðà, ðàäèóñ
êîòîðîãî ïðîïîðöèîíàëåí ãèïåðôîêàëüíîìó ðàññòîÿíèþ çðèòåëüíîé ñåí-
ñîðíîé ñèñòåìû (3–6 ì). Â [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî ÂÏ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïðî-
ñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî – Ðèìàíà, à â [3] ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ãëîáàëüíàÿ
ñòðóêòóðà ÂÏ íà ìîäåëÿõ Êëåéíà è Ïóàíêàðå. Â ýòîé ñòðóêòóðå «áåñêîíå÷íî»
óäàëåííûå îáúåêòû, òàêèå êàê çâåçäû, ñîëíöå è ëóíà, ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïî-
âåðõíîñòè, áëèçêîé ê ïðåäåëüíîé ñôåðå, à çíà÷èò, ïî çàêîíó Ýììåðòà èìåþò
ðàçìåðû, íåçàâèñèìûå îò âîçâûøåíèÿ íàä ãîðèçîíòîì. Íî â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè ýòî íå òàê. Âñåì èçâåñòíî, ÷òî íà âîñõîäå èëè çàêàòå ëóíà è ñîëíöå áîëü-
øå, ÷åì â ñðåäíåé ÷àñòè íåáà èëè â çåíèòå. Â [3] îòìå÷åíî, ÷òî âîçíèêàåò àíè-
çîòðîïèÿ ÂÏ ïî óãëó âîçâûøåíèÿ, èëè øèðîòå �, è ýòî ïîêàçàíî â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ñ èñêóññòâåííûìè ëóíàìè â [4]. Ïðè � � �45 ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî
ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè d � 3,65 ì, ÷òî â 1,5 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïðè � � �1 5,
(d � 5,47 ì). Ê ñîæàëåíèþ, ïî äâóì òî÷êàì Êàóôìàíîâ íåâîçìîæíî îïðåäå-
ëèòü äîñòîâåðíûé âèä ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ýòî – ðàâíîìåðíî ñæàòàÿ ïî âåðòèêàëè ñôåðà, èëè ñôåðîèä. Â äàí-
íîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü àíèçîòðîïíîãî âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñò-
âà, çàíèìàþùàÿ âíóòðåííþþ îáëàñòü ñôåðîèäà.
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Ñôåðîèä. Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò XYZ çà-
äàí ñæàòûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ (ñôåðîèä) êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà
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ãäå a – ðàäèóñ îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè XOZ,áîëüøàÿ ïîëóîñü; b – ìàëàÿ ïî-
ëóîñü.Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îïòè÷å-
ñêèì öåíòðîì ãëàçà, ñôåðîèä (1) ìîæåò áûòü çàäàí ãèïåðôîêàëüíûì ðàññòî-
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Ïðè � � 0 íà ïëîñêîñòè XOZ èç (2) ïîëó÷àåòñÿ êðóã ñ ðàäèóñîì d a0 � .
Ñïðîåêòèðóåì âñå 
 2 òî÷åê ïëîñêîñòè XOZ âíóòðü êðóãà ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ, íàéäåííîãî â [1, 2]:
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ãäå E � [ , , ]x z0 – òî÷êè ïëîñêîñòè XOZ; Q � [ , , ]x zq q0 – òî÷êè âíóòðè êðóãà ñ

ðàäèóñîì d 0; e x z� � �2 2 20 – ðàäèàëüíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü ïëîñêîñòè ÂÏ, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìîäåëüþ
Êëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ìåðèäèîíàëüíîå ñå÷åíèå ñôåðîèäà (2) ïðè � � 0.Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè XOY íà âíóòðåí-
íþþ îáëàñòü ýëëèïñà L. Íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå áóäåò
èíîãî âèäà, ÷åì (3). Òîãäà
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ãäåE � [ , , ]x y 0 – òî÷êè ïëîñêîñòè XOY ; G � [ , , ]x yg g 0 – òî÷êè âíóòðè ýëëèï-

ñà L; d � – ïåðåìåííîå ãèïåðôîêàëüíîå ðàññòîÿíèå èç (2); e x y� � �2 2 20 –

ðàäèàëüíîå åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå äî òî÷êè.
Ïîñòðîèì àëëåþ Ãèëëåáðàíäà (P-alley), ïàðàëëåëüíóþ îñè OY [1]. Ïóñòü
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Ïîäñòàâëÿÿ (6) â (5) è ðàñêðûâàÿ (5), ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
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îòðèöàòåëåí, ïîñêîëü-

êó w a� .Çíà÷èò, óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðáîëó. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà
åâêëèäîâà ãèïåðáîëà H è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðÿìàÿ, èëè ãåîäåçè÷åñêàÿ, AB
â îáëàñòè ýëëèïñà L.Êàê è íà ìîäåëè Êëåéíà, êîíöû õîðäû AB äîëæíû áûòü
èñêëþ÷åíû. Íàïðèìåð, äèàìåòð BC ,ïàðàëëåëüíûé îäíîé èç àñèìïòîò ãèïåð-
áîëû H, èñêëþ÷àåò êîíåö B õîðäû. Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûìè, èëè ãåîäåçè÷å-
ñêèìè, ÿâëÿþòñÿ õîðäû è äèàìåòðû ýëëèïñà L, ïðè÷åì ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó
âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, íå ïåðåñåêàþ-
ùèõ çàäàííóþ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ âíóòðåííåé îáëàñòè ýëëèï-
ñà L ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, èëè ãèëüáåðòîâîé ãèïåðáîëè÷åñêîé [5].

Ìåòðèêà Ãèëüáåðòà. Ïîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû ýëëèïñà
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàïðèìåð, ïîñòðîèì äèàìåòð DF, ñîïðÿæåííûé
ñ äèàìåòðîì BC (ñì. ðèñ. 1). Èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòî-
ãî íóæíî ïîñòðîèòü õîðäó st, ïàðàëëåëüíóþ äèàìåòðó BC , è ÷åðåç ñåðåäèíó
ýòîé õîðäû v è öåíòð ýëëèïñà O ïðîâåñòè ïðÿìóþ DF. Âûïîëíèì äîïîëíè-
òåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïîñòðîèì êàñàòåëüíûå � è � ê ýëëèïñó L â
òî÷êàõ s è t. Ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêóòñÿ â òî÷êå w, ëåæàùåé íà ïðîäîëæå-
íèè äèàìåòðà DF, ÷òî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ â ðàìêàõ ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè
èç óðàâíåíèé õîðä, ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ è êàñàòåëüíûõ ýëëèïñà L. Âî-
âòîðûõ, ïîñòðîèì ïðÿìóþ � , êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò õîðäó st â òî÷êå u, äèàìåòð
DF â òî÷êå v�, êàñàòåëüíûå � è � â òî÷êàõ s0 è t0 ñîîòâåòñòâåííî è ýëëèïñ L â
òî÷êàõ s�è t �. Íàøà çàäà÷à – ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè u äî òî÷êè v íà
èíòåðâàëå( , )s t ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè u äî òî÷êè v�íà èíòåðâàëå( , ).s t� �
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Ðèñ. 1. Ïðÿìûå, ðàññòîÿíèÿ è ïåðïåíäèêóëÿðû â ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà
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Òàê êàê e s e s( , ) ( , )v v� � � �0 è e u t e u t( , ) ( , ),0 � � òî R u s t R u( , ; , ) ( , ;v v� � �0 0

s t� �, ).Èç (9) âûòåêàåò h u h u( , ) ( , ).v v� � Òîãäà õîðäà st ïåðïåíäèêóëÿðíà äèà-
ìåòðó DF, à ñîïðÿæåííûå äèàìåòðû BC è DF âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Êðîìå òîãî, èç ýòèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàäèàëüíûå ïðÿìûå, èñõî-
äÿùèå èç öåíòðà O, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðåäåëüíîé êðèâîé L, ïîñêîëüêó, íà-
ïðèìåð, êàñàòåëüíûå ê L â òî÷êàõ B è C ïàðàëëåëüíû äèàìåòðó DF. Òàêèì îá-
ðàçîì, â ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà ýëëèïñ ýêâèâàëåíòåí åâêëèäîâîé îêðóæíîñòè.

Ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå àôôèííûõ êîîðäèíàò x x a� , y y b� , z z a�
óðàâíåíèå ñôåðîèäà (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x y z2 2 2 1� � � .Òîãäà â ìåðè-

äèîíàëüíîì ñå÷åíèè ñôåðîèäà ýëëèïñ L (ñì. ðèñ. 1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü â åâêëèäîâîé ìåòðèêå. Ïðè ýòîì ãèëüáåðòîâû ðàñ-
ñòîÿíèÿ (8) íå èçìåíÿþòñÿ, à óãëû ïðèîáðåòàþò ïðèâû÷íûå åâêëèäîâû âåëè-
÷èíû â ðàäèàíàõ èëè ãðàäóñàõ. Ñ ó÷åòîì (2)
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� �h z x� �arctg ( ) ,

ãäå � �h h, – ãèëüáåðòîâû óãëû â åâêëèäîâîé óãëîâîé ìåðå.

Ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îïòè÷åñêèì öåíòðîì
ãëàçà, çàäàíû ñôåðîèä (2) è òî÷êà ñ ïîëÿðíûì ðàññòîÿíèåì e, øèðîòîé � è
äîëãîòîé �.Ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîé òî÷êè â îáëàñòü ñôåðîèäà
çàïèøåì â âèäå

g
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�

� � � �; ; ,
(11)

ãäå g – ðàäèàëüíîå ðàññòîÿíèå îò íàáëþäàòåëÿ äî èçîáðàæåíèÿ òî÷êè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå g íå ìîæåò ïðåâûñèòü ãèïåðôîêàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ
d � ,ïîñêîëüêó g d� � ïðè e � 
.Ñïðîåêòèðóåì âñå âèäèìûå òî÷êè ôèçè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà âíóòðü ñôåðîèäà (2) è ïîëó÷èì, ñ îäíîé ñòîðîíû, èçîáðà-
æåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ñ äðóãîé – àíèçîòðîïíóþ ìîäåëü ÂÏ, ñîâ-
ïàäàþùóþ ñ ìîäåëüþ ãèëüáåðòîâà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âî âñåõ
ãîðèçîíòàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè âèçèðîâàíèÿ
� �g � � 0, ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé è ñîâïàäàåò ñ ìîäåëüþ Êëåéíà äëÿ
ïëîñêîñòåé Ëîáà÷åâñêîãî.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî èçîáðàæåíèå ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû ôèçè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà â ìåðèäèîíàëüíîì ñå÷åíèè � �g � � �90 . Íà÷àëî êîîðäèíàò àññî-
öèèðóåòñÿ ñ ðàñïîëîæåíèåì âíóòðåííåãî «ß» íàáëþäàòåëÿ. Ðàäèàëüíûå
ëó÷è ðàñõîäÿòñÿ ñ åâêëèäîâûì øàãîì 15�. Íàáëþäàòåëü ñòîèò íà çåìíîé ïî-
âåðõíîñòè 1, êîòîðàÿ â ïëîñêîì ñå÷åíèè ïðåäñòàâëåíà ãèïåðáîëîé. Åâêëèäî-
âû îêðóæíîñòè 2 ñ ðàäèóñàìè e � 1,5, 6 è 24 ì – ýòî ýëëèïñû. Ïðè óìåíüøå-
íèè ðàäèóñà îêðóæíîñòè ñæàòèå ýëëèïñà è åãî ýêñöåíòðèñèòåò óìåíü-
øàþòñÿ, ÷òî îòðàæåíî â òàáëèöå. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ñôåðîèä ñ ïîëó-
îñÿìè a � 2,927 ì è b � 5,475 ì, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïî óñðåäíåííûì äàííûì
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Ðèñ. 2. Ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà: 1 – çåìëÿ, 2 – îêðóæíîñòè, 3 –

ãåîäåçè÷åñêèå, 4 – íåáîñâîä, 5 – ëóíà (ñîëíöå) íà çàêàòå



ýêñïåðèìåíòîâ Êàóôìàíîâ [4]. Â îêðåñò-
íîñòè íàáëþäàòåëÿ ôèçè÷åñêîå è âèäèìîå
ïðîñòðàíñòâà ïðàêòè÷åñêè èçîìîðôíû, è
â ýòîì «çàñëóãà» ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (11), ñâÿçàííîãî íåïîñðåäñòâåííî ñ
ôóíêöèåé ôîêóñèðîâêè çðèòåëüíîé ñåí-
ñîðíîé ñèñòåìû [1].

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãèïåðïðÿìûå,
èëè ãåîäåçè÷åñêèå, 3, êîòîðûå ïàðàëëåëü-
íû ðàäèàëüíîé ïðÿìîé ñ íàïðàâëåíèåì
30�. Âñå òðè ïðÿìûå äîëæíû áûòü ïåðïåí-
äèêóëÿðíû ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè 4. Íà
ïðîåêòèâíîé ìîäåëè ýòè ñâîéñòâà èçîáðà-
çèòü íåëüçÿ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà ìîäåëü

êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ÂÏ, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà äàëåå.
Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü 4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñôåðîèäîì (2). Íåáîñâîä,

îïðåäåëÿþùèé ìåñòîïîëîæåíèå «áåñêîíå÷íî» óäàëåííûõ çâåçä, ëóíû è
ñîëíöà, ðàñïîëàãàåòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Ìîæíî îöåíèòü ýòó «áëèçîñòü». Ïóñòü ðàññòîÿíèå äî îáúåêòîâ îïðåäåëÿåòñÿ
íå èõ ôèçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì, à ìàêñèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì, êîòîðîå ñïî-
ñîáíà èçìåðèòü çðèòåëüíàÿ ñèñòåìà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñòåðåîñêîïè÷å-
ñêîé äèñïàðàíòíîñòè. Ïóñòü ýòî ðàññòîÿíèå e � 1,5 êì. Êñòàòè, èçâåñòíûé
ïñèõîëîã Ð. Ë. Ãðåãîðè ïèøåò, ÷òî íàáëþäàåìàÿ ìíîãèìè ëóíà «óäàëåíà «íà
ãëàç» âñåãî êèëîìåòðà íà ïîëòîðà èëè îêîëî òîãî» [6, ñ. 128]. Ñ ïîìîùüþ (11)
îïðåäåëèì ïðåäåëüíûé âèäèìûé ýëëèïñ: g( )90� � 2,921 ì, g( )0� � 5,455 ì.
Åñëè ñðàâíèòü ýòè äàííûå ñ äàííûìè âûøåóïîìÿíóòûõ ïîëóîñåé ñôåðîèäà
(2): a � 2,927 ì è b � 5,475 ì, òî îòëè÷èÿ íå áóäóò ïðåâûøàòü 0,20–0,37 %. Òà-
êèì îáðàçîì, ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü 4 è åñòü íåáîñâîä.

Ëóíà è ñîëíöå èìåþò îäèíàêîâûå óãëîâûå ðàçìåðû è â çåíèòå è íà ãîðè-
çîíòå. Àòìîñôåðà çåìëè íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ [7]. Ðàçìåðû èçîáðàæåíèé
ñâåòèë íà ñåò÷àòêå ãëàçà îäèíàêîâû íåçàâèñèìî îò èõ âîçâûøåíèÿ íàä ãîðè-
çîíòîì. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðàáîòàåò ïñèõîôèçè÷åñêèé çàêîí Ýììåðòà, êîòîðûé
ãëàñèò: «Ïðè íåèçìåííîé âåëè÷èíå ñåò÷àòî÷íîãî èçîáðàæåíèÿ âîñïðèíèìà-
åìûé ðàçìåð ïðåäìåòà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí âîñïðèíèìàåìîìó ðàññòîÿ-
íèþ äî ïðåäìåòà». Åñëè ïðåäìåòàìè ÿâëÿþòñÿ ëóíà, ñîëíöå èëè ñîçâåçäèÿ,
òî èõ ðàçìåð ïðîïîðöèîíàëåí ãèïåðôîêàëüíîìó ðàññòîÿíèþ d � èç (2).

Îáû÷íî èíòåðåñóåò íå ëèíåéíûé ðàçìåð îáúåêòîâ, à èõ îòíîñèòåëüíîå
(ïî îòíîøåíèþ ê çåíèòó) óâåëè÷åíèå â çàâèñèìîñòè îò óãëà âîçâûøåíèÿ íàä
ãîðèçîíòîì. Èç (2) ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå

V
d

b b

a

�
�

� �
� �

� � �
�

1 1

12
2

2

2
2 2

sin cos
cos

,
(12)

ãäå � � �1 2 2b a – ýêñöåíòðèñèòåò ñôåðîèäà.

Çàäàäèì âîïðîñ: âî ñêîëüêî ðàç ëóíà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3 ñïðàâà,
áîëüøå? Îáûêíîâåííûé ÷èòàòåëü, ïðàêòè÷åñêè íå çàäóìûâàÿñü, îòâåòèò:
«Ïðèìåðíî â 4 ðàçà». ×òîáû îïðåäåëèòü ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå V� èç (12), ÷å-

58

Ðàäèóñ

ñôåðû, ì

Ñæàòèå

ýëëèïñà, %

Ýêñöåíòðèñèòåò

0,25 3,7 0,268

0,75 9,5 0,425

1,50 15,8 0,539

6,00 31,3 0,726

24,00 41,5 0,811


 46,5 0,845



ëîâåêó íàäî «âêëþ÷èòü» îòäåëüíóþ íåéðîííóþ ïðîãðàììó äëÿ âûäåëåíèÿ è
ñðàâíåíèÿ äèàìåòðîâ, êîòîðûå íà ðèñ. 3 îòëè÷àþòñÿ â 2 ðàçà. Îêàçûâàåòñÿ,
÷òî ïðîùå ñðàâíèâàòü ïëîùàäè, ÷åì ëèíåéíûå ðàçìåðû. Ïîæàëóé, ïåðâûì
ýòî çàìåòèë ïðîôåññîð ôèçèêè Ëîíäîíñêîãî óíèâåðñèòåòà Ñ. Òîëàíñêèé [8].
Îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå ïëîùàäåé ïðåäìåòîâ ñîñòàâëÿåò

VS V� �
� �

� �
�

2

2 2

1

1 cos
, (13)

ãäå V� – ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå èç (12). Çàìåòèì, ÷òî óâåëè÷åíèå ðàçìåðîâ
ëóíû (ñîëíöà) íà ãîðèçîíòå ñ ó÷åòîì âûøåóïîìÿíóòûõ ïàðàìåòðîâ ñôåðîèäà
ðàâíî ïî äèàìåòðó 1,87; ïî ïëîùàäè 3,5.

Ëóíà è ñîëíöå èìåþò äîâîëüíî áîëüøèå óãëîâûå ðàçìåðû: 0 52, .� Äàæå
íåâîîðóæåííûì ãëàçîì ìîæíî ðàçëè÷èòü íà ïîâåðõíîñòè ëóíû íåêîòîðûå
äåòàëè. Ñôåðîèä â ñðåäíåé ÷àñòè íåáà èìååò ðàçíûå ìåðèäèîíàëüíûå è ñàã-
ãèòàëüíûå ðàäèóñû êðèâèçíû. Ïî÷åìó îòñóòñòâóåò àñòèãìàòèçì èçîáðàæå-
íèé ëóíû? Íà íàø âçãëÿä, îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñôåðîèäàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî âîçíèêàåò â ñîçíàíèè ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûì îá-
ðàçîì [2]. Ïðè ôèêñàöèè ëóíû íà øèðîòå� ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå d � íåèçìåí-
íî â ïðåäåëàõ íåáîëüøîãî òåëåñíîãî óãëà ( ),� �10 îáðàáàòûâàåìîãî ïàðàë-
ëåëüíî. Â ýòîì «ìãíîâåííîì» ñîñòîÿíèè çðèòåëüíàÿ ñèñòåìà âîñïðèíèìàåò
îðèñôåðó ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó àñòèãìàòèçì èçîáðàæåíèé èñêëþ÷à-
åòñÿ ïîëíîñòüþ.

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü àíèçîòðîïíîå ÂÏ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé
K c� �1 2. Òîãäà ðàäèàëüíûå ðàññòîÿíèÿ h è öåíòðàëüíûå óãëû �h (øèðîòà) è

�h (äîëãîòà) ñ ó÷åòîì ìåòðèêè (8) è ïðåîáðàçîâàíèé (10) è (11) îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h c
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c e
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Ðèñ. 3. Âîñïðèíèìàåìîå ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ ëóí



Çàìåòèì, ÷òî òàêîå îïèñàíèå ÂÏ íå îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Ëîáà÷åâñêîãî. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòðîèòü êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âèçóàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà (14) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ôîðìóë [3]:

p c c
h

c

g d

g d
p h p h� �

�
	



�
� � � �

� �
2 2

2 1 1
2

th �

�

� � � �
( )

; ; ,
(15)

ãäå p p p, ,� � – ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè íà ìîäåëè Ïóàíêàðå ïðîñòðàí-

ñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Èç (14), (15) ïðè e � 
 , h � 
 , g d� � âåëè÷èíà p c� 2 ,
è, òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî íà ìîäåëè Ïóàíêàðå çàíèìàåò âíóòðåííîñòü
øàðà ñ ðàäèóñîì 2c.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî àíèçîòðîïíîå ÂÏ íà ìîäåëè Ïóàíêàðå â ìåðèäèîíàëü-
íîì ñå÷åíèè � p � �90 . Ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà è ðàçìåðû ïðåäìåòîâ ñîîò-
âåòñòâóþò åãî ïðîåêòèâíîìó îòîáðàæåíèþ íà ðèñ. 2. Ëèíèÿ çåìíîé ïîâåðõ-
íîñòè 1 – ýòî ñëîæíàÿ ñ ïåðåãèáîì êðèâàÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì
åâêëèäîâîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ãëàâíîé îñè çðåíèÿ. Åâêëèäîâû îêðóæíî-
ñòè 2 ïðåäñòàâëåíû ýëëèïñàìè, âûòÿíóòûìè ïî âåðòèêàëè. Ýêñöåíòðèñèòåò
ýëëèïñà óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ðàäèóñà îòîáðàæàåìîé îêðóæíî-
ñòè. Âñå ðàäèàëüíûå ïðÿìûå, çàäàííûå ñ åâêëèäîâûì øàãîì 15�, è ãèïåðïðÿ-
ìûå, èëè ãåîäåçè÷åñêèå, 3 ïåðïåíäèêóëÿðíû ñå÷åíèþ ïðåäåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè 4, èìèòèðóþùåé íåáîñâîä. Êàê îáû÷íî, ãåîäåçè÷åñêèå 3 ïðåäñòàâëÿþòñÿ
äóãàìè îêðóæíîñòåé, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåêàðòîâûì îñÿì, è ïðå-
äåëüíîé ëèíèè.
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Ðèñ. 4. Àíèçîòðîïíîå âèçóàëüíîå ïðîñòðàíñòâî íà ìîäåëè Ïóàíêàðå: 1 – çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü,

2 – îêðóæíîñòè, 3 – ãåîäåçè÷åñêèå, 4 – íåáîñâîä, 5 – áèñåêöèÿ íåáà



Äâà ñëåäñòâèÿ âûòåêàþò èç êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ àíèçîòðîïíîãî
ÂÏ.

1. Èçâåñòíî, ÷òî ÷åëîâåê îáû÷íî ïåðåîöåíèâàåò óãîë âîçâûøåíèÿ ïðåä-
ìåòîâ íàä ãîðèçîíòîì. Â çàäà÷å «äåëåíèÿ íåáà ïîïîëàì», èëè áèñåêöèè íåáî-
ñâîäà îò çåíèòà äî ãîðèçîíòà, âîñïðèíèìàåìûé óãîë 45�â äåéñòâèòåëüíîñòè
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå. Ïðè ÿñíîì íåáå ôàêòè÷åñêèé óãîë ðàâåí 23 34� � [9].
Åñëè â (14) ñ÷èòàòü, ÷òî ãèëüáåðòîâ óãîë �h � �45 ÿâëÿåòñÿ âîñïðèíèìàåìûì,
à åâêëèäîâ óãîë� – ôàêòè÷åñêèì, òî� � � �arctg ( )b a 28 äëÿ âûøåóïîìÿíóòî-
ãî ñôåðîèäà. Âåëè÷èíà óãëà ëåæèò â ñåðåäèíå äèàïàçîíà äàííûõ, ïðèâåäåí-
íûõ â [9]. Íà ðèñ. 4 áèñåêöèÿ íåáà îáîçíà÷åíà òî÷êîé 5. Èòàê, îñîáåííîñòè
âîñïðèÿòèÿ óãëîâ âîçâûøåíèÿ ìîãóò îáúÿñíÿòüñÿ ñàìîé ãèëüáåðòîâîé ãåî-
ìåòðèåé ÂÏ.

2. Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíîå óãëîâîå óâåëè÷åíèå ëóíû îò åâêëèäîâà
óãëà âîçâûøåíèÿ �. Äëÿ � �h ( ) èç (14) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàë

d h
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b a b
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( )

cos [ ( ) ] cos sin
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� �2 2 2 2 2 2 2
1 tg

( )
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b a d�

� �1
2 2� (16)

( ,a b è � îïðåäåëåíû âûøå).
Óãëîâîé ðàçìåð ëóíû d� � �0 52, íå çàâèñèò îò óãëà âîçâûøåíèÿ � , ïî-

ýòîìó ÷èñëèòåëü îòíîøåíèÿ (16) – âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äèôôåðåíöèàëüíîå óãëîâîå óâåëè÷åíèå ëóíû ðàâíî
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h
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ò. å. ñîâïàäàåò ñ ïðîñòîé äëÿ ÷åëîâåêà îöåíêîé óâåëè÷åíèÿ ëóíû ïî ïëîùàäè
(13).

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåíà àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü âèçóàëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, çàíèìàþùàÿ âíóòðåííþþ îáëàñòü ñæàòîãî ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ, èëè
ñôåðîèäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ãåîìåòðèÿ ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãåîìåòðèè Ãèëüáåðòà. Îïðåäåëåíî ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà íà îáëàñòü ìîäåëè, íàéäåíî îïèñàíèå âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñò-
âà â ãèëüáåðòîâîé ìåòðèêå, è ðàññìîòðåíî êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå âèçó-
àëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ìîäåëè Ïóàíêàðå. Ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ (ïðîåê-
òèâíîå è êîíôîðìíîå) ãëîáàëüíîé ñòðóêòóðû âèçóàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà,
âêëþ÷àþùåé çåìíóþ ïîâåðõíîñòü è íåáîñâîä, ðàäèàëüíûå ïðÿìûå, ãèïåð-
ïðÿìûå è êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû îòíîñèòåëüíî-
ãî óâåëè÷åíèÿ «áåñêîíå÷íî» óäàëåííûõ îáúåêòîâ (ëóíû, ñîëíöà, ñîçâåçäèé)
â çàâèñèìîñòè îò óãëà âîçâûøåíèÿ íàä ãîðèçîíòîì.
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