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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü äâó-
ìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ è àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ (ÿäðî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ) çàäàíû ñî ñëó÷àéíûìè îøèáêàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ óñòîé÷èâûé àëãî-
ðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ðåãóëÿ-
ðèçèðóþùåãî àëãîðèòìà (ÐÀ) ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (÷àñòîòíàÿ
ôèëüòðàöèÿ) è ëîêàëüíîãî íåëèíåéíîãî ôèëüòðà (ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôèëüòðà-
öèÿ). Ââîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíîé ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ ÐÀ è ïðåäëàãà-
åòñÿ âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäÿ èç òðåáóåìîé ðàçðåøàþùåé ñïî-
ñîáíîñòè ÐÀ. Äëÿ óäàëåíèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ ðåãóëÿðèçè-
ðîâàííîå ðåøåíèå ïîäâåðãàåòñÿ íåëèíåéíîé ëîêàëüíîé ôèëüòðàöèè, ñîõðàíÿ-
þùåé âûñîêî÷àñòîòíûå èíôîðìàòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå âîññòàíàâëèâàåìîãî
èçîáðàæåíèÿ.

Ââåäåíèå. Äëÿ áîëüøèíñòâà ñèñòåì, ðåãèñòðèðóþùèõ èçîáðàæåíèÿ, ïðè
îáû÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñòàöèîíàðíîñòè è ëèíåéíîñòè ñâÿçü ìåæäó
èçìåðÿåìûì (èñõîäíûì) � � �( , )1 2 è çàðåãèñòðèðîâàííûì èçîáðàæåíèåì
f t t( , )1 2 îïèñûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà I ðîäà ñ ðàçíî-
ñòíûì ÿäðîì âèäà [1, 2]

k t t d d f t t

a

b

a

b

2

2

1

1

1 1 2 2 1 2 2 1 1 2�� � � �( , ) ( , ) ( , ),� � � � � � � (1)

ãäå k( , )� �1 2 – àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ ðåãèñòðèðóþùåé ñèñòåìû. Â ñèëó êîíå÷-
íîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ ðåãèñòðèðóþùåé ñèñòåìû (ôóíêöèÿ k( , )� �1 2 îò-
ëè÷àåòñÿ îò�-ôóíêöèè) èçîáðàæåíèå f t t( , )1 2 ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòü-
ñÿ îò � � �( , ).1 2 Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ
� � �( , ),1 2 ò. å. íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (1) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
� � �( , ).1 2 Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ [3],
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äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû (ÐÀ)
[3–6]. Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî âìåñòî èçîáðàæåíèÿ f t t( , )1 2 ðåãèñòðèðóåòñÿ

«çàøóìëåííàÿ» ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1)
~

( , ) ( , ) ( , ),f t t f t t t t1 2 1 2 1 2� � 	 à

ôóíêöèÿ k t t( , )1 2 (ÿäðî óðàâíåíèÿ (1)) èçâåñòíà òî÷íî [1, 2, 6]. Îäíàêî â ðÿäå

ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âìåñòî k( , )� �1 2 èçâåñòíà ôóíêöèÿ
~

( , ) ( , )k k� � � �1 2 1 2� �
�
 � �( , ).1 2 Ïðåäïîëîæèì, ôóíêöèÿ k( , )� �1 2 îöåíèâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðî-
öåäóðû íåïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè (è ïîýòîìó èçâåñòíà ñ íåêîòîðîé
îøèáêîé) èëè àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ èçìåíÿåòñÿ ïîä âëèÿíèåì ñëó÷àéíûõ íå-
êîíòðîëèðóåìûõ ôàêòîðîâ (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ àòìîñôåðû).

Â ðàáîòå [7] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 	 
 � �( , ), ( , )t t1 2 1 2 ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàð-
íûìè äâóìåðíûìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèñïåð-

ñèÿìè � �	 

2 2, ,áûë ïðåäëîæåí ÐÀ, ó÷èòûâàþùèé ïîãðåøíîñòü çàäàíèÿ àïïà-

ðàòíîé ôóíêöèè êàê íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ, òàê è ïðè âû-
áîðå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê âûáîðó òàêîãî ïàðà-
ìåòðà ïîçâîëÿåò îöåíèòü îïòèìàëüíûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè � opt , êîòî-
ðûé ìèíèìèçèðóåò ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó (ÑÊÎ) âîññòàíîâëåíèÿ.

Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ðåãóëÿðèçèðîâàííîå èçîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå
ïðè� opt , âîñïðèíèìàåòñÿ ãëàçîì «õóæå», ÷åì èçîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè
ìåíüøèõ (íàïðèìåð, íà ïîðÿäîê) çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì èçîáðàæåíèè îòñóòñòâóþò (èëè ñèëüíî ñãëà-
æåíû) êîíòðàñòíûå (âûñîêî÷àñòîòíûå) äåòàëè (ãðàíèöû, ðåáðà è ò. ä.). Íî âî
âòîðîì èçîáðàæåíèè âîçìîæíî ïîÿâëåíèå íà «ïëîñêèõ ôðàãìåíòàõ» çàìåò-
íûõ øóìîâûõ îñöèëëÿöèé, êîòîðûå îáóñëîâëåíû ñëó÷àéíîé îøèáêîé ðåãó-
ëÿðèçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ. Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîå ïðîòèâîðå÷èå
ìåæäó ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ ÐÀ è åãî óñòîé÷èâîñòüþ ê ïîãðåøíîñòè
èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà òàêîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè (íàçîâåì åãî ýôôåêòèâíûì), êîòîðîå ãàðàíòèðîâàëî áû
ñîõðàíåíèå â âîññòàíîâëåííîì èçîáðàæåíèè êîíòðàñòíûõ äåòàëåé çàäàííûõ
ðàçìåðîâ. Íî äëÿ óäàëåíèÿ âîçðîñøèõ øóìîâûõ îñöèëëÿöèé íåîáõîäèìî
äîïîëíèòåëüíî îáðàáîòàòü ðåãóëÿðèçèðîâàííîå èçîáðàæåíèå òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ñîõðàíèòü â íåì êîíòðàñòíûå äåòàëè, íî ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíî
îòôèëüòðîâàòü ñëó÷àéíóþ îøèáêó âîññòàíîâëåíèÿ.

Â ðàáîòå [8] äëÿ ñëó÷àÿ òî÷íî çàäàííîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè k( , )� �1 2

(ò. å. �

2 0� ) áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì, â êîòîðîì âûáîð ýôôåêòèâíîãî çíà÷å-

íèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ èç òðåáóåìîé ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè, à äëÿ ôèëüòðàöèè ñëó÷àéíîé îøèáêè ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî
èçîáðàæåíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû íåëèíåéíûå ëîêàëüíûå àëãîðèòìû. Ïðåä-
ëîæåííûé ïîäõîä îêàçàëñÿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì, òàê êàê õîðîøî ñîõðàíÿë
êîíòðàñòíûå äåòàëè è óñïåøíî ôèëüòðîâàë ñëó÷àéíóþ îøèáêó ðåãóëÿðèçè-
ðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ.

Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà àïïà-
ðàòíàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñî ñëó÷àéíîé îøèáêîé( ).�


2 0
 Ñòðîèòñÿ êîìáèíè-

ðîâàííûé àëãîðèòì, îáúåäèíÿþùèé â ñåáå äâà àëãîðèòìà: ïåðâûé – ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè; âòîðîé – íåëèíåéíàÿ ôèëüòðàöèÿ ïîëó-
÷åííîãî èçîáðàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè. Òàêîé àëãîðèòì íàçîâåì
êîìáèíèðîâàííûì àëãîðèòìîì âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ.
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Ïåðâîíà÷àëüíî (ñëåäóÿ ðàáîòå [7]) ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ÐÀ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) â ÷àñòîòíîé îáëàñòè.

Ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèé. Èñ-
ïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, àïïðîêñèìèðóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (1) ñëåäóþùèì êîíå÷íîìåðíûì àíàëîãîì:

k t t
m

N

m

N

j m j m m m

2

2

1

1

1 1 2 2 1 2

11

2 1

��
�� � � �
��

� � � � �( , ) ( , )� �

� � �f t t j N j Nj j f f( , ), , , ... , , , , ... , .
1 2 1 21 21 2 1 2 (2)

Øàãè äèñêðåòèçàöèè �1 (ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé �1 )è �2 (ïî âòîðîé ïåðåìåí-
íîé � 2 ) çàäàþòñÿ èëè âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè èíòåãðàëà (1) êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé (2) ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì
øóìà èçìåðåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé èçîáðà-
æåíèÿ � � �( , )1 2 â óçëàõ ( , )� �m m1 2

äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè, ò. å. â ðå-

øåíèè äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ñâåðòêè (2) îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé ôóíêöèè
� � �( , )m m1 2

ïðè íåòî÷íî çàäàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) ïðèìåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

1. Ôóíêöèÿ � � �( , )1 2 îãðàíè÷åíà è îïðåäåëåíà íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñ-
òè [ , ] [ , ].a b a b1 1 2 2� Òîãäà N b a�1 1 1 1� �ent [( ) ],� N b a�2 2 2 2� �ent [( ) ],�
ãäå ent [ ]z � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà z.

2. Àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ k( , )� �1 2 íåïðåðûâíà, îãðàíè÷åíà è îïðåäåëåíà
íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè [ , ] [ , ].c d c d1 1 2 2� Òîãäà N d ck1 1 1 1� �ent [( ) ],�
N d ck 2 2 2 2� �ent [( ) ].� Êàê ïðàâèëî, äëÿ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà c1 0� ,
c2 0� , à äëÿ óðàâíåíèé Âîëüòåððà c c1 20 0� �, .

3. Ôóíêöèè 	 
 � �( , ), ( , )t t1 2 1 2 ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè
ïðîöåññàìè ñ íóëåâûìè ñðåäíèìè è äèñïåðñèÿìè �	

2 è �

2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî èíòåðâàë êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 	 
 � �( , ), ( , )t t1 2 1 2 ïî êàæäîé
ïåðåìåííîé ìåíüøå �1 è �2 ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ 1, 2 çàðåãèñòðèðîâàííîå èçîáðàæåíèå
f t t( , )1 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
[ , ] [ , ],x y x y1 1 2 2� ãäå x a c1 1 1� � , x a c2 2 2� � , y b d1 1 1� � , y b d2 2 2� � . Òîã-
äà N y xf1 1 1 1� �ent [( ) ],� N y xf2 2 2 2� �ent [( ) ].�

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ äëÿ äâóìåðíîé äè-
ñêðåòíîé ñâåðòêè (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìè øàãàìè:

Øàã 1. Ôîðìèðîâàíèå äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ
ïåðèîäîì N N1 2� èç çíà÷åíèé çàðåãèñòðèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ â óçëàõ
ñåòêè:

~
( , )

~
( , ), , ... , , , .

f j j
f t t j N j

p
j j f

1 2
1 21 1

1 1
1 2 1� � �

� �åñëè .. , ,

.

N f2

0 âî âñåõ äðóãèõ ñëó àÿõx

�
�
�

��
(3)

Ïðè ýòîì j N j N1 1 2 21 1� �, ... , , , ... , , à èíäåêñ p óêàçûâàåò íà ïåðèîäè÷íîñòü
ôîðìèðóåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Øàã 2. Ôîðìèðîâàíèå äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç
çíà÷åíèé àïïàðàòíîé ôóíêöèè:

~
( , )

~
( , ), ,

k j j

k j j j N

j

p

k

1 2 1 2

1 1 2 2 1

2

0 1

0

1

�

� � �

� �

�

� �

� � åñëè

N

k j N j N N j N

j

k

k

2

1

1

1

0

1 1 1 2 2 1 1 1

2

�

�

�

� � � � �

�

;

~
(( ) , ), ,� � åñëè

� �

� � � �

�

�

�

�

N

k j j N j N

N N

k

k

k

2

1

2

1

0 11 1 2 2 2 1

2

;

~
( ,( ) ), ,� � åñëè

� � �

� � � � ��

j N

k j N j N N N j Nk

2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1

1

1

;

~
(( ) , ( ) ),� � åñëè �

� � � �

�

�

�
�
�
�
�
�
�

�

�

1

1

0

2 2 22

,

;N N j Nk

âî âñåõ äðóãèõ ñëó àÿõ.x

�
�
�
�
�
�
�

(4)

Ïðè ýòîì j N j N1 1 2 20 1 0 1� � � �, ... , , , ... , . Âåëè÷èíû N ck1 1 1
� � ent [| | ],�

N ck 2 2 2
� � ent [| | ]� îïðåäåëÿþò ÷èñëî óçëîâ ñåòêè ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-

íèÿõ � �1 20 0
1 1 1 2 2 2

� � � � � �� � � �, , , .N N N N N Nk k k k k k

Øàã 3. Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíîé äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñ ïåðèîäîì N N1 2� :

~
( , )

~
( , )exp� �k p

j

N

j

N

l l k j j i
j l

1 2

0

1

0

1

1 2
1 1

2

2

1

1

2� �
�

�

�

�

��
N

j l

N1

2 2

2

�
�

�
��

�

�
��

�
�
�

�
 
!

,

(5)

l N1 10 1� �, ... , ; l N2 20 1� �, ... , ; i � �1.

Øàã 4. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {
~

( , )}f j jp 1 2 (ïðÿìîå äâóìåðíîå ÄÏÔ):

~
( , )

~
( , )expF l l f j jp p

j

N

j

N

N N
1 2

1 2 0

1

0

1

1 2

1

2

2

1

1

2� �
�

�

�

�

�� �i
j l

N

j l

N

1 1

1

2 2

2

�
�

�
��

�

�
��

�
�
�

�
 
!

,

(6)

l N1 10 1� �, ... , ; l N2 20 1� �, ... , .

Øàã 5. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ÄÏÔ "p l l� ( , )1 2 ðåãóëÿðèçèðîâàí-
íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü [7], ÷òî êîýôôèöèåíòû
"p l l� ( , )1 2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

"
"

p
k

C

k p

l l
l l

l l l l
�

�

�

� � #
( , )

~
( , )

~
( , ) ( ( , )

1 2
1 2

1 2

2

1 2

2
1

�
� � ) ( , )

~
( , ),

Q l lp

pF l l

1 2

1 2

(7)

l N1 10 1� �, ... , ; l N2 20 1� �, ... , ,
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ãäå # � �
 	� 2 2 – îòíîøåíèå äèñïåðñèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 
 � �( , ),1 2

	( , );t t1 2 � – ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè;
~

( , )� k
C l l1 2 – âåëè÷èíà, êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííàÿ ñ
~

( , ).� k l l1 2 Ýëåìåíòû ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ ( , )}Q l lp 1 2 ôîðìèðóþòñÿ ïî ïðàâèëó

Q l l

Q l l l N

l N

Q l

p ( , )

( , ), ,

;

(

1 2

1 2 1 1

2 2

1 2
0 2

0 2

�

� �

� �

� �$ $ åñëè

1 2 2 1 1

2 2 2

1

1 2
0 2

2 1 1

� �$ $, ( ) ), ,

;

((

N l l N

N l N

Q N

� � �

� � � �
�

åñëè

l l N l N

l N

Q N l

1 2 1 1 1

2 2

1 1

1 2
2 1 1

0 2

) , ), ,

;

(( )

� �$ $ åñëè � � � �

� �
� � �$ $1 22 2 1 1 1

2 2 2

2 1 1

2 1 1

, ( ) ), ,

,

N l N l N

N l N

� � � � �

� � � �

�

�

åñëè

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

(8)

ãäå � �$ �
1

2 1 1� ( ),N � �$ �
2

2 2 2� ( )N – øàãè äèñêðåòèçàöèè â ÷àñòîòíîé

îáëàñòè. Ôóíêöèþ Q( , )$ $1 2 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷àñòíóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà: îíà äîëæíà áûòü íåóáûâàþùåé è
Q ( , )$ $1 2 % & ïðè $ $1 2, .% & Íàïðèìåð, Q p p( , ) ,$ $ $ $1 2 1

2

2

21 2� � ãäå

p p1 2 0, ' – ïîðÿäêè ðåãóëÿðèçàöèè (îáû÷íî ðàâíû 1 èëè 2). Ïðèíÿâ p p1 2
 ,
çàäàåì ðàçíûå «ñãëàæèâàþùèå ñâîéñòâà» ÐÀ ïî ïåðåìåííûì � �1 2, . Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè p p1 2' , òî «ãëàäêîñòü» ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ ïî
ïåðåìåííîé �1 áóäåò áîëüøå, ÷åì ïî ïåðåìåííîé � 2.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ " p l l�
* ( , )1 2 óðàâíåíèÿ (7) ïðè ôèêñèðîâàííîì

� îáðàòèìñÿ ê ñõåìå ïðîñòîé èòåðàöèè (âûïîëíÿåìîé äëÿ l N1 10 1� �, ... , ,
l N2 20 1� �, ... , ):

"
"

p

n k
C

k p
n

l l
l l

l l l

�

�
( )

�

� � #

( )
( , )

~
( , )

~
( , ) ( (

� �
�

1

1 2
1 2

1 2

2

1 2

2

1 2

1 2

1, ) ) ( , )

~
( , ),

l Q l lp

pF l l

� (9)

n �0 1 2, , , ... .

«Òî÷êà ñòàðòà» çàäàåòñÿ êàê

" p k
C

p kl l l l F l l l l� � �( ) ( , )
~

( , )
~

( , ) (|
~

( , ) |0
1 2 1 2 1 2 1 2

2� � �Q l lp ( , )).1 2

Óñëîâèå ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé èìååò âèä

" "

"

p
n

p
n

l

N

l

N

p

l l l l� �
( ) ( )

( , ) ( , )
�

�

�

�

�
��� 1

1 2 1 2

2

0

1

0

1

2

2

1

1

�
( )

( , )

, .
n

l

N

l

N

l l1 2

2

0

1

0

1

1 2

2

2

1

1

0 01

�

�

�

�

��

*

+

,
,
,
,

-

.

/
/
/
/

� (10)
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (10)
òðåáóåòñÿ íå áîëåå 4–7 èòåðàöèé.

Øàã 6. Âû÷èñëåíèå äâóìåðíîãî ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ (îáðàòíîå äâóìåðíîå ÄÏÔ):

� �� �p p

l

N

l

N

j j l l i
l j

N
( , ) ( , )exp1 2

0

1

0

1

1 2
1 1

2

2

1

1

2�
�

�

�

�

�� "
1

2 2

2

�
�

�
��

�

�
��

�
�
�

�
 
!

l j

N
,

(11)

j N1 10 1� �, ... , ; j N2 20 1� �, ... , .

Øàã 7. Ôîðìèðîâàíèå äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ �� ïî ïðà-
âèëó

� �� � �j j p k kj N j N j N j
1 2 1 2 11 2 1 21 1 1 1

,
( , ), , ... , ;� � � � � � �� � , ... , ,N�2

ãäå N N N N N Nf k f k� �1 1 1 2 2 2
1 1� � � � � �, . Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

N N N N N Nf k f k1 21 1 2 2
1 10 � � 0 � �; , (12)

òî ïðîåêöèè �� j j1 2,
ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â óçëàõ ( , ),� �j j1 2
ãäå � j kN j x

1 1 1 1 1 11� � � �� � �( ) ,

� j kN j x
2 2 2 2 2 21� � � �� � �( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ó÷èòûâàåò ïîãðåøíîñòü çàäà-
íèÿ àïïàðàòíîé ôóíêöèè óæå íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî
èçîáðàæåíèÿ (ñì. (7), (9)). Èñïîëüçîâàíèå äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ïðè âû÷èñëåíèè (5), (6), (11) íà 5–8 ïîðÿäêîâ óìåíüøàåò ÷èñëî îïåðà-
öèé ïî ñðàâíåíèþ ñ «ïðÿìûì» âû÷èñëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéíûõ
ñóìì, ÷òî îáóñëîâëèâàåò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ÐÀ.

Ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùåãî àëãîðèòìà. Âåðíåìñÿ ê ðå-
ãóëÿðèçèðîâàííîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ � �p j j( , ),1 2 êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (7). Êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ

~
( , )F l lp 1 2 (âõî-

äÿùèå â (7)) äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå

~
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )F l l l l l l H l l F l lp k p p p1 2 1 2 1 2 1 2 1 2� � � �� " H l lp ( , ),1 2

(13)

ãäå H l lp ( , )1 2 – êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
	p j j( , ),1 2 ôîðìèðóåìîé èç çíà÷åíèé	( , )j j1 1 2 2� � ïî òåì æå ñîîòíîøåíèÿì,

÷òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
~

( , )f j jp 1 2 (3). Ýëåìåíòû �k l l( , )1 2 îïðåäåëÿþòñÿ

âûðàæåíèåì (5) ïî òî÷íûì çíà÷åíèÿì àïïàðàòíîé ôóíêöèè k j j( , ).1 1 2 2� �
Êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ "p l l( , )1 2 ñîîòâåòñòâóþò òî÷íîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ �p j j( , )1 2 è îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì

"p p kl l F l l l l( , ) ( , ) ( , ).1 2 1 2 1 2� � (14)

Ïðèíÿòàÿ àääèòèâíàÿ ìîäåëü
~

( , ) ( , ) ( , )k k� � � � 
 � �1 2 1 2 1 2� � ïîçâîëÿåò çàïè-

ñàòü

� � � 
k kl l l l l l( , )
~

( , ) ( , ),1 2 1 2 1 2� � (15)
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ãäå� 
 ( , )l l1 2 – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (5) ïî çíà÷å-
íèÿì 
 p j j( , ).1 2 Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ

~
( , ):F l lp 1 2

~
( , )

~
( , ) ( , ) ( , ) ( , )F l l l l l l l l l lp k p p1 2 1 2 1 2 1 2 1 2� � �� � 
" " H l lp ( , ).1 2

(16)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

"p l l� ( , )1 2 �

�
�

~
( , ) ( , )

~
( , ) ( , ) ( ,� � �
k p k

C
pl l l l l l l l l l1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2" " )
~

( , ) ( , )

~
( , ) ( ( , )

�

� �

�

� � # �

k
C

p

k p

l l H l l

l l l l

1 2 1 2

1 2

2

1 2

2
1" ) ( , )

.
Q l lp 1 2

(17)

Âû÷èñëèì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðàâîé ÷àñòè (17) ïî ñëó-
÷àéíûì âåëè÷èíàì 	 
, ïðè ôèêñèðîâàííîì êîýôôèöèåíòå

~
( , ):�k l l1 2

" "p p kl l M l l l l� 	 
 � �( , ) [ ( , ) |
~

( , )].,1 2 1 2 1 2� (18)

Ñ ó÷åòîì M H l l M l lp	 
 
�[ ( , )] , [ ( , )]1 2 1 20 0� � ïîëó÷àåì

"
"

p

k

k p

l l
l l

l l l l
�

�

�

� � #
( , )

~
( , )

~
( , ) ( ( , )

1 2

1 2

2

1 2

2

1 2

2
1

�
� � ) ( , )

( , ).
Q l lp

p l l

1 2

1 2" (19)

Âåëè÷èíû "p l l� ( , )1 2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ
ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííîãî ïðè íóëåâûõ ïîãðåøíîñòÿõ

	 
 � �( , ), ( , )t t1 2 1 2 è çàäàííîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè
~

( , ).k � �1 2

Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ ÄÏÔ äèñêðåòíîé ïåðèî-
äè÷åñêîé ñâåðòêè è ñîîòíîøåíèå (19), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ äâóìåð-
íóþ ñâåðòêó:

� �� �p p

m

N

m

N

pj j h j m j m m( , ) ( , ) (1 2

0

1

0

1

1 1 2 2 1

2

2

1

1

� � �
�

�

�

�

�� , ),m2

(20)

â êîòîðîé

h j j H l l ip p

l

N

l

N

N N
� � �( , ) ( , )exp1 2

1 2 0

1

0

1

1 2

1

2

2

1

1

2�
�

�

�

�

�� l j

N

l j

N

1 1

1

2 2

2

�
�

�
��

�

�
��

�
�
�

�
 
!

, (21)

H l lp

k

k p

l l

l l l l
�

�

�

� � #
( , )

~
( , )

~
( , ) ( ( , )

1 2

1 2

2

1 2

2

1 2

2
1

�
� �" ) ( , )

.
Q l lp 1 2

(22)

Ïðè� �0 èìååò ìåñòî H l lp� ( , )1 2 11 è ñîîòíîøåíèå

h j m j m
j m j m

p� ( , )
, , ,

1 1 2 2
1 1 2 21

0
� � �

� �åñëè

âî âñåõ äðóãèõ ñëó àÿõ,x

�
�
� (23)
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è òîãäà � ��p pj j j j( , ) ( , ),1 2 1 2� ò. å. ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà ðåøåíèÿ
� �p j j( , )1 2 ðàâíà íóëþ. Ïðè óâåëè÷åíèè � âñå áîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
h j jp� ( , )1 2 îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ è âñå â áîëüøåé ñòåïåíè ðåãóëÿðèçèðîâàííîå
çíà÷åíèå� �p j j( , )1 2 áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò «òî÷íîãî» çíà÷åíèÿ � p j j( , ).1 2 Ïî-
ýòîìó äâóìåðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h j jp� ( , )1 2 ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíîé
ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ ÐÀ.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèê «ïðîòÿæåííîñòè» ôóíêöèè h j jp� ( , )1 2 ïðèìåì
äâå âåëè÷èíû � � � �h h1 2

( ), ( ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè íåëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé

h h h
h h

� � �

� � � �
1 2

2 2
0 0 4 0 0 0

( ) ( )
, , ( , ); ,

�

�
��

�

�
�� �

�

�
��

�

�
�� �0 4 0 0, ( , ),h� (24)

ãäå h� � �( , )1 2 – ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ äëÿ � �1 20 00 0, ïóòåì èíòåðïîëÿ-
öèè (íàïðèìåð, êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè) çíà÷åíèé h j jp� ( , ),1 1 2 2� � j1 0� , ...
... , , , ... , .N j N� �1 2

1 0 12� � � Âåëè÷èíà � �h1
( ) îïðåäåëÿåò øèðèíó ôóíêöèè

ðàññåÿíèÿ íà óðîâíå 0,4 îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî ïåðåìåííîé �1 ,
âåëè÷èíà � �h2

( ) � ïî ïåðåìåííîé � 2. «Ãåîìåòðè÷åñêàÿ» òðàêòîâêà ýòèõ âå-

ëè÷èí äîñòàòî÷íà ïðîñòà. Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíòðàñòíûìè ýëåìåíòà-
ìè ïî ïåðåìåííîé �1 â èñõîäíîì èçîáðàæåíèè áóäåò áîëüøå � �h1

( ), òî ýòè

ýëåìåíòû ïðîÿâÿòñÿ â âîññòàíîâëåííîì èçîáðàæåíèè. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
òðàêòîâàòü è âåëè÷èíó � �h2

( ).

Ïîÿñíèì òàêóþ òðàêòîâêó íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Èñõîäíîå èçîáðàæå-
íèå, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ ïèêîîáðàçíûõ ôóíêöèé, ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1, a.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïèêàìè 1 è 2 ïî îñè �1 ðàâíî 20 ïèêñåëåé, à ìåæäó 2 è 3
ðàâíî 70 ïèêñåëåé. Íà ðèñ. 1, b ïîêàçàíî çàðåãèñòðèðîâàííîå (áåç øóìà)
èçîáðàæåíèå, â ïðàâîé ÷àñòè f t t( , )1 2 êîòîðîãî ïèêè 1 è 2 «ñëèëèñü».

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê âûáðàòü ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, ÷òîáû ïèêè 1 è
2 «ïîÿâèëèñü» â ðåãóëÿðèçèðîâàííîì èçîáðàæåíèè � � �� ( , )?1 2 Ó÷èòûâàÿ,
÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïèêàìè 1 è 2 ïî îñè �1 ðàâíî 20 ïèêñåëåé, íàéäåì ïàðà-
ìåòð ðåãóëÿðèçàöèè �, äëÿ êîòîðîãî � �h1

20( ) � ïèêñåëåé (øàãè äèñêðåòèçà-
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öèè: � �1 21 1� �, ). Ðåãóëÿðèçèðîâàííîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè ýòîì ïà-
ðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåíî íà ðèñ. 2, a.Âèäíî, ÷òî ïèêè 1 è 2 «ðàç-
äåëèëèñü» â ðåãóëÿðèçèðîâàííîì èçîáðàæåíèè, ÷òî è ïîäòâåðæäàåò äàííóþ
âûøå òðàêòîâêó âåëè÷èí � �h1

( )è� �h2
( ). Èçîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè ïà-

ðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåì � �h1
30( ) � ïèêñåëåé, ïðåäñòàâ-

ëåíî íà ðèñ. 2, b.Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïðè òàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðå-
ãóëÿðèçàöèè ïèêè 1 è 2 íå ðàçäåëèëèñü.

Âåëè÷èíû � �h1
( ) è � �h2

( ) ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü êàê ìèíèìàëüíûå

ðàçìåðû îáúåêòà, êîòîðûé áóäåò «ñîõðàíåí» â ðåãóëÿðèçèðîâàííîì èçîáðà-
æåíèè. Íàïðèìåð, ïèêè ðàññìàòðèâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ èìåþò øèðèíó 10
ïèêñåëåé íà óðîâíå 0,4 îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Â èçîáðàæåíèè, ïîñòðî-
åííîì ïðè ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåì � �h1

10( ) � ïèêñå-

ëåé, ïèêè 1 è 2 íå òîëüêî îò÷åòëèâî ðàçäåëèëèñü, íî è èìåëè àìïëèòóäó 9, ÷òî
ãîðàçäî áëèæå ê àìïëèòóäå 10 òî÷íîãî èçîáðàæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçîáðà-
æåíèåì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 2, a (àìïëèòóäà ðàâíà 6).

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òî÷íî çàäàííîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè, ãäå h j jp� ( , )1 2

íå çàâèñèò îò âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæåíèÿ (ñì. (22) ïðè # �0), ôóíêöèÿ
ðàññåÿíèÿ ÐÀ, ïîñòðîåííîãî ïî íåòî÷íî çàäàííîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè, çàâè-
ñèò îò âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæåíèÿ, è ïîýòîìó íåëüçÿ íàéòè õàðàêòåðè-
ñòèêè � � � �h h1 2

( ), ( ) äî ïðîöåäóðû âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Íà ðèñ. 3

ïîêàçàíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé � �h1
( ) (êðèâàÿ 1), � �h2

( ) (êðèâàÿ 2), êîòî-

ðûå âû÷èñëåíû äëÿ èçîáðàæåíèÿ, ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 1, a. Âèäíî, ÷òî ïðè
óâåëè÷åíèè � õàðàêòåðèñòèêè � � � �h h1 2

( ), ( ) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò. Ïðè

ýòîì äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî ðåøåíèÿ áóäåò ìî-
íîòîííî óìåíüøàòüñÿ â ñèëó èçâåñòíîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ ÐÀ.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èç óñëîâèÿ

max( ( ), ( )) .� � � � �h h1 2
� ïð (25)

Çíà÷åíèå � � , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ýòîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ è ïðèíÿ-
òîå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÐÀ ñ íàèìåíü-
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øèì óðîâíåì ñëó÷àéíîé îøèáêè ïðè åãî ãàðàíòèðîâàííîé ðàçðåøàþùåé
ñïîñîáíîñòè, çàäàâàåìîé çíà÷åíèåì �ïð – ïðåäåëüíûì ðàçìåðîì êîíòðàñò-
íîé äåòàëè èçîáðàæåíèÿ, êîòîðàÿ ñ íåáîëüøèìè èñêàæåíèÿìè «ñîõðàíèòñÿ»
â âîññòàíîâëåííîì èçîáðàæåíèè. Ìîíîòîííîå ïîâåäåíèå � � � �h h1 2

( ), ( ) ïðè

èçìåíåíèè � îáóñëîâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü çíà÷åíèÿ ��
ïðè îãðàíè÷åíèè

� ïð 0 3 1 2max( , ),� � (26)

êîòîðîå âûçâàíî ïðîöåäóðîé èíòåðïîëÿöèè çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ôóíêöèè
h j jp� ( , )1 2 ïðè âû÷èñëåíèè êîðíåé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (24).

Äàëåå ïî òåêñòó çíà÷åíèå �� áóäåì íàçûâàòü ýôôåêòèâíûì, ïîä÷åðêèâàÿ
òåì ñàìûì ýôôåêò ñîõðàíåíèÿ â âîññòàíîâëåííîì èçîáðàæåíèè êîíòðàñò-
íûõ äåòàëåé èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ «ðàçìåðîì» íå ìåíåå � ïð. Îäíàêî âîñ-
ñòàíîâëåííîå (ïðè ïàðàìåòðå� � ) èçîáðàæåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü ïóëüñàöèè,
îáóñëîâëåííûå ñëó÷àéíîé îøèáêîé âîññòàíîâëåíèÿ 2 �p j j( , ).1 2 Äëÿ óñòðà-
íåíèÿ ýòèõ ïóëüñàöèé ñ ñîõðàíåíèåì ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ÐÀ (ò. å. áåç
óâåëè÷åíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè) îáðàòèìñÿ ê íåëèíåéíûì ëîêàëüíûì
ôèëüòðàì.

Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôèëüòðàöèÿ ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ.
Èçîáðàæåíèå �� j j1 2,

, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì âîññòàíîâëåíèÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ÐÀ, ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå:

� � 2� � �j j j j j jj j b
1 2 1 2 1 2 1 2, , ,, ,� � �

ãäå b
j j j j� �2
1 2 1 2, ,

, – ñèñòåìàòè÷åñêàÿ è ñëó÷àéíàÿ îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ, çà-

âèñÿùèå îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà �. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ïðè óìåíüøåíèè �
óâåëè÷èâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ îøèáêà, íî óìåíüøàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ, è íàî-
áîðîò. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè äàëüíåéøåé îáðàáîòêîé âîññòàíîâëåí-
íîãî èçîáðàæåíèÿ óìåíüøèòü îáùóþ îøèáêó 3 2� � �j j j j j j

b
1 2 1 2 1 2, , ,

� � âîññòà-

íîâëåíèÿ? Îòâåò áóäåò ïîëîæèòåëüíûì, åñëè èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì, êîòî-
ðûé íå áóäåò óâåëè÷èâàòü (èëè íåçíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàòü) ñèñòåìàòè÷åñ-
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êóþ îøèáêó è ñóùåñòâåííî óìåíüøàòü ñëó÷àéíóþ. Òàêîé àëãîðèòì ìîæíî
ïîñòðîèòü íà îñíîâå ëîêàëüíûõ íåëèíåéíûõ ôèëüòðîâ, âûõîäíîé ñèãíàë
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îïåðàöèé (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåëèíåé-
íûõ) íàä çíà÷åíèÿìè îáðàáàòûâàåìîãî èçîáðàæåíèÿ, ïîïàâøèõ â àïåðòóðó
ôèëüòðà. Ðàçìåð àïåðòóðû íàìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà èçîáðàæåíèÿ. Îäíèì èç
òàêèõ ôèëüòðîâ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàííûé. Äëÿ ïîÿñíåíèÿ ïðèíöèïà ðàáîòû ýòîãî
ôèëüòðà ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî çàøóìëåííîãî îäíî-
ìåðíîãî ñèãíàëà

� � 2j j j j N� � � �, ,1

ãäå 2 j – ñëó÷àéíûé øóì. Òîãäà âûõîäíîé ñèãíàë � j
M ìåäèàííîãî ôèëüòðà

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

� � � � �j
M

L j L j L j j L� � � � �med (~ , ~ , ... , ~ , ... , ~ ),1

ãäå medL ( )4 – ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ ìåäèàíó èç çíà÷åíèé, óêàçàííûõ â
ñêîáêàõ. Òàêèì îáðàçîì, � j

M ðàâåí ìåäèàíå âûáîðêè èç 2 1L� çíà÷åíèé ~�i è

çíà÷åíèÿ ~� j (ìåäèàíà âûáîðêè ñôîðìèðîâàíà èç L çíà÷åíèé, ëåæàùèõ ïî îáå
ñòîðîíû òî÷êè j).Âåëè÷èíó L ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàçìåð àïåðòóðû
ìåäèàííîãî ôèëüòðà. Ñ «ïåðåìåùåíèåì» àïåðòóðû ôèëüòðà ïî âñåì çíà÷åíè-
ÿì ~� j âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ � j

M äëÿ âñåãî èñõîäíîãî ñèãíàëà.

Èçâåñòíî, ÷òî ìåäèàííûé ôèëüòð õîðîøî ôèëüòðóåò èìïóëüñíûé øóì,
íî ïëîõî – íèçêîàìïëèòóäíûé. Ïîýòîìó â ðàáîòå [9] áûë ïðåäëîæåí êëàññ
êîìáèíèðîâàííûõ ôèëüòðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ñî-
åäèíåíèå ìåäèàííîãî ôèëüòðà (óäàëåíèå èìïóëüñíîãî øóìà) è íåêîòîðîé
ìîäèôèêàöèè èíòåðâàëüíîãî ôèëüòðà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî (óäàëåíèå íèç-
êîàìïëèòóäíîãî øóìà ñ ñîõðàíåíèåì êîíòðàñòíûõ äåòàëåé ñèãíàëà). Ðàáîòó
òàêîãî êîìáèíèðîâàííîãî ôèëüòðà (ÊÔ) – «ìåäèàííûé ôèëüòð + èíòåðâàëü-
íûé ôèëüòð ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî» – ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìè øàãà-
ìè, âûïîëíÿåìûìè äëÿ j N5 [ , ... , ].1

Øàã 1. Ñòðîèòñÿ îöåíêà

� � � �j
M

L j L j j L� � �med (~ , ... , ~ , ... , ~ ). (27)

Øàã 2. Ñòðîèòñÿ îöåíêà

� � � � 6j K i i
M

j
Mj K i j KÊÔ aver� � � � � � �(~ : , ), (28)

ãäå averK ( )4 – îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ; L è K – ðàçìåðû àïåðòóð ôèëüòðîâ, ïðè-
÷åì K L0 .Çàìåòèì, ÷òî íà øàãå 2 óñðåäíÿþòñÿ òîëüêî òå çíà÷åíèÿ � i

M, êîòî-

ðûå ïîïàëè â èíòåðâàë

I j j
M

j
M( ) [ , ].� � �� 6 � 6 (29)

Òàêîå èíòåðâàëüíîå óñðåäíåíèå ïðåäîòâðàùàåò ñãëàæèâàíèå êîíòðàñòíûõ
äåòàëåé ñèãíàëà � j .

Îïèñàííûé àëãîðèòì ôèëüòðàöèè îäíîìåðíîãî ñèãíàëà ëåãêî îáîáùàåò-
ñÿ íà ôèëüòðàöèþ âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæåíèÿ � �� �� { }.

,m m1 2

Äëÿ ýòîãî
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îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ìåäèàíû (27) áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íàä çíà÷åíèÿìè
��m m1 2,

, ïîïàâøèìè â êâàäðàòíóþ àïåðòóðó ðàçìåðîì ( ) ( )2 1 2 1L L� � � ñ

öåíòðîì ( , ),j j1 2 à èíòåðâàëüíîå óñðåäíåíèå (28) – íàä çíà÷åíèÿìè, ïîïàâ-
øèìè â êâàäðàòíóþ àïåðòóðó ðàçìåðîì ( ) ( ).2 1 2 1K K� � �

Âûáîð âåëè÷èíû6èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåìî-
ãî êîìáèíèðîâàííîãî ôèëüòðà (27), (28). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 6 ïðåäëàãàåòñÿ
ñëåäóþùèé ïîäõîä.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçîáðàæåíèå � �M
j j
M� { },,1 2

ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì

ìåäèàííîé ôèëüòðàöèè, ñîäåðæèò «îñòàòî÷íóþ» ñëó÷àéíóþ îøèáêó ñ äèñ-
ïåðñèåé �M

2 . Òîãäà âåëè÷èíó 6ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ïðàâèëó «òðåõ ñèãì»:

6 ��3 M . (30)

Äëÿ îöåíèâàíèÿ äèñïåðñèè �M
2 ñôîðìèðóåì ïåðèîäè÷åñêóþ N N1 2� äâó-

ìåðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � p
M j j( , )1 2 ïî ïðàâèëó

�
� �

p
M j j

M

j j
j N j N

( , )
, , ... , , , ... ,,

1 2
1 21 1

1 1
1 2 1� � �

� �åñëè �2

0

,

,âî âñåõ äðóãèõ ñëó àÿõx

�
�
�

j N j N1 1 2 21 1� �, ... , , , ... , .

Çàòåì, èñïîëüçóÿ ïðÿìîå äâóìåðíîå ÄÏÔ (6), âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíòû
ÄÏÔ " p

M l l( , ).1 2 Âåëè÷èíû N N N N1 21 2
0 0� �, âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ

ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè � p

M j j( , ).1 2

Â êà÷åñòâå îöåíêè äëÿ �M
2 ïðèíèìàåì âåëè÷èíó

s lM p
M

N N N N

L L

N N2 1
2

2
2

1 2

1
1

21 2

2 1 2 1 1 2 2
� � �

� � �

( ) ( )

( ) ( )
,

� � " l
l L

L

l L

L

2

2

2 2

2

1 1

1 �
�
�

�
�
�

7
7
7 7

7
7

� �� �
�� . (31)

Ýòà îöåíêà îñíîâàíà íà äîïóùåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíòû ÄÏÔ " p
M l l( , )1 2 äëÿ

íåêîòîðîãî «ïðÿìîóãîëüíèêà» çíà÷åíèé l l1 2, ñ öåíòðîì â òî÷êå ( ,N1 2 N2 2)
îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî øóìîì èçîáðàæåíèÿ � j j

M

1 2, . Çàäàäèì âåëè÷èíû

L N1 10 1� , , L N2 20 1� , , ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåìó âûáîðêè 80 04 1 2, .N N Äëÿ
òèïè÷íûõ çíà÷åíèé N N1 2512 512� �, îáúåì âûáîðêè 810500,÷òî ïîçâîëÿåò
äîñòàòî÷íî òî÷íî îöåíèòü �M

2 . Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-

òû äîêàçàëè òàêóþ âîçìîæíîñòü.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðà-

öèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê âîññòàíîâëåíèþ êîíòðàñòíûõ èçîáðàæåíèé
ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Â êà÷åñòâå èñõîäíî-
ãî èçîáðàæåíèÿ � ïðèíèìàëîñü èçîáðàæåíèå äâóõ ñèìâîëîâ ðàçìåðîì
172 275� ïèêñåëåé (ðèñ. 4, a). Çàòåì ýòî èçîáðàæåíèå «ñâîðà÷èâàëîñü» ñ ÿä-
ðîì k óðàâíåíèÿ (1) è ðåçóëüòàò èñêàæàëñÿ ñëó÷àéíûì øóìîì ñ îòíîñè-

òåëüíûì óðîâíåì � f f f f� � �
~

0,05. Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì
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èçîáðàæåíèå
~
f ïîêàçàíî íà ðèñ. 4, b. Âèäíî ñóùåñòâåííîå ñãëàæèâàíèå, âíî-

ñèìîå àïïàðàòíîé ôóíêöèåé, è øóìîâûå èñêàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû (2) ðàâíî 7,5 4109, ÷òî õàðàêòåðèçóåò

áîëüøóþ íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ.

èçîáðàæåíèå
~
f ïîêàçàíî íà ðèñ. 4, b. Âèäíî ñóùåñòâåííîå ñãëàæèâàíèå, âíî-

ñèìîå àïïàðàòíîé ôóíêöèåé, è øóìîâûå èñêàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî îáó-
ñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû (2) ðàâíî 7,5 4109, ÷òî õàðàêòåðèçóåò

áîëüøóþ íåóñòîé÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ.
Äàëåå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âìåñòî òî÷íîé àïïàðàòíîé ôóíêöèè k èç-

âåñòíà «çàøóìëåííàÿ» ôóíêöèÿ
~
k ñ îòíîñèòåëüíûì óðîâíåì øóìà �k �

� � �
~
k k k 0,1. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ âîññòàíîâëå-

íèÿ èçîáðàæåíèÿ îïèñàííûì âûøå ðåãóëÿðèçèðóþùèì àëãîðèòìîì (ñîîòíî-

øåíèÿ (3)–(9)) ÿâëÿëèñü èçîáðàæåíèå
~

,f j j1 2
è àïïàðàòíàÿ ôóíêöèÿ

~
.,km m1 2

Îñòàíîâèìñÿ íà âûáîðå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè�.Òàê êàê ñàìûé «òîí-
êèé» êîíòðàñòíûé ýëåìåíò èçîáðàæåíèÿ (âåðõíÿÿ ÷àñòü áóêâû D) èìåë ðàç-
ìåð 10 ïèêñåëåé, òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè áûëî ðàâíî ðåøåíèþ
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (25) ïðè �ïð � 10 ïèêñåëåé. Ðåãóëÿðèçèðîâàííîå
èçîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè òàêîì ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè, ïîêàçàíî íà
ðèñ. 5, a è èìååò îòíîñèòåëüíóþ îøèáêó � � � �� �� � � 0,202. Íà
ðèñóíêå âèäåí âûñîêèé óðîâåíü ñëó÷àéíîé îøèáêè âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ
óìåíüøåíèÿ óðîâíÿ ýòîé îøèáêè ñ ñîõðàíåíèåì êîíòðàñòíûõ äåòàëåé ðåãó-
ëÿðèçèðîâàííîå èçîáðàæåíèå áûëî îáðàáîòàíî êîìáèíèðîâàííûì ôèëüò-
ðîì (27), (28) ñ ïàðàìåòðàìè L L1 2 3� � , K K1 2 6� � . Âåëè÷èíà 6 îïðåäåëÿ-
ëàñü ïî ôîðìóëå (30), ãäå âìåñòî �M èñïîëüçîâàëàñü îöåíêà sM � 4,3, ò. å. 6 �
� 4 �3 0 4 3, , 12,9. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà �� îòôèëüòðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ
� ÊÔ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 5, b, ðàâíà 0,086. Çàìåòèì, ÷òî ðåãóëÿðèçèðî-

âàííîå èçîáðàæåíèå, ïîñòðîåííîå ïðè� �� opt , èìååò îòíîñèòåëüíóþ îøèá-
êó �� � 0,162 è çíà÷èòåëüíî ñãëàæåííûå ãðàíèöû ñèìâîëîâ èçîáðàæåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, îáðàáîòêà ðåãóëÿðèçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ êîìáèíè-
ðîâàííûì ôèëüòðîì (27), (28) ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò îáùóþ îøèáêó âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè
âîññòàíîâëåíèè è äðóãèõ êîíòðàñòíûõ èçîáðàæåíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåííûé íåëèíåéíûé êîìáèíèðîâàííûé (÷àñòîòíî-
ïðîñòðàíñòâåííûé) àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ ïîçâîëÿåò â îïðåäåëåííîé
ñòåïåíè ïðåîäîëåòü ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòüþ è
óñòîé÷èâîñòüþ ëèíåéíîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ
èçîáðàæåíèé.

Àëüòåðíàòèâîé èñïîëüçóåìîìó êîìáèíèðîâàííîìó ôèëüòðó ñ ôèêñè-
ðîâàííûìè ðàçìåðàìè àïåðòóðû ìîæåò áûòü àäàïòèâíûé ôèëüòð. Ðàçìåðû
àïåðòóðû òàêîãî ôèëüòðà èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííîñòåé îáðà-
áàòûâàåìîãî ôðàãìåíòà èçîáðàæåíèÿ. Ïðè ïîïàäàíèè â àïåðòóðó êîíòðàñò-
íûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåðû àïåðòóðû óìåíüøàþòñÿ, ïðè îáðàáîòêå «îäíîðîäíî-
ãî» ôðàãìåíòà ðàçìåðû àïåðòóðû óâåëè÷èâàþòñÿ (ïîäðîáíåå ñì. [10, 11]).
Ýòî ïîçâîëèò áîëåå ýôôåêòèâíî îòôèëüòðîâàòü ñëó÷àéíóþ îøèáêó ðåãóëÿ-
ðèçèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ ïðè ñîõðàíåíèè êîíòðàñòíûõ ýëåìåíòîâ.
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