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В приближении тонкого слоя рассматривается задача о свободной жидкой пленке, огра-
ниченной по вертикали твердыми стенками и находящейся под действием силы тяжести
и термокапиллярных сил. Решение, при котором толщина пленки постоянна, а темпе-
ратура является линейной функцией продольной координаты, исследуется на устой-
чивость аналитически с помощью метода согласования асимптотических разложений
и численно с помощью метода ортогонализации при различных значениях ускорения
свободного падения. Полученные аналитически и численно результаты хорошо согла-
суются. Показано, что решение неустойчиво, но инкремент возмущений является малым
даже в условиях земной гравитации.
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Введение. В работах, посвященных исследованию неизотермических пленок жидко-
сти, в основном рассматриваются пленки, находящиеся на твердой поверхности или стека-
ющие по стенке. Течения жидких пленок с двумя свободными поверхностями (свободных
пленок) изучены в меньшей степени.

В работах [1, 2] в приближении тонкого слоя теоретически исследована деформация
свободной жидкой пленки под действием термокапиллярных сил в условиях невесомости.
При этом в [1] в предположении, что свободная поверхность является идеально тепло-
проводящей, получено уравнение для определения толщины пленки. Групповые свойства
уравнений и инвариантные решения для бесконечно протяженной пленки исследованы в

работе [2].
В работе [3] в точной постановке рассмотрены деформация и разрыв тонкой жидкой

пленки под действием концентрированной тепловой нагрузки при отсутствии гравитации,
предложена схема численных расчетов в переменных вихрь — функция тока. В [4] для
этой задачи исследуется влияние числа Прандтля на разрыв пленки.

В экспериментах [5] для горизонтальной свободной пленки, закрепленной по пря-
моугольному контуру, обнаружена неустойчивость течения, а также описаны ячеистые

структуры, возникающие вследствие термокапиллярного эффекта. Влияние формы сво-
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бодной поверхности на структуру течения для данной задачи экспериментально изучалось

в [6].
В работе [7] проведено численное исследование термокапиллярных колебательных те-

чений в свободной жидкой пленке, натянутой на круговой контур, в условиях невесомости.
В настоящей работе интерпретируются результаты экспериментов [8, 9], в которых

получены протяженные по длине свободные вертикальные жидкие пленки. Эти пленки
являются долгоживущими и могут быть использованы в технологии опреснения воды.

1. Постановка задачи. Рассматривается вязкая несжимаемая жидкость, которая
заполняет плоский слой Ωt = {x ∈ (0, l); z ∈ (−h(x, t), h(x, t))} (l > 0 — длина пленки).
При x = 0, x = l жидкость ограничена твердыми стенками, а границы при z = ±h(x, t)
являются неизвестными свободными поверхностями. Направление ускорения свободного
падения g = (−g, 0) противоположно направлению оси x. Течение полагается симметрич-
ным относительно прямой z = 0. Зависимость коэффициента поверхностного натяжения σ
от температуры T имеет вид

σ = σ0 − κ(T − T0),

где κ — температурный коэффициент поверхностного натяжения; σ0, T0 — положительные

постоянные.
В приближении тонкого слоя в предположении идеальной теплоизолированности сво-

бодной поверхности система трех уравнений, связывающая расход жидкости через по-
перечное сечение пленки q, толщину пленки h и ее осредненную температуру T , имеет
вид [10]

−qt +
σ0

ρ
hhxxx =

κ
ρ

Tx + gh, ht + qx = 0, (hT )t + (qT )x = χ(hTx)x, (1)

где ρ — плотность жидкости; χ — температуропроводность жидкости. Для системы за-
даются граничные условия

q = 0, hx = 0 (x = 0, x = l), (2)

а также пара краевых условий для температуры: условия либо второго рода

Tx = Q1 (x = 0), Tx = Q2 (x = l) (3)

(Q1, Q2 — заданные значения тепловых потоков на нижней и верхней стенках соответ-
ственно), либо первого рода

T = T1S (x = 0), T = T2S (x = l) (4)

(T1S , T2S — температуры нижней и верхней стенок соответственно).
Введем безразмерные переменные по формулам

x′ =
x

l
, t′ =

t

t∗
, T ′ =

T

θ
, h′ =

h

εl
, q′ =

q

q∗
,

где t∗ = ρνl/(εκθ); q∗ = ε2κθl/(ρν); ν — вязкость жидкости; θ — характерный перепад

температур; ε = max h/l — отношение максимальной толщины пленки к ее длине l. Далее
штрихи над безразмерными переменными опускаются.

Система (1) с условиями (2), (3) или (2), (4) имеет решение с постоянной толщиной
пленки:

h = 1, T = −x + c, q = 0 (5)

(c — постоянная). Такое решение существует при условии выполнения следующего соот-
ношения между гравитацией и характерным перепадом температур θ:

κθ = ρgεl2. (6)
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2. Устойчивость решения с постоянной толщиной. Исследуем на устойчивость
решение (5). Сначала рассмотрим случай, когда для температуры на твердых стенках

заданы условия (3). Линеаризуя задачу (1)–(3) в безразмерных переменных на решении (5),
получаем систему уравнений для возмущений

−δqt + hxxx = γ(Tx + h), Tt − q = α(−hx + Txx), ht + qx = 0 (7)

c граничными условиями

hx(0) = hx(1) = q(0) = q(1) = 0; (8)

Tx(0) = Tx(1) = 0, (9)

где α = ρνχ/(εκθl); δ = εκ2θ2l/(ρν2σ0); γ = κθ/(σ0ε
2).

Система (7) сводится к уравнению относительно q:

qxxxxxx − (1/α)qtxxxx − 2γqxxx + δqttxx − (δ/α)qttt = 0, (10)

а условия (8), (9) — к условиям

q = qxx = qxxxx − γqx = 0 (x = 0, x = 1). (11)

Решение задачи (10), (11) ищем в виде

q(x, t) = eλt f(x),

где λ — комплексный параметр, и получаем задачу на собственные значения

fxxxxxx − (λ/α)fxxxx − 2γfxxx + δλ2fxx − (δλ3/α)f = 0; (12)

f(0) = f(1) = fxx(0) = fxx(1) = fxxxx(0)− γfx(0) = fxxxx(1)− γfx(1) = 0. (13)

Введем параметр β = α2δ и выполним замену ζ =
√

δ λ. Тогда уравнение (12) прини-
мает вид

fxxxxxx − (ζ/
√

β )fxxxx − 2γfxxx + ζ2fxx − (ζ3/
√

β )f = 0. (14)

Заметим, что согласно определениям α и δ параметр β не зависит от характерного
перепада температур (или согласно (6) от ускорения свободного падения). При этом при
использовании для воды следующих значений параметров: σ0 = 0,075 Н/м, ρ = 1000 кг/м3,
κ = 2 · 10−4 Н/(м ·К), l = 0,01 м, ν = 10−6 м2/c, ε = 10−2, параметр β имеет значение
β = 2,61 · 10−6.

Положим η = 4
√

β. Тогда уравнение (14) принимает вид

η2fxxxxxx − ζfxxxx − 2γη2fxxx + η2ζ2fxx − ζ3f = 0. (15)

С учетом того что малый параметр η2 находится при старшей производной, решение
задачи (15), (13) будем искать с помощью метода согласования асимптотических разло-
жений, предложенного М. И. Вишиком и Л. А. Люстерником [11]. Для решения данной
задачи, являющейся сингулярно возмущенной задачей с регулярным вырождением, необ-
ходимо построить погранслойные функции вблизи границ x = 0, x = 1. При этом пара-
метр ζ раскладывается в ряд по степеням η:

ζ =
∞∑

k=0

ηkζk.

Внешнее разложение решения (т. е. решение за пределами пограничных слоев) имеет
вид

R ≡
∞∑

k=0

βkrk(x). (16)
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Подставляя ряд (16) в задачу (15), (13) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях η, в нулевом порядке получаем уравнение

r0xxxx + ζ2
0r0 = 0 (17)

c краевыми условиями

r0(0) = r0(1) = r0xx(0) = r0xx(1) = 0. (18)

Из условия разрешимости краевой задачи (17), (18) находим

ζ0 = iπ2. (19)

Таким образом, в нулевом порядке решение имеет вид нейтральных колебаний. При
этом

r0(x) = sin πx. (20)

Последние два краевых условия (13) для функции (20) не выполняются, и для ликвидации
невязки строятся внутренние (погранслойные) разложения решения. Введем “растянутую”
координату ξ = x/η и будем искать внутреннее разложение вблизи границы x = 0 в виде

S ≡
∞∑

k=0

ηk+4sk(ξ). (21)

Из (15) следует, что разложение S удовлетворяет уравнению

Sξξξξξξ − ζSξξξξ − 2γη3Sξξξ + η4ζ2Sξξ − η4ζ3S = 0. (22)

Согласно [11] погранслойные функции sk должны удовлетворять условиям

sk(ξ) → 0 (ξ →∞). (23)

Также сумма рядов (16), (21) должна удовлетворять предпоследнему краевому усло-
вию (13).

Подставляя ряд (21) в уравнение (22) и приравнивая коэффициенты при одинаковых
степенях η, в главном порядке получаем

s0ξξξξξξ − ζ0s0ξξξξ = 0. (24)

Решением уравнения (24), удовлетворяющим условию (23), является функция

s0(ξ) = m e−(1+i)πξ/
√

2,

где постоянная m определяется из условия

s0ξξξξ(0) = γr0x(0)− r0xxxx(0).

Получаем

m = −γ/π3.

Для того чтобы найти внутреннее разложение решения вблизи границы x = 1, введем
“растянутую” переменную τ = (1− x)/η. Решение находим в виде ряда

J ≡
∞∑

k=0

ηk+4jk(τ), (25)

где J удовлетворяет уравнению

Jττττττ − ζJττττ + 2γη3Jτττ + η4ζ2Jττ − η4ζ3J = 0. (26)
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Подставляя ряд (25) в уравнение (26), c учетом последнего краевого условия (13) по-
лучаем

j0(τ) = (γ/π3) e−(1+i)πτ/
√

2 .

Увеличивая значение степени η, из условий разрешимости соответствующих краевых
задач по рекуррентным формулам находим ζk:

ζ1 = 0, ζ2 = 0, ζ3 = 0, ζ4 = −3iγ2

4π4
, ζ5 =

√
2 γ2(1 + i)

π5
, ζ6 =

5γ2

2π4
, (27)

ζ7 =
2
√

2 γ2(i− 1)

π5
, ζ8 =

iγ2(168π6 − 21γ2 + 32π5 cth π/2)

32π10
, ζ9 =

(i + 1)γ2(15γ2 − 36π6)

4
√

2π11
.

Таким образом, только в пятом порядке появляется инкремент возмущений.
Рассмотрим случай, когда вместо условия (9) для возмущений температуры на твер-

дых стенках выполняется условие

T (0) = T (1) = 0, (28)

которое получается при линеаризации условия (4). Тогда для уравнения (10) должны вы-
полняться условия

q = qxx = qxxxxx + δqttx = 0 (x = 0, x = 1). (29)

Решая задачу (10), (29) как задачу (10), (11), получаем

ζ0 = iπ2, ζ1 = 0, ζ2 = 0, ζ3 = 0, ζ4 =
iγ2(4 + 4 eπ +3π − 3 eπ π)

4π5(eπ −1)
,

ζ5 = 0, ζ6 =
5γ2

2π4
, ζ7 =

4
√

2 γ2(i− 1)

π5
,

(30)

ζ8 =
iγ2

32π12(1− eπ)3
(32π7(eπ −1)2(1 + eπ)− 168π8(eπ −1)3 + 40γ2(eπ −1)(eπ +1)2 −

− 16πγ2(3− 5 eπ −5 e2π +3 e3π) + 3π2γ2(7 e3π −37 e2π +37 eπ −7)),

ζ9 = −8
√

2 (i + 1)γ2

π5
.

В этом случае инкремент возмущений появляется лишь в шестом порядке.
Таким образом, собственные значения можно найти с достаточной точностью при раз-

личных значениях g как в случае задания краевых условий (9), так и в случае задания
условий (28). Однако данное решение является приближенным аналитическим решением.
Для сравнения строится численное решение с использованием метода ортогонализации,
одновременно и независимо предложенного С. К. Годуновым [12] и А. А. Абрамовым [13].
Полученные численно собственные значения ζ для различных значений g представлены
в табл. 1 (для случая, когда для температуры выполняются условия (9)) и табл. 2 (для
случая, когда для температуры выполняются условия (28)), где также представлены соб-

ственные значения ζ̃, вычисленные асимптотически по формулам (19), (27) или (30). Из
табл. 1, 2 следует, что результаты, полученные численно и аналитически, хорошо согла-
суются.

На рисунке приведены зависимости вещественной λr и мнимой λi частей собственных

значений от ускорения свободного падения. Видно, что и в случае задания для темпера-
туры краевого условия первого рода, и в случае задания условия второго рода решение
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Таб ли ц а 1

Значения ζ, ζ̃ при различных значениях g в случае, когда на твердых стенках
для температуры задано краевое условие второго рода

g, м/с2 ζ̃ ζ

0,1 1,05 · 10−7 + i · 9,8696 1,05 · 10−7 + i · 9,8696
1,0 1,05 · 10−5 + i · 9,8693 1,05 · 10−5 + i · 9,8693
4,0 1,68 · 10−4 + i · 9,8640 1,68 · 10−4 + i · 9,8640
9,8 1,02 · 10−3 + i · 9,8360 1,03 · 10−3 + i · 9,8358

Та бли ц а 2

Значения ζ, ζ̃ при различных значениях g в случае, когда на твердых стенках
для температуры задано краевое условие первого рода

g, м/с2 ζ̃ ζ

0,1 1,87 · 10−8 + i · 9,8696 1,89 · 10−8 + i · 9,8696
1,0 1,87 · 10−6 + i · 9,8694 1,87 · 10−6 + i · 9,8694
4,0 2,99 · 10−5 + i · 9,8665 2,99 · 10−5 + i · 9,8665
9,8 1,79 · 10−4 + i · 9,8511 1,82 · 10−4 + i · 9,8511

2

4

6

8

0 2 4 6 8 10

1

2

1

2

lr.10
4, ñ-1

á

à

g, ì/ñ2

8,52

8,53

8,54

0

8,55

2 4 6 8 10

li, ñ-1

g, ì/ñ2

Зависимости инкремента (а) и частоты (б) возмущений от ускорения свобод-
ного падения в случае задания для температуры краевого условия первого (1)
и второго (2) рода
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неустойчиво, однако инкремент остается малым даже при наличии земной гравитации.
В случае условия (28) инкремент равен 1,58 · 10−4 с−1. Таким образом, время, за которое
амплитуда возмущений увеличивается в e раз, равно 105,8 мин. В случае краевого усло-
вия (9) инкремент равен 8,89 · 10−4 с−1, и время, за которое амплитуда увеличивается в e
раз, равно 18,76 мин. Следовательно, пленка может существовать достаточно длительное
время, что согласуется с экспериментальными данными [8, 9]. При этом в случае задания
для температуры краевого условия второго рода инкремент возмущений больше, чем в
случае задания краевого условия первого рода.

Заключение. В приближении тонкого слоя при различных значениях ускорения сво-
бодного падения исследована на устойчивость неизотермическая свободная вертикальная

жидкая пленка с постоянной толщиной. Полученные аналитически и численно результа-
ты хорошо согласуются. Показано, что решение является неустойчивым, однако даже в
условиях земной гравитации инкремент возмущений остается малым. Установлено, что в
случае если на твердых стенках для температуры задается краевое условие первого рода,
инкремент меньше, чем в случае задания краевого условия второго рода.

Автор выражает благодарность В. В. Пухначеву за постановку задачи и внимание к
работе.
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