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Представлены результаты численного моделирования локальной структуры и теплообмена двухфазного 
течения со стенкой трубы в вертикальном полидисперсном газожидкостном потоке. Математическая модель 
основана на использовании эйлерова описания с учетом влияния пузырьков на осредненные характеристики и 
турбулентность несущей фазы. Полидисперсность двухфазного течения описывается методом дельта-аппрок-
симации с учетом процесса дробления и коалесценции пузырьков. Турбулентность несущей фазы рассчитыва-
ется с применением модели переноса рейнольдсовых напряжений. Результаты моделирования показали хоро-
шее согласование с представленными в литературе экспериментальными данными. Экспериментальные и чис-
ленные данные по изменению теплогидравлического параметра говорят о том, что в турбулентном потоке при 
добавлении воздушных пузырьков происходит в бóльшей степени рост трения на стенке, чем теплообмена. 
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Введение 

Двухфазные турбулентные пузырьковые потоки широко распространены в химиче-
ской, атомной, фармацевтической промышленности, в теплоэнергетике и других прак-
тических приложениях. Информация об осредненных и пульсационных характеристиках 
течения, теплообмене и распределении пузырьков по сечению канала (трубы) важна как 
с фундаментальной, так и с практической точек зрения [1, 2]. Было установлено, что на 
распределение газовых пузырьков по сечению канала большое влияние оказывают их 
размер и концентрация, а на величину трения на стенке и теплообмен со стенкой трубы 
или канала в таких течениях сильно влияет распределение дисперсной фазы по сечению 
трубы. Сложность математического описания таких течений связана с необходимостью 
учета большого количества факторов различной физической природы и разных масштабов: 

* Математическая модель разработана в рамках государственного задания ИТ СО РАН (номер программы 
АААА-А17-117030310010-9); метод исследования теплообмена разработан в рамках государственного задания 
ИТ СО РАН (номер программы AAAA-А18-118051690120-2); экспериментальное и численное исследование 
выполнено при финансовой поддержке гранта РФФИ (проект РФФИ № 18-58-45006_Инд). 
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турбулентности несущей среды, межфазного взаимодействия, процессов дробления и 
коалесценции. Структура газожидкостного двухфазного потока зависит от расходных 
параметров, геометрии, режима течения и физических свойств жидкости и пузырьков. 
Газожидкостные пузырьковые течения в той или иной мере всегда являются полидис-
персными [1, 2], а вычислительные затраты при моделировании таких течений при учете 
процессов дробления и коалесценции существенно выше, чем в расчете монодисперс-
ных пузырьковых потоков. В этой связи широко используются различные упрощающие 
допущения. 

К настоящему времени существует несколько методов моделирования полидис-
персных двухфазных потоков при наличии дробления и коалесценции пузырьков [2]. 
Одним из наиболее информативных методов описания динамики пузырьков в полидис-
персных течениях на сегодняшний момент является применение кинетического урав-
нения для удельной численной концентрации пузырьков — Population Balance Equa- 
tion (PBE) [3–5]. Эта модель дополняется уравнениями неразрывности и баланса им-
пульса и широко используется в эйлеровом подходе различными авторами. Одним из 
способов решения PBE является использование разбиения всех пузырьков на несколько 
классов по размерам и (или) скоростям с моделированием поведения каждой группы на 
основе многожидкостного подхода. Часто применяемыми методами решения PBE явля-
ются многогрупповой метод (Multiple Size Group — MUSIG) [3, 4] или его модификация — 
Heterogeneous-MUSIG (H-MUSIG) [5]. В этих подходах уравнения баланса массы и им-
пульса решаются для каждой монодисперсной группы пузырьков, что приводит к нели-
нейному росту вычислительного времени при увеличении числа групп. С целью умень-
шения времени счета используются допущения о том, что несколько фракций пузырьков 
[5, 6] или все группы пузырьков [3, 4] имеют одинаковую скорость.  

Другим способов моделирования эволюции спектра пузырьков по размерам явля-
ется метод δ-функций [7]. Этот подход первоначально применялся для описания двух-
фазных коагулирующих потоков с использованием лагранжева описания. Авторами [7] 
данный способ был адаптирован для эйлерова описания пузырьковых турбулентных 
течений. Было показано, что способ δ-аппроксимации является эффективным при опи-
сании полидисперсных пузырьковых течений с учетом коалесцении и дробления и тре-
бует небольшого числа групп при разбиении спектра по размерам по сравнению MUSIG 
или H-MUSIG подходами. Так, например, в работе [5] для получения достоверных ре-
зультатов было использовано более 20 групп пузырьков, а в [4] — 40 групп пузырьков. 
В работе [7] оказалось достаточным использовать от 4-х до 6-ти групп частиц. Авторы 
этих работ модифицировали диффузионно-инерционную модель (ДИМ) [8] и показали 
ее применимость для моделирования динамики полидисперсных вертикальных пузырь-
ковых течений. Основное ее отличие от других подходов для моделирования пузырько-
вых полидисперсных течений заключается в использовании авторами [7] в своей мате-
матической модели выражения для определения скорости двухфазного потока в целом. 
В этом случае члены, описывающие межфазное взаимодействие, в уравнениях баланса 
массы и импульса явно не присутствуют, что упрощает запись решаемых уравнений. 
Для расчета осредненных скоростей несущей фазы (жидкость) и воздушных пузырьков 
применяются алгебраические соотношения [7]. Все это приводит к заметному уменьше-
нию вычислительных затрат при описании турбулентных полидисперсных пузырьковых 
течений. 

Настоящая работа посвящена дополнительной проверке работоспособности разра-
ботанной ранее авторами модели расчета распределения пузырьков и теплопереноса со 
стенкой трубы в турбулентном полидисперсном пузырьковом потоке. Выполнено срав-
нение с имеющимися в литературе экспериментальными и численными данными других 
работ. 
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Математическая модель 

В математической модели используется система RANS-уравнений в осесиммет-
ричном приближении, записанная с учетом влияния пузырьков на осредненные и пуль-
сационные характеристики течения и теплообмен [9]. Для моделирования газожидкост-
ных турбулентных потоков используется эйлерово двухжидкостное описание. Задача, 
аналогично [9], рассматривается в осесимметричной постановке и решается система ста-
ционарных осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса (RANS) для несущей 
фазы с учетом обратного влияния газовых пузырьков на процессы переноса. Для дис-
персной фазы применяется система нестационарных RANS-уравнений [9]. Система 
уравнений для моделирования движения дисперсной фазы в эйлеровом континуальном 
представлении получена из кинетического уравнения для функции плотности вероятно-
сти распределения частиц в турбулентном потоке и приведена в [8]. Для описания тур-
булентности несущей фазы применялась модель переноса компонент тензора рейнольдсо-
вых напряжений (Second Moment Closure — SMC) [10] с учетом влияния двухфазности 
течения [11]. Динамика и распределение пузырьков газа в турбулентном потоке жидкос-
ти описываются с помощью подхода [7, 8], однако в настоящей работе используется 
полное описание динамики дисперсной фазы без применения диффузионно-инерцион-
ной модели [8]. 

Полидисперсность пузырькового течения описывается с использованием метода δ- 
аппроксимации [12]. Этот подход первоначально применялся для описания двухфазных 
коагулирующих потоков с использованием лагранжева описания [12]. Авторами [7] дан-
ный способ был модифицирован для моделирования динамики пузырьковых полидис-
персных турбулентных течений в эйлеровом подходе. В рамках метода δ-аппроксимации 
полидисперсный ансамбль частиц моделируется системой монодисперсных групп, для 
чего непрерывная функция плотности распределения по массе (размерам) частиц дис-
персной фазы аппроксимируется суммой δ-функций [7]. Для замыкания системы урав-
нений используются уравнения для числовой (счетной) N = 36Mρ /(πρ b d 3) и массовой M 
концентраций пузырьков, записанные с учетом подхода [7], где ρ и ρ b — плотность 
жидкости и воздушных пузырьков соответственно, d — диаметр газовых пузырьков. Они 
отличаются от соответствующих выражений, приведенных в [7], отсутствием слагаемо-
го, учитывающего действие инерционной, подъемной и пристенной сил, которые в пред-
ставленной работе учитываются в виде отдельных силовых факторов в основных урав-
нениях системы. Выражения для расчета интенсивности коалесценции и дробления пу-
зырьков заимствованы из работы [13]. Все основные уравнения для обеих фаз, модель 
турбулентности и силы, описывающие межфазное взаимодействие, подробно описаны 
в исследовании [9] и в данной работе не приведены. 

Результаты численных расчетов и их анализ 

Ранее авторами работы [9] были проведены сопоставления полученных данных 
с результатами измерений полидисперсного потока смеси воздуха и воды для условия 
известных экспериментов MTLoop071, 074 и 107 [14]. Измерения проводились в изотер-
мическом восходящем пузырьковом потоке при скорости жидкости JL = 0,255 м/с 
(MTLoop071) и 1,017 м/с (MTLoop074 и 107) в трубе диаметром 51,2 мм при числе Рей-
нольдса Re = 5⋅104. Эксперимент MTLOOP074 выполнялся при малой объемной расход-
ной концентрации пузырьков (β = 3,5 %), при этом максимум концентрации пузырьков 
располагался в пристенной зоне трубы. Режим MTLoop107 (β = 12,1 %) характерен тем, 
что максимум концентрации наблюдался в центральной части трубы. Измерения 
MTLoop071, в отличие от двух других режимов, проводились при значительно отлича-
ющейся величине скорости жидкой фазы, но при этом β = 12,6 %, что близко к режиму 
MTLoop107. Полученный профиль локального газосодержания для режима MTLoop071 
в отличие от MTLoop074 и 107 имеет близкий к однородному вид по сечению трубы. 
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Было получено удовлетворительное согласование по распределениям локального газо-
содержания и диаметра воздушных пузырьков по сечению трубы между эксперимента-
ми [14] и численными расчетами [9]. 

Однако известно [8, 15, 16], что характеристики двухфазного потока и размер пу-
зырьков в трубах большого диаметра могут значительно отличаться от таковых для труб 
меньшего диаметра. Это происходит из-за того, что вследствие проявления неустойчи-
вости Тэйлора не образуется снарядный режим течения [15]. Поэтому с целью дополни-
тельной проверки работоспособности модели для случая течения в трубах большего 
диаметра и при больших концентрациях пузырьков были проведены сопоставления 
с данными измерений [16]. Сравнения проводились для трубы длиной X = 12,3 м с внут-
ренним диаметром 2R = 200 мм при числе Рейнольдса Re = (0,7÷2)⋅105 и объемном рас-
ходном газосодержании β ≈ 20 %. Среднерасходные скорости составляли для жидкости 
JL = 0,35 и 1,06 м/с, для газа — Jb = 0,11 м/с. Эти данные позволяют дополнительно про-
верить работоспособность математической модели полидисперсного пузырькового по-
тока для трубы заметно большего диаметра. Все расчеты в настоящей работе проведены 
для четырех δ-функций. 

Измеренные в [16] и рассчитанные авторами настоящей работы профили локаль-
ного газосодержания и среднего диаметра воздушных пузырьков приведены на рис. 1. 
Для определения начальных распределений пузырьков по их диаметрам и фракциям ис-
пользовались данные [4]. По ним средний диаметр пузырьков во входном сечении d = 
= 4 мм. Для дополнительного анализа на рисунке приведены результаты численных рас-
четов трехмерного течения [4], выполненных с использованием метода PBE для 40 групп 
пузырьков. По данным экспериментов [16] средний диаметр пузырьков d  ≈ 6,5 мм. 
Заметим, что при таком размере пузырьков их форма должна отличаться от сфериче-
ской, что не принимается во внимание как в настоящей работе, так и в расчетах [4]. 
Однако наблюдается удовлетворительное согласование результатов обоих расчетов 
с данными измерений [16] по профилям локального газосодержания и осредненного 
диаметра воздушных пузырьков (см. рис. 1а). Для профиля локального газосодержания 
характерным является наличие максимума концентрации пузырьков в приосевой части 
трубы. Результаты, полученные по данной модели, качественно согласуются с измерени-
ями [16] и расчетами [4]. 

Распределение среднего размера пузырьков по радиусу трубы приведено на рис. 1b. 
Видно, что характерным для данных [4, 16] является то, что пузырьки максимального 

 
Рис. 1. Профили локального газосодержания (а) и осредненного по объему диаметра 

воздушных пузырьков (b) в восходящем полидисперсном потоке. 
1 — эксперименты [16],  2 — результаты расчетов [4],  3 — результаты расчетов настоящей работы; 

2R = 200 мм, X = 12,3 м; (а): JL = 0,35 м/с, Re = 7⋅104, Jb = 0,11 м/с, β = 23,9 %; 
(b): JL = 1,06 м/с, Re = 2⋅105, Jb = 0,11 м/с, β = 19,7 %. 
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размера расположены в приосевой части трубы и их диаметр уменьшается по мере при-
ближения к стенке трубы. В опытах [16] наблюдается некоторое увеличение размера 
пузырьков в пристенной части, что возможно связано с погрешностью проведения измере-
ний двухфазного пузырькового течения. В целом, форма полученных профилей локаль-
ного газосодержания и диаметра пузырьков согласуется с данными эксперимента [16] и 
расчетами [4]. 

Большую роль в инженерных приложениях играет интенсивность влияния газовой 
фазы на поверхностное трение (гидравлическое сопротивление) и теплоотдачу между 
двухфазным течением и нагреваемой стенкой трубы. Авторы провели расчеты для усло-
вий экспериментальных исследований [17], выполненных в двухфазном пузырьковом 
опускном турбулентном течении в трубе диаметром 2R = 20 мм. Эксперименты были 
проведены при постоянных расходах жидкости и газа (Re = 5000, β = 0,01) с вариациями 
дисперсного состава газовых включений. Размер пузырей задавался путем регулирова-
ния количества капилляров, через которые осуществлялась подача газа в поток. Измере-
ния размеров пузырей выполнялись с помощью теневой съемки потока в области, 
в которой располагались измерительные блоки. Между генератором пузырей и измери-
тельной областью находился участок стабилизации потока длиной 80 калибров трубы. 
Обработка изображений проводилась в автоматическом режиме на компьютере. Были 
определены средний по объему размер пузырей d , их количество и дисперсный состав 
газовой фазы для каждого из проведенных экспериментов. Эксперименты выполнялись 
при комнатной температуре и атмосферном давлении, температура жидкости поддержи-
валась автоматически в диапазоне 24,9÷25,1 °С. Диаметр трубы, средний размер воз-
душных пузырьков и направление двухфазного потока существенно отличались от тако-
вых в работах [14, 16].  

Сопоставления измеренных [17] и рассчитанных величин коэффициента трения на 
стенке, теплоотдачи, а также параметра аналогии Рейнольдса представлены на рис. 2 
в зависимости от величины среднего диаметра пузырьков. Для измерения напряжения 
трения на стенке применялся электродиффузионный метод, теплообмена — метод пря-
мого нагрева с помощью постоянного тока и контроль температуры нагреваемой стенки. 
Здесь τw и h — трение на стенке и коэффициент теплообмена двухфазного потока,  
а τw0 и h0 — эти же величины в однофазном течении при прочих идентичных условиях. 
Распределение количества пузырьков каждой из фракций соответствовало таковому 
из данных [17].  

 
 

Рис. 2. Изменение параметров трения на стенке τw /τw0 и теплообмена h/h0 в пузырьковом 
опускном потоке (а) и зависимость теплогидравлического параметра (h/h0 )/(τw/τw0 ) (b) 

от среднего диаметра воздушных пузырьков 〈d〉. 
Символы — результаты измерений [17], линии — результаты расчетов настоящей работы; 

2R = 20 мм, Re = 5⋅103, T = Tb = 298 K,  X = 1,6 м,  JL = 0,25 м/с,  Jb ≈ 0,003 м/с,  β = 1 %; 
а: 1, 2 — изменения трения на стенке и теплообмена соответственно. 
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Как эксперименты, так и расчеты свидетельствуют о том, что трение на стенке 
в двухфазном потоке увеличивается по сравнению с однофазным режимом течения во 
всем диапазоне изменения диаметров воздушных пузырьков. Этот вывод можно сделать 
из анализа данных на рис. 2а. Для теплообмена наблюдается более сложная картина: 
при малых размерах пузырьков ( d  < 0,9 мм) характерным является подавление тепло-

обмена за счет уменьшения турбулентности течения при добавлении мелкодисперсных 
частиц. Это демонстрируют как эксперименты [17], так и расчеты авторов. Величина 
снижения теплопереноса достигает h/h0 ≈ 0,66 в экспериментах [17] и h/h0 ≈ 0,78 — 
в настоящих расчетах. Максимальное снижение теплообмена наблюдается для пузырь-
ков d ≈ 0,5–0,6 мм. Наиболее вероятной причиной снижения теплопереноса является 

то, что мелкие пузырьки вовлекаются в осредненное течение жидкости. При этом на их 
вовлечение расходуется некоторая часть турбулентной кинетической энергии несущей 
фазы, т.е. происходит подавление уровня турбулентности несущего потока жидкости 
[18]. При уменьшении уровня турбулентности происходит снижение интенсивности 
теплообмена со стенкой трубы. Далее, с ростом диаметра пузырьков, трение и теплоот-
дача увеличиваются по закону, близкому к линейному, с той лишь разницей, что трение 
возрастает более интенсивно, нежели теплоотдача. Так, по данным рис. 2а для самых 
больших пузырьков ( d  = 1,7 мм) по данным измерений [17] получено τw /τw0 ≈ 2,2 и 

для численных расчетов τw /τw0 ≈ 2, тогда как h/h0 ≈ 1,5 – для экспериментов и h/h0 ≈ 1,3 — 
для расчетов. Такая сильная интенсификация трения и теплообмена в газожидкостном 
потоке, возможно, связана с турбулизацией течения жидкости при обтекании относи-
тельно крупных пузырьков. Подобные особенности теплообмена в пузырьковых потоках 
были показаны в работе [19], где выполнялись измерения теплоотдачи в восходящем 
пузырьковом потоке в канале-сборке. 

Данные по влиянию среднего размера пузырьков на изменение теплогидравличе-
ского параметра (ТГП) (h/h0)/(τw /τw0) приведены на рис. 2b. Анализ результатов измере-
ний позволяет сделать вывод о том, что первоначально в области малых размеров воз-
душных пузырьков при d  = 0,4–0,8 мм характерным является рост значения ТГП до 

максимального значения — (h/h0)/(τw /τw0) ≈ 0,66 при d  = 0,75 мм. Далее наблюдается 

слабое влияние диаметра пузырьков на изменение величины параметра аналогии Рей-
нольдса. Для расчетных данных характерным является резкое снижение величины 
(h/h0)/(τw /τw0) от единицы для однофазного течения (β = 0) до значения параметра 
(h/h0)/(τw /τw0) ≈ 0,73 в области малых пузырьков ( d  = 0,5–0,8 мм), что является вполне 

очевидным. Далее, по мере роста диаметра пузырьков, наблюдается плавное снижение 
величины (h/h0)/(τw /τw0) до  ≈ 0,67 для наибольшего исследованного размера пузырьков 

d  = 1,8 мм.  

Следует отметить, что в области малых начальных диаметров пузырьков макси-
мальное отличие между данными измерений и расчетов авторов достигает 20 %, далее 
оно значительно уменьшается. По данным экспериментов [17] и настоящих расчетов 
максимальное значение ТГП не превышает 0,7. Экспериментальные и численные данные 
изменения теплогидравлического параметра свидетельствует о том, что в турбулентном 
потоке при добавлении воздушных пузырьков происходит заметно бóльший рост трения 
на стенке, чем теплообмена. 
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Заключение 

В работе приведены результаты сопоставительного анализа теплопереноса в верти-
кальной трубе между её стенкой и полидисперсным турбулентным пузырьковым пото-
ком и локальной структуры последнего. Форма профиля локального газосодержания, 
расположение максимумов концентрации пузырьков количественно согласуются с ре-
зультатами измерений и расчетов авторов других работ для труб различных диаметров. 
Распределения диаметра воздушных пузырьков с уменьшением их размера по мере при-
ближения к стенке трубы также согласуется с данными измерений и расчетов других 
работ.  

В целом, рассмотренная модель адекватно предсказывает распределение парамет-
ров двухфазного течения по радиусу трубы и теплообмена в турбулентном пузырьковом 
вертикальном течении в широком диапазоне изменения объемного расходного газосо-
держания (β = 1–20 %) и в диапазоне изменения числа Рейнольдса потока Re = (0,05÷2)⋅105. 
Экспериментальные и численные данные по изменению теплогидравлического параметра 
говорят о том, что в турбулентном потоке при добавлении воздушных пузырьков проис-
ходит больший рост трения на стенке, чем теплообмена.  
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