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Из общего аналитического решения невязкой задачи взаимодействия возмущений на клине с наклонной 
ударной волной получены соотношения для коэффициентов преобразования возмущений в пульсации давле-
ния для случая длинноволновых возмущений внешнего потока. Выполнено численное моделирование взаимо-
действия длинноволновых возмущений с ударной волной на пластине под углом атаки 5°÷20° для вязкого 
режима течения. Вычислены значения отклонений коэффициентов преобразования, полученных в численном 
моделировании для вязкого случая, от невязкого аналитического решения в приближении длинных волн, по-
лучены корректирующие поправки на вязко-невязкое взаимодействие в аналитическом решении. 
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Введение 

Изучение восприимчивости пограничных слоев к возмущениям набегающего пото-
ка является необходимым при рассмотрении устойчивости и ламинарно-турбулентного 
перехода в пограничных слоях летательных аппаратов. Под восприимчивостью обычно 
понимают механизм, посредством которого внешние возмущения проникают в погра-
ничный слой и образуют неустойчивые волны [1]. Процесс восприимчивости недоста-
точно изучен, особенно при сверхзвуковых и гиперзвуковых скоростях потока, что затруд-
няет разработку метода предсказания ламинарно-турбулентного перехода [2].  

В последнее время процессы восприимчивости и развития возмущений в сверхзву-
ковых пограничных слоях моделей исследуются в высокоэнтальпийных аэродинамиче-
ских трубах [3–14]. Достоинством таких установок является воспроизведение широкого 
диапазона параметров торможения. Однако для определения модового состава возмуще-
ний в потоке высокоэнтальпийных аэродинамических труб необходима разработка ме-
тодов и устройств для разделения суммарного поля пульсаций внешнего сверхзвукового 
потока на различные моды (вихревую, энтропийную и акустическую). Эта задача требует 
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определения значений коэффициентов преобразования внешних возмущений в пуль-
сации давления на поверхности моделей, расположенных в установках. Коэффициенты 
преобразования могут быть получены из решения задачи о взаимодействии возмущений 
с наклонной ударной волной (УВ), возникающей при обтекании тела сверхзвуковым 
потоком газа. 

В работе [15] было выполнено численное моделирование задачи взаимодействия 
коротковолновых возмущений (λ << L, где λ — длина волны рассматриваемого возму-
щения, L — расстояние от передней до задней кромки модели по ее поверхности) с УВ 
на клине в вязкой постановке. Было показано, что существует диапазон углов распро-
странения возмущений внешнего потока, при которых за УВ наблюдается практически 
полное отсутствие пульсаций давления на поверхности клина, что соответствует нуле-
вым коэффициентам преобразования. Однако для задачи модовой декомпозиции требу-
ется, чтобы все коэффициенты преобразования были ненулевые, поскольку только в этом 
случае возможно однозначно определить тип и амплитуду возмущений во всем диапа-
зоне углов распространения. Такое положение имеет место при наличии длинноволно-
вых возмущений (λ ≥ L). Последнее позволяет определить тип и амплитуды возмущений 
во всем диапазоне углов распространения и, таким образом, получить решение задачи 
модовой декомпозиции. Коэффициенты преобразования внешних длинноволновых воз-
мущений в течениях вязкого газа, представленные в виде аналитических зависимостей 
от угла наклона УВ, угла распространения возмущений и числа Маха набегающего 
потока впервые были получены в работе [16] как аппроксимация данных численного 
моделирования для ограниченного диапазона определяющих параметров.  

Общее аналитическое решение задачи взаимодействия возмущений с наклонной 
УВ, но для невязкого случая, было получено в работе [17]. Это решение определено 
во всей области между УВ и поверхностью клина и дается в виде бесконечного набора 
слагаемых, что существенно усложняет его анализ для конкретных прикладных задач и 
использования для верификации данных численного моделирования. С учетом изложен-
ного, в настоящей работе для случая длинноволновых возмущений внешнего потока 
(для которых отношение расстояния от передней кромки модели по продольной коорди-
нате к длине волны возмущения x/λ << 1) путем разложения по малому параметру x/λ 
общего решения невязкой задачи [17] получены простые соотношения для коэффициен-
тов преобразования длинноволновых возмущений в пульсации давления. 

Ниже приводится проведенное авторами численное моделирование взаимодей-
ствия длинноволновых возмущений с ударной волной на пластине под углом атаки для 
невязкого и вязкого режимов течения. Данные численного моделирования сравниваются 
с полученными в настоящей работе на базе общего решения невязкой задачи соотноше-
ниями для коэффициентов преобразования длинноволновых возмущений в пульсации 
давления с целью обоснования применимости выведенных формул для невязкого случая 
и получения корректирующих поправок на вязко-невязкое взаимодействие в рассматри-
ваемой задаче. 

1. Соотношения для коэффициентов преобразования 
      длинноволновых возмущений в пульсации давления 
      на базе общего решения невязкой задачи 

В результате решения задачи о взаимодействии возмущений на клине с наклонной 
УВ в невязкой постановке в работе [17] было получено общее аналитическое решение для 
возмущений давления 𝑝𝑝′, определенное во всей области между УВ и поверхностью клина 
с углом раствора θ. Это решение выведено в виде бесконечного набора слагаемых [17]: 
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лены соответственно параллельно и перпендикулярно поверхности клина, p2 , U2 — давле-
ние и скорость за УВ, обезразмеренные на соответствующие значения в набегающем 
потоке, as — скорость звука за УВ, обезразмеренная на значение скорости набегающего 
потока, ω — круговая частота, набор коэффициентов av вычисляется по рекуррентным 
соотношениям [17], Jv — функции Бесселя. В настоящей работе, как и в исследовании [17], 
индекс 2 относится к величинам за УВ, а индекс 1 — к величинам набегающего потока. 
Набегающий поток характеризуется скоростью *

1 ,U  числом Маха M, плотностью *
1ρ   и 

температурой *
1T  (индекс * относится к размерным величинам). Вектор скорости запи-

сывается как *
1 ( , )U u v  по осям (x, y), которые соответственно параллельны и перпенди-

кулярны направлению невозмущенного внешнего потока. Поле плотности записывается 
как *

1 ,ρ ρ  давление — как * * *
1 1 ,R T pρ   где  𝑅𝑅∗ обозначает газовую константу. Далее 

в работе используются только безразмерные величины. Заметим, что поля скорости, 
плотности и давления включают также малые возмущения потока, т.е. ,u u u′= +  

,v v v′= +  ,p p p′= +  ρ ρ ρ′= + (параметры с чертой относятся к стационарному потоку, 
со штрихом — к возмущениям).  

Пусть возмущения набегающего потока в виде плоских монохроматических волн 
с волновым вектором k распространяются под углом φ относительно оси x. Эти возму-
щения набегающего потока могут быть разделены на три различных класса (см., напри-
мер, [18]). 

1. Акустические волны, которые характеризуются наличием возмущения давления 
( )1 0p′ ≠  и возникающих возмущений скорости ( )1 1 ( M)U p γ′ ′=  и плотности ( )1 1 .pρ γ′ ′=  
При этом волны распространяются без изменения энтропии и не имеют завихренности. 
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Путем разложения общего решения для p′  по этому малому параметру k̂r  и при усло-
вии M2 = 2 s 1U a >  (M2 — число Маха за УВ) получаем уравнение генерации возмуще-
ний давления за УВ в следующем виде: 
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где величины ,n nA B  (n = 1, 2) — функции, задаваемые следующими формулами [17]: 
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1 2,u u  — нормальные компоненты скорости стационарного потока перед и за УВ, 1v  — 

тангенциальная компонента скорости стационарного потока. Величины (1)
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здесь 1u′  и 1v′  — нормальная и тангенциальная к УВ компоненты возмущений скорости, 

1ρ′  и 1p′  — возмущения плотности и давления соответственно. Видно, что величины 
из соотношения (3) линейно зависят от амплитуд возмущений набегающего потока. 
Следовательно, можно представить коэффициент 1a  в уравнении генерации давления 
за УВ (2) в виде линейной комбинации членов, пропорциональных нормальной и тан-
генциальной компонентам возмущений скорости, а также возмущениям давления и 
плотности: 
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Рассмотрим первые два члена уравнения (4), отвечающие за возмущения скорости, 
которые распространяются под углом ϕ  относительно оси x. Если нормальная и танген-
циальная к УВ компоненты возмущений скорости 1u′  и 1v′  имеют вид 

1 1 cos( 2 ),u U π β ϕ′ ′= − −     1 1 sin( 2 ),v U π β ϕ′ ′= − −   

где 1U ′  — амплитуда пульсаций скорости набегающего потока, β — угол наклона УВ 
относительно оси направления потока, то коэффициенты 1ua  и 1va  можно записать как 
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Используя известные тригонометрические соотношения, сумму коэффициентов 1ua  и 1va
можно представить в виде  
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Уравнение генерации возмущений давления за УВ (1) будет зависеть от угла распро-
странения ϕ плоских волн соответствующего типа. В случае акустических волн, когда 
угол распространения быстрых акустических волн ϕ ϕ−  , получим 
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2 1 1cos ( 2 ) .C C pπ β ϕ ′= − − +  

В случае медленных акустических волн ϕ ϕ π= + . 
Для вихревых возмущений внешнего потока в силу ортогональности волнового 

вектора вектору пульсаций скорости [17] имеем 
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Для энтропийных возмущений внешнего потока зависимость от 𝜑𝜑 отсутствует: 
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Таким образом, коэффициенты преобразования возмущений набегающего потока в пуль-
сации давления за УВ для акустических быстрых ( )* *

af 1 ,g p p′ ′=  акустических медлен-

ных ( )as ,g  вихревых ( )( )* * * * * *
v 1 1 1 1Mg U p U R Tρ′ ′=  и энтропийных ( )( )* * * *

e 1 1g p R Tρ′ ′=  

возмущений имеют вид: 
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где C1, C2 и C3 — функции из уравнений (8)–(10). 
В работе [19] рассматривалась задача о взаимодействии возмущений на клине 

с наклонной УВ с возмущениями внешнего потока в трехмерной невязкой постановке 
в декартовой системе координат (x, y, z), было получено аналитическое решение для 
возмущений, имеющих z-компоненту волнового вектора. На основе [19], аналогично 
вышеприведенным разложениям, авторами получены соотношения для коэффициентов 
преобразования длинноволновых возмущений в пульсации давления. Эти соотношения 
включают члены, пропорциональные пульсациям давления 1,p′  плотности 1ρ′  и компо-
нентам пульсаций скорости 1u′  и 1,v′  при этом влиянием z-компоненты пульсаций скоро-
сти в приближении длинных волн можно пренебречь. Для коэффициентов преобразова-
ния выполняются соотношения (11), в которых C2 заменяется на C2 sin (ψ ), где ψ  — по-
лярный угол распространения волн.  

Зависимости коэффициентов преобразования длинноволновых возмущений в пуль-
сации давления (11) получены для невязких течений. На практике требуется коррекция 
этих зависимостей на случай вязких течений. Ранее, в работе [16], было проведено чис-
ленное моделирование задачи взаимодействия длинноволновых возмущений с УВ на 
клинe при x/λ < 0,4 для вязкого случая при вариации угла распространения и типа волн. 
Полученные в [16] аналитические зависимости коэффициентов преобразования от угла 
распространения внешних возмущений для вязкого случая подобны соотношениям (11) 
для невязких течений. Однако в [16] не проводились параметрические расчеты для по-
лучения зависимости значений функций Ci от чисел Рейнольдса и  Маха.  

2. Численное моделирование взаимодействия 
       длинноволновых возмущений с ударной волной 
       на пластине под углом атаки 

В расчетном плане для двумерных плоских течений гиперзвуковое обтекание кли-
на и пластины под углом атаки, равным углу раствора клина, эквивалентны. Поэтому 
в данном разделе рассматривается задача взаимодействия длинноволновых возмущений 
(λ >> L, где λ — длина волны рассматриваемого возмущения, L — расстояние от перед-
ней до задней кромки модели по ее поверхности) с ударной волной на пластине под углом 
атаки θ. Система координат в этом случае совпадает с системой координат раздела 1. 
Оси координат расчетной области совпадают с осями координат x2, y2, а параметром x 
обозначена продольная координата. 

Численное моделирование обтекания модели возмущенным сверхзвуковым пото-
ком воздуха проводилось с использованием пакета ANSYS Fluent с добавлением встро-
енных модулей для введения возмущений различных мод. Задача решалась в рамках 
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двухмерных уравнений Навье−Стокса с использованием решателя, основанного на 
плотности, явной схемы второго порядка точности по пространству с Roe-FDS методом 
расщепления конвективных потоков и явного метода Рунге–Кутты по времени. Для не-
вязкого случая теплоемкость задавалась постоянной, для вязкого — как функция темпе-
ратуры. Вязкость рассчитывалась по формуле Сазерленда, теплопроводность — по фор-
муле из кинетической теории газов.  

Расчетная область представляет собой прямоугольник, часть нижней стороны ко-
торого совпадает с поверхностью пластины, где задается условие прилипания и посто-
янная температура поверхности пластины, равная 300 K. На правой границе и на нижней 
границе, не занятой поверхностью пластины, установлено условие истечения. Высота 
расчетной области выбиралась из условия, что головная ударная волна не взаимодей-
ствует с верхней границей расчетной области при всех рассматриваемых углах атаки.  

Задача решалась в два этапа. Сначала проводился расчет стационарного течения. 
При этом на левой и верхней границах задавались условия набегающего потока (дав-
ление P∞ , число Маха M∞, температура T∞ и угол атаки θ ). На втором этапе решалась 
задача о взаимодействии ударного слоя на пластине с внешними возмущениями, кото-
рые вводятся на левой и верхней границах расчетной области путем задания соответ-
ствующих зависящих от времени граничных условий с помощью модуля UDF, встраива-
емого в расчетный код (см. описание в работах [7, 16]). Возмущения моделировались 
заданием суперпозиции стационарного течения и плоских монохроматических волн 
с задаваемой амплитудой A (A = 0,03P∞), частотой f = 10÷1000 кГц и углом распростра-
нения, равным углу атаки θ. Расчетная область покрывалась равномерной прямоуголь-
ной сеткой. Общее число ячеек составляло не менее 520  000 и зависело от длины пла-
стины, которая изменялась от 1 до 100 мм. Численное моделирование проводилось 
на кластере информационно-вычислительного центра (ИВЦ) Новосибирского государ-
ственного университета. 

На рис. 1 приведены поля среднеквадратичных пульсаций давления на пластине 
длиной 100 мм при воздействии быстрой акустической волны для невязкого и вязкого 
типов течения. Видно, что углы наклона УВ в невязкой и вязкой задачах отличаются, 
но поля пульсаций давления для обоих случаев однородны за УВ. Исходя из этого, в на-
стоящей работе коэффициенты преобразования возмущений определялись как отношение 
амплитуд пульсаций давления на поверхности пластины к амплитуде возмущения набе-
гающего потока при равных значениях параметра x/λ: a wg = p p∞′ ′  — для акустических 
волн, e w ( / )g = p p T T∞ ∞ ∞′ ′  — для энтропийных возмущений, v w ( / )g = p p u c∞ ∞ ∞′ ′  — 
для вихревых возмущений. 

 
 

Рис. 1. Поле среднеквадратичных пульсаций давления на пластине длиной 100 мм 
при воздействии быстрой акустической волны (А = 0,03 P∞ , f = 100 кГц) 

при θ = 10°, M∞ = 7,8, Re1 = 4⋅104м–1. 
а — невязкий случай, b — вязкий случай. 
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3. Результаты и обсуждение 

В представленной работе двумя способами получены коэффициенты преобразова-
ния длинноволновых возмущений за ударной волной в потоках, обтекающих пластину 
под углом атаки. Первый способ — по соотношениям (11), выведенным из общего анали-
тического решения невязкой задачи взаимодействия возмущений с УВ, второй — как 
результат численного моделирования обтекания пластины под углом атаки возмущен-
ным сверхзвуковым потоком на основе решения двумерных уравнений Навье–Стокса. 
Проведены параметрические расчеты по влиянию числа Маха (M∞ = 4,5÷8,9), числа Рей-
нольдса (ReL = 4⋅103÷4⋅105), вычисленного по параметрам набегающего потока и длине 
модели L, и угла атаки (θ = 5°÷20°) на коэффициенты преобразования возмущений набе-
гающего потока воздуха.  

На рис. 2 показаны зависимости коэффициентов преобразования быстрой акусти-
ческой волны от числа Маха в двух сечениях (x/λ = 0,2 и x/λ = 0,37), демонстрирующие 
увеличение значений этих коэффициентов с ростом числа Маха. Для сравнения на ри-
сунке также приведены значения коэффициентов преобразования длинноволновых воз-
мущений, полученные по соотношениям (11). Видно, что в исследуемом диапазоне чи-
сел Маха (М∞ = 4,5÷8,9) коэффициенты преобразования (x/λ ≤ 0,2), полученные в чис-
ленном моделировании для вязкого случая, практически совпадают с аналитическим 
решением (11) невязкой задачи для длинноволновых возмущений. С увеличением пара-
метра x/λ до 0,37, отличие составляет не более 3 %. Аналогичные результаты получены 
и для других углов атаки. 

На рис. 3 представлены коэффициенты преобразования быстрой акустической вол-
ны, полученные в численном моделировании для разных чисел Рейнольдса ReL. При 
этом число Рейнольдса вычислялось по параметрам набегающего потока и длине модели L 
(L = 1÷100 мм). Видно, что полученные коэффициенты преобразования длинноволновых 
возмущений для разных углов атаки практически совпадают с коэффициентами для не-
вязкого случая при ReL ≥ 40000. При ReL = 4000 отличие значений коэффициентов пре-
образования от значений, полученных по невязкой теории взаимодействия, составило 
около 13 %. Вероятно, это связано с тем, что параметры обтекания в этом случае соответ-
ствуют режиму сильного вязко-невязкого взаимодействия. 

 
 

Рис. 2. Зависимости коэффициентов 
преобразования быстрой акустической волны 

от числа Маха для двух сечений. 
Результаты численного моделирования 

в сечениях x/λ = 0,2 (1), 0,37 (2) и данные, 
полученные по соотношениям (11) (3); 
θ = 10°, P∞ = 494,3 Па, ReL = 4⋅104, 

A = 0,03P∞ ,  f = 100 кГц. 
 

 
 

Рис. 3. Зависимости коэффициентов 
преобразования быстрой акустической волны 

от числа Рейнольдса для двух сечений. 
Результаты численного моделирования 

в сечениях x/λ = 0,2 (1), 0,37 (2) и данные, 
полученные по соотношениям (11) (3); 

P∞ = 494,3 Па, T∞ = 97,8 K, M∞ = 7,8, 
T0 = 1200 K, A = 0,03⋅P∞. 
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В работе получены отклонения ∆g коэффициентов преобразования всех мод воз-
мущений от значений, полученных по невязкой теории взаимодействия (см. соотноше-
ния (11)) в широком диапазоне определяющих параметров. Отклонения ∆g определялись 
как разность значений коэффициентов преобразования, полученных в численном моде-
лировании вязкого случая и по аналитическим формулам (11) для невязкого случая, 
отнесенная к значению, полученному по формуле (11) для соответствующей моды воз-
мущения. На рис. 4 приведены значения отклонений для всех мод возмущений в диапа-
зоне углов атаки θ = 0°÷20° и чисел Рейнольдса ReL = 4000÷400000 в зависимости от па-

раметра вязко-невязкого взаимодействия 3
eM / Re .xχ =  Здесь Me — число Маха за УВ, 

Rex — локальное число Рейнольдса, вычисленное по значению координаты x в сече-
нии x/λ = 0,35. Параметр χ введен для гиперзвуковых течений и характеризует долю вяз-
кого пограничного слоя в течении за УВ [20, 21]. Если 𝜒𝜒 значительно меньше единицы, 
то течение за УВ можно рассчитывать без учета вязких эффектов, т.е. как полностью 
невязкое. Если 𝜒𝜒 больше единицы, то вязкие эффекты играют значительную роль в фор-
мировании течения за УВ. Поэтому гиперзвуковой параметр 𝜒𝜒 называют параметром 
вязко-невязкого взаимодействия [20]. 

На рис. 4 видно, что в случае быстрой акустической волны до значения χ = 2 сущест-
венных отличий для коэффициента gaf от невязкого случая не наблюдаются, при χ > 2 
отклонение увеличивается с ростом параметра вязко-невязкого взаимодействия и при χ = 4 
достигает 25 %. Аналогичным образом себя ведет коэффициент преобразования ge, 
достигая максимума отклонения от невязкого случая в 25 % уже при χ = 2,5. Для коэф-
фициентов преобразования gν, gas отклонения от невязкого случая до 15 % наблюдаются 
уже при χ = 1. Это свидетельствует о том, что при значениях параметра χ > 1 для рас-
сматриваемых режимов обтекания требуется учет вязко-невязкого взаимодействия. 
Поэтому далее была проведена корректировка коэффициентов преобразования всех мод 
в соотношениях (11) с целью использования их для вязких течений. Для этого к функ-
циям Ci  из соотношений (8)–(10) для невязких течений были добавлены корректировоч-

ные члены vis
iCδ  (vis — вязкий) как функции от параметра 𝜒𝜒, полученные с помощью 

численного моделирования вязкой задачи:  

vis vis(1 ),i i iC C Cδ= +                                                  (12) 

где vis vis( ) ( ) /i i i iC C C Cδ χ = −   — безразмерные величины.  

На рис. 5 приведены значения поправок vis
iCδ  в зависимости от параметра вязко-

невязкого взаимодействия χ. Учет полученных корректировочных членов в аналити-
ческом решении невязкой задачи для 
длинноволновых возмущений (11) 
снижает отклонения коэффициентов 

 
 

 

Рис. 4. Отклонения коэффициентов 
преобразования всех мод возмущений 

от невязкой теории взаимодействия 
(соотношения (11)) в зависимости 

от параметра вязко-невязкого 
взаимодействия. 

1, 2 — быстрые и медленные акустические 
волны соответственно, 3 — вихревая мода, 

4 — энтропийная мода, кривые — аппроксимация 
соответствующих данных полиномом; 
θ = 0÷20°, ReL = 4⋅103 ÷ 4⋅105, M∞ = 7,8. 
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преобразования возмущений всех мод 
до 3 % в диапазоне чисел Маха от 4,5 
до 8,9, чисел Рейнольдса от 4⋅103 

до 4⋅105, углов атаки от 5° до 20° и па- 
раметра вязко-невязкого взаимодейст-
вия χ от 0 до 4. Такие корректировоч-
ные члены уравнения (12) позволяют 
использовать общее решение невязкой 
задачи в приближении длинных волн (11) для определения коэффициентов преобразова-
ния всех мод в вязких течениях в указанном диапазоне определяющих параметров. 

Заключение 

Из общего аналитического решения невязкой задачи взаимодействия возмущений 
на клине с наклонной УВ [16] путем разложения по малому параметру /x λ  получены 
аналитические зависимости для коэффициентов преобразования возмущений в пульса-
ции давления для случая длинноволновых ( /x λ ≪ 1) возмущений внешнего потока раз-
ного типа. 

Выполнено численное моделирование взаимодействия длинноволновых возму-
щений с ударной волной на пластине под углом атаки для невязкого и вязкого режимов 
течения в широком диапазоне определяющих параметров (M∞ = 4,5 ÷ 8,9, ReL = 4⋅103 ÷ 
÷ 4⋅105, углы атаки 5°÷20°). 

Вычислены значения отклонений коэффициентов преобразования, полученных 
в численном моделировании для вязкого случая, от значений, полученных для невязкого 
аналитического решения в приближении длинных волн (x/λ << 1) для всех вариантов 
расчета в зависимости от гиперзвукового параметра взаимодействия 3

eM / Re .xχ =  
Показано, что с увеличением параметра вязко-невязкого взаимодействия отклонения 
коэффициентов преобразования всех мод возмущений, полученных по невязкой теории 
взаимодействия, от расчетных значений для вязкого случая увеличиваются до 30 %. 

Получены корректирующие поправки на вязко-невязкое взаимодействие в анали-
тическом решении (11). Учет полученных корректировочных членов снижает отклоне-
ния коэффициентов преобразования возмущений всех мод до 3 % в рассматриваемом 
диапазоне определяющих параметров.  
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Рис. 5. Корректировочные члены 
уравнения (12) в зависимости 
от параметра вязко-невязкого 
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