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Предложена постановка задачи, описывающая процесс поднятия жидкости в капиллярах, 

один конец которых сообщается со свободной атмосферой, а другой опущен в резервуар 

с жидкостью со стенками, находящимися под вибровоздействием. Расчетами показано, что 

импульсы давления в жидкости существенно сокращают время капиллярной пропитки. В от-

сутствии колебаний жидкости, поступающей из резервуара в капилляр, высота ее поднятия, 

определенная в результате численного решения поставленной задачи, совпадает с расчетами 

выполненными на основе уравнения Вашбурна – Лукаса и хорошо согласуется с эксперимен-

тальными данными. Приводится алгоритм, позволяющий обобщить задачу на капиллярную 

пропитку образцов пористых сред, насыщенных несмешивающимися жидкостями. 
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При изменении уровня давления в пластовых водах шахт и рудников газ, находящийся 

в порах горной породы, через систему пор и трещин поступает в пространство выработки. 

Вибровоздействие, оказываемое на разрабатываемый пласт, ускоряет процессы газоотдачи 

и фильтрации [1 – 3]. Это обусловлено интенсификацией капиллярной пропитки, зависящей 

от физико-химических свойств внутренней поверхности пор [4, 5]. 

Известные математические модели (Секели, Баттена, Вашбурна – Лукаса, Ичикава – Садота), 

описывающие процесс поднятия жидкости в капиллярах [6 – 13] и пористых средах, представ-

ленных системой капилляров [14 – 18], невозможно применить к задачам моделирования процесса 

ускорения капиллярной пропитки под воздействием вибраций. Задачу можно решить, используя 

уравнения Навье – Стокса для несжимаемой жидкости, отделенной трехфазным периметром сма-

чивания от твердой поверхности капилляра и другой несмешиваемой фазы — газа или жидкости. 

Применение алгоритмов решения контактных задач взаимодействия гетерогенных сред, деталь-

ный анализ которых приведен в [19], позволяет провести такое исследование. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ КАПИЛЛЯРНОЙ ПРОПИТКИ 

Поместим капилляр или образец горной породы цилиндрической формы в заполненный 

жидкостью резервуар (рис. 1) так, чтобы нижний конец касался свободной поверхности жидко-

сти, а верхний открытый конец сообщался с окружающей атмосферой. Интерес представляет 
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процесс наполнения жидкостью внутренней полости капилляра, поэтому смачивание внешней 

поверхности, а также влияние стенок резервуара на приток жидкости не рассматривается. 

Под действием силы поверхностного натяжения жидкость из резервуара поступает во внутрен-

нее пространство капилляра или в поровое пространство горной породы, вытесняя находящую-

ся там нефть или газ. 

          а           б 

        

Рис. 1. Схема размещения в резервуаре с водой капилляра (а) и образца горной породы (б) 

Воздействие упругих колебаний на дно резервуара передается находящейся в нем жидко-

сти, которая поступает в капилляр или в образец горной породы, ускоряя процесс капиллярной 

пропитки. Эффективность ускорения капиллярной пропитки определим по разности дебитов 

жидкости в присутствии и отсутствии воздействия упругими колебаниями. Адекватность ре-

шения поставленной задачи оценим, сопоставив расчетные значения высоты поднятия жидко-

сти в капилляре, полученные без учета вибровоздействия, с экспериментальными данными 

и расчетами, проведенными по формуле Вашбурна – Лукаса [12]. 

Законы сохранения массы и импульса для несжимаемого флюида ( const)   могут быть 

записаны в дифференциальной форме [20, 21]: 

 0u  , (1) 

 
( )

( ) [ ( ( ) )]Tu
u u p u u F g

t


  


         


I , (2) 

где   — плотность; t  — время; u  — вектор скорости движения флюида; p  — давление; I  — 

единичный тензор;   — динамическая вязкость; F  — сила поверхностного натяжения; g  — 

сила тяжести. 

Для двух несмешиваемых сред вода/воздух или вода/нефть воспользуемся единым 

законом движения флюида, состоящего из двух фаз, путем введения функции-идентификатора 

среды ( , )x t , где x  — радиус-вектор точки пространства, t  — время. В расчете функция 

( ) ( ,0)x x   определяется как 

 
1 в области, занятой первой фазой,

( )
0 в области, занятой второй фазой.

x


 


 (3) 
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Изменение положения подвижной контактной границы задается уравнением переноса 

с источниковым членом S : 

 u S
t





  


, (4) 

u  — вектор скорости движения флюида. 

Функция-идентификатор среды ( , )x t  определяется методом установления уровня [19, 22 – 25], 

в котором источниковый член 

 (1 )S


    


 
       

. (5) 

Здесь   — параметр модели, принимаемый равным максимальному значению модуля u ;   — 

толщина переходного участка, отделяющего две несмешиваемые среды. 

Наличие во флюиде двух несмешиваемых фаз с различными свойствами порождает 

на контактной границе силу поверхностного натяжения, входящую в правую часть закона со-

хранения импульса (2): 

 F T , (6) 

 ( )Tn n   T I , (7) 

где   — коэффициент поверхностного натяжения; n  — вектор нормали к границе поверхно-

сти раздела  , который для x   удовлетворяет равенству 

 ( )n x








,   0  . (8) 

Дельта-функция   из (7) аппроксимируется зависимостью [26, 27]: 

 6 (1 )      . (9) 

Плотность и вязкость флюида, входящие в (2), с учетом положения подвижной контактной 

границы, определяемой функцией-идентификатором среды ( , )t x , связаны зависимостями: 

 2 1 2( )       , (10) 

 2 1 2( )       , (11) 

здесь индекс “1” относится к первой среде (вода), индекс “2” — ко второй (воздух или нефть). 

Для описания движения флюида в породе необходимо учесть влияние стенок материала кол-

лектора. На контакте жидкости с твердым телом, в присутствии третьей фазы — газа или другой, 

несмешиваемой жидкости, проявляется поверхностное явление (смачивание). Благодаря ему, по-

верхность жидкости в капилляре или трещине после соприкосновения с его поверхностью ис-

кривляется, образуя, в зависимости от соотношения работ адгезии и когезии [28], выпуклый 

или вогнутый мениск. Равновесный краевой угол смачивания   определяется как угол между 

твердой поверхностью и касательной в точке соприкосновения фаз. На рис. 2 схематически 

показано определение краевого угола смачивания для поверхности капилляра, обладающего 

гидрофильными свойствами ( 90 ).    
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Рис. 2. Краевой угол смачивания для гидрофильной поверхности ( 90 )    

В пластовых условиях на поверхности раздела фаз наблюдаются неустойчивые процессы 

изменения равновесного угла смачивания [29]. При вытеснении нефти водой образуется пере-

двигающийся трехфазный периметр смачивания [4]. Вследствие проявления кинетического ги-

стерезиса смачивания [28], угол смачивания в нефтяном коллекторе изменяется в зависимости 

от скорости и направления движения мениска жидкости, шероховатости твердой поверхности 

и адсорбции на ней содержащихся в нефти кислот и асфальтенов. 

Подробно остановимся на задании граничного условия на границе контакта жидкости 

с твердым телом. Теория пограничного слоя, применяемая для описания задач внешнего обте-

кания твердого тела потоком жидкости, при различных режимах течения детально изложена 

в [21]. В рассматриваемой задаче поднятия жидкости в капилляре режим течения — ламинар-

ный. Из этого следует, что нормальная составляющая вектора скорости потока 0,u n   

а тангенциальная составляющая может быть отлична от нуля [5, 30, 31]. Тангенциальная ком-

понента скорости потока равна нулю на некотором расстоянии от стенки   (рис. 3). 

 

Рис. 3. К определению тангенциальной составляющей вектора скорости 

Тангенциальную составляющую скорости tgu  определим линейной эксктраполяцией 

скорости потока u , рассчитанной вблизи стенки, и нулевой скорости на расстоянии  : 

 ( )tg wall wallu u u n n   , (12) 

где walln  — вектор внешней нормали к поверхности стенки капилляра, направленный от грани-

цы поверхности в область, занятую водой. 

Сила трения жидкости о материал стенки капилляра зависит от вязкости жидкости   

и тангенциальной составляющей вектора скорости tgu  [9]: 
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tr tgF u




  . (13) 

Кроме силы трения, на границе контакта жидкости и твердого тела действует сила поверх-

ностного натяжения, зависящая от краевого угола смачивания  . Чтобы задать граничное 

условие для ситемы уравнений (1), (2) на линии скольжения жидкости с поверхностью 

твердого тела, недостаточно учесть только условия непротекания и силы трения, необходимо 

задать некомпенсированную силу Юнга, которая для обобщенных граничных условий 

Навье [30] имеет вид 

 ( cos )F m k k      , (14) 

здесь m , k  — векторы, направленные вдоль границы смачивания “жидкость – газ” и “жид-

кость – твердое тело”. Векторы n , n  ортогональны m , k  и являются векторами внешней 

нормали к границе “жидкость – газ” и “жидкость – твердое тело”. 

На рис. 4 приведено расположение границы смачиваемой жидкости, занимающей область 
1 ,  

с поверхностью стенки капилляра 
1  и газом 

2 , граничащим с поверхностью капилля-

ра 2  и жидкостью  . Угол между m  и k  совпадает с динамическим краевым углом e . 

 

Рис. 4. Направление векторов ,m  k , n


, n


 на границе контакта смачиваемой жидкости 

с поверхностью капилляра 

Выражение ( cos ) (cos cos )em k         называется некомпенсированным напряже-

нием Юнга [5, 30]. Количественно эта величина пропорциональна разности между косинусами 

динамического e  и статического   краевых углов смачивания. В капилляре цилиндрической 

формы радиусом R  скачок давления ep  через движущуюся границу  , согласно формуле 

Лапласа, запишется так: 

cos
2 e

ep
R


  . 

Для равновесного краевого угла смачивания   скачок давления находится аналогично: 

cos
2p

R


  . 
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Поскольку в общем случае   и 
e  различны, разность 

ep p  , выражающая меру дисси-

пации энергии Гиббса, будет отлична от нуля. В термодинамике смысл выражения p  означа-

ет изменение межфазной свободной энергии Гиббса на границе контакта флюида и твердого 

тела, когда вдоль границы линии смачивания движутся одновременно жидкость и газ, а 
ep  

выражает внешнюю работу, совершаемую термодинамической системой [5]. Действительно, 

пусть жидкость и газ в капилляре цилиндрической формы сместились вдоль его оси на рассто-

яние L , тогда из уравнения Юнга для равновесного краевого угла   сила 2R p   равна 

1 2
2 cos 2 ( )R R        , где 

1
 

, 
2

 
 — коэффициенты поверхностного натяжения 

на границах “жидкость – твердое тело” и “газ – твердое тело”. Изменение свободной энергии 

на границе контакта флюида и твердого тела будет 
1 2

2 2 ( )R pL RL       . Внешняя рабо-

та, совершаемая системой 2

eR p L  . Диссипация энергии Гиббса, проявляющаяся вследствие 

движения флюида вдоль границы линии смачивания 2 ( ) 2 (cos cos )e eR p p L RL        . 

Отсюда следует выражение для некомпенсированного напряжения Юнга: 

1 2
(cos cos ) cose           . 

В условиях термодинамического равновесия фаз должно выполняться условие минимума 

энергии Гиббса, из которого следует e   и косинус равновесного краевого угла смачивания 

находится по формуле 

1 2cos
 




 
 . 

Сумма сил wall trF F F  , действующих вдоль вектора k  на границе контакта “жидкость – 

твердое тело”: 

 ( cos )wall tgF m k k u


 


     . (15) 

Полученную силу wallF  необходимо задать в качестве граничного условия в (5) вместо F , 

а также учесть тангенциальную компоненту скорости tgu u  из (12), плотность и вязкость вы-

числить по (10) и (11). Для функции-идентификатора среды условие на границе контакта 

жидкости с твердым телом примет вид 

 (1 ) 0n


   




 
      

. (16) 

При истечении воздуха или нефти из верхнего торца капилляра или горной породы необ-

ходимо поставить граничное условие на давление outp : 

 [ ( ( ) )]T

S out Sp u u n p n       I , (17) 

где Sn  — вектор внешней нормали к поверхности верхнего торца капилляра, совпадающий 

с направлением оси Oz  (рис. 1). 

На линии АВ зададим условие для распределения давления ABp  с глубиной 0 z H  : 

 ABp gz  ,    0u k  , (18) 

 [ ( ( ) )]T T

ABn p u u n p       I . (19) 
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На дне резервуара зададим условие непротекания 

 0u n   (20) 

и неприлипания к неподвижной твердой стенке 

 0wall wallu n  ,   
walln n  , (21) 

где 
walln  — вектор внешней нормали к поверхности стенки дна резервуара, направленный 

от границы поверхности стенки в область, занятую водой. Для функции-идентификатора среды 

необходимо принять условие (16). 

При воздействии упругих колебаний на дно резервуара его граница придет в движение, ко-

лебания передадутся воде, находящейся в резервуаре. Если закон изменения скорости смеще-

ния границы дна резервуара известен, например, это будут гармонические колебания по закону 

 sinwallu A t   (22) 

с амплитудой A  и угловой частотой 2 f   ( f  — линейная частота), тогда дополнительно 

к условию непротекания (20) необходимо задать условие неприлипания. Оно заключается 

в том, что скорость смещения границы дна резервуара совпадает со скоростью смещения воды, 

а ее вектор направлен по направлению вектора walln : 

 wall wallu n u n    . (23) 

В силу симметрии задачи капиллярной пропитки на линии Oz  (рис. 1) следует выполнить 

граничное условие непротекания и стремление скорости сдвига к нулю: 

 0symu n  , (24) 

 [ ( ( ) )] 0T

symp u u n     I , (25) 

 (1 ) 0symn


   


 
      

, (26) 

где symn  — вектор нормали, направленный в радиальном направлении вдоль оси Or  от оси 

симметрии Oz  в область  . 

В начальный момент времени вода в резервуаре покоилась. При касании капилляра 

или горной породы торцом ее свободной поверхности начинается процесс капиллярной про-

питки. Условия на начальную скорость, давление и функцию-идентификатор среды для воды 

в области 1  следующие: 

 
0
0

t
u


 , (27) 

 
0t

p gz

  , (28) 

 ( ,0) 1 x . (29) 

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПОДНЯТИЯ ЖИДКОСТИ В КАПИЛЛЯРЕ 

Зададим для воды и воздуха физические константы, характеризующие их свойства 

при нормальных условиях: 1 998   кг/м3, 2 1.2   кг/м3, 3

1 10   Пас, 5

2 1.81 10    Пас, 

0.072   Дж/м2. Равновесный краевой угол смачивания воды и поверхности стенки капилляра 
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(из кварцевого стекла) 0  . Радиус капилляра 0.295capR   мм, его длина 0.05L   м. Опустим 

вертикально торец капилляра в резервуар с водой глубиной 0.15H   мм так, чтобы он касался 

свободной поверхности воды. В капилляр из резервуара начнет поступать вода, и мениск при-

дет в движение. Высоту поднятия жидкости в капилляре обозначим ( )h t , максимальную высо-

ту поднятия жидкости в капилляре определим по формуле Жюрена: 

 max

1 2

2 cos

( )cap

h
R g

 

 



. 

Подставляя в нее соответствующие константы, получим максимальное поднятие воды в капил-

ляре max 0.05h   м. Чтобы по поставленной задаче (1) – (29) в расчетах задать динамический 

краевой угол смачивания e , необходимо определить его величину из экспериментальных дан-

ных или воспользоваться формулой Вашбурна – Лукаса [11 – 13, 17] с известным коэффициен-

том трения tr . 

Динамический краевой угол смачивания e  зависит от капиллярного числа ( / )Ca u  . 

При перемещении границы раздела “вода – воздух”, динамический контактный угол уменьша-

ется, а скорость потока воды возрастает. Для 0.01Ca   в [32, 33] предложено регрессионное 

уравнение 

 
cos cos

cos 1

Be ACa
 







, (30) 

где A , B  — эмпирические константы, позволяющие рассчитывать e  в зависимости от скоро-

сти движения воды в капилляре. 

Для моделирования поднятия жидкости в капилляре применяют формулу Вашбурна – Лукаса, 

учитывающую силы поверхностного натяжения 2 coscap eR   , тяжести 2

1 ( )capmg R gh t  , 

инерции 

 2

1

( )
( )cap

dh td
R h t

dt dt
 

 
 
 

 

и вязкостное (гидродинамическое) сопротивление жидкости 

 1

( )
8 ( )

dh t
h t

dt
 . 

Подставляя указанные силы во второй закон Ньютона, имеем 

 2 2

1 1 1

( ) ( )
( ) 2 cos ( ) 8 ( )cap cap e cap

dh t dh td
R h t R R gh t h t

dt dt dt
       

 
   

 
. (31) 

Некомпенсированное напряжение Юнга связано со скоростью поднятия жидкости коэффи-

циентом трения tr  жидкости о стенку капилляра [12]: 

 
( )

(cos cos )e tr

dh t

dt
      . (32) 

Пренебрегая в (31) силами инерции [34] и выражая cos e   из (32), получим 

 
2

1 1

( ) ( )
2 cos ( ) 8 ( )cap tr cap

dh t dh t
R R gh t h t

dt dt
      

 
   

 
. (33) 



 ГЕОМЕХАНИКА ФТПРПИ, № 2, 2021 

 26 

Численное решение дифференциального уравнения (33) с начальным условием 6(0) 10h   м 

для 0tr   и 0.45tr   приведено в [12] и показано, в сопоставлении с экспериментальными 

данными, на рис. 5. Здесь же приведен график изменения динамического краевого угла смачи-

вания 
e , полученного в ходе эксперимента [12] с использованием высокоскоростной камеры 

и последующей обработкой изображений. В [12] использован капилляр, изготовленный из квар-

цевого стекла радиусом 0.295capR   мм. 

 

Рис. 5. Временные зависимости высоты поднятия жидкости в капилляре: 1 — экспериментальные 

данные; расчетные кривые по формуле (36): 2 — 0.45;tr   3 — 0tr   

Воспользуемся уравнением (32) и (33) с коэффициентом трения 0.45tr   для определе-

ния динамического контактного угла e . Его аппроксимация регрессионным уравнением 

 
2

3 2

1.608 9.052 2.369
( )

9.647 13.03 1.513
e

t t
t

t t t


  


  
, (34) 

дает хорошее соответствие результатов численного решения поставленной задачи (1) – (21), 

(24) – (29) с экспериментальными данными, полученными в [12]. Однако для учета влияния 

вибровоздействия на процесс капиллярной пропитки уравнение (34) не подходит, так как оно 

не учитывает изменение скорости притока воды, поступающей из резервуара. 

Подставим (34) в (30), при этом скорость потока u , входящую в капиллярное число 

/Ca u  , определим из (33) следующим образом: ( ) /u dh t dt . После несложных преобра-

зований найдем эмпирические константы 224.7A  и 1B  . Регрессионное уравнение (30) 

позволяет учесть влияние колебаний давления воды на скорость капиллярной пропитки, вы-

званных вибрацией, приложенной к стенке дна резервуара. 

Решение задачи (1) – (29) получено численно, методом конечных объемов в программ-

ном пакете OpenFOAM. Использована равномерная сетка с шагом 0.08 мм и временным ша-

гом 0.004 с. Для интегрирования уравнений в частных производных по времени применен 

трехстадийный неявный метод, приведенный в [35]. Результат расчета временной зависимо-

сти высоты поднятия воды в капилляре без вибровоздействия, выполненный по форму-

лам (1) – (21), (24) – (29), показан на рис. 6а (кривая 1). Он совпадает с решением, получен-

ным на основе уравнения Вашбурна – Лукаса (рис. 5, кривая 2), и хорошо согласуется с экс-

периментальными данными (рис. 5, кривая 1). 
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Рис. 6. Временные зависимости высоты поднятия жидкости в капилляре (а): 1 — без вибровоздей-

ствия; 2 — с вибровоздействием; динамика прироста массы в капилляре при вибровоздействии (б) 

При воздействии упругими колебаниями на дно резервуара его граница будет смещаться 

по гармоническому закону (22) с амплитудой скорости смещения 0.04A  мм/с и линейной  

частотой 1250f   Гц. Эти колебания распространятся по всему объему воды, находящейся 

в резервуаре и поступающей оттуда в капилляр. На рис. 6а кривой 2 показана временная зави-

симость высоты поднятия воды в капилляре с учетом вибровоздействия, рассчитанная по фор-

мулам (1) – (19), (22) – (29). Сопоставляя кривую 1 и 2 (рис. 6а), приходим к выводу, что вибро-

воздействие ускоряет процесс капиллярной пропитки. Разность высот поднятия воды в капил-

ляре при вибровоздействии и без него, помноженная на площадь внутреннего сечения капил-

ляра и плотность воды, показывает динамику прироста массы воды в капилляре (рис. 6б). При-

веденный пример решения задачи капиллярной пропитки (1) – (29) позволяет также оценить 

максимальный прирост расхода жидкости, поступающей из резервуара в капилляр — 1.8 мм3/с. 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Модели, составленные на основе уравнения Вашбурна – Лукаса, разработаны для описания 

процесса поднятия жидкости в капилляре или трубки цилиндрической формы. Существует 

концепция, рассматривающая течение в пористой среде как течение через связку капилляров 

со средним радиусом r , соответствующим среднему радиусу пор [36]. Если обозначить число 

эквивалентных капилляров со средним радиусом N , участвующих в капиллярной пропитке, 

то масса жидкости, поднимающейся по ним, оценивается как 

 2( ) ( )Nm t r N h t  , (35) 

где ( )h t  — высота поднятия жидкости в капилляре. 

Эффекты замедления движения жидкости, связанные с шероховатостью внутренней по-

верхности пор, рассматривались в [37 – 40]. Однако в них не учитывалось влияние извилисто-

сти капилляров на величину динамического контактного угла e . В [14, 17] извилистость   

определяется как отношение фактически пройденного пути h  движущейся жидкости через 

пространство пор к высоте поднятия фронта насыщения h , отсчитываемой от границы сопри-

косновения пористой среды со свободной поверхностью жидкости: 

 h h . (36) 
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Формула Вашбурна – Лукаса в форме (33) для пористой среды: 

 2

1 1

( ) ( )
2 cos ( ) 8 ( )tr

dh t dh t
r r gh t h t

dt dt
      

 
   

 
 (37) 

или с учетом (36): 

 2 2

1 1

( ) ( )
2 cos ( ) 8 ( )tr

dh t dh t
r r g h t h t

dt dt
         

 
   

 
, (40) 

tr  — средний коэффициент трения жидкости о поверхность пор. 

Подобные рассуждения остаются справедливы и для предложенной постановки зада-

чи (1) – (29), т. е. алгоритм решения таков: зная коэффициент извилистости  , количество эк-

вивалентных капилляров N , участвующих в процессе капиллярной пропитки, со средним ра-

диусом r , среднее значение коэффициента трения 
tr , можно рассчитать ускорение пропитки 

в пористом керне, выбуренном из горной породы. 

ВЫВОДЫ 

Моделирование процесса поднятия жидкости в капилляре, проведенное на основе общих 

подходов течения двухфазных сред, позволяет определить зависимость скорости пропитки 

от амплитуды и частоты колебания жидкости, поступающей в него из резервуара. На примере 

поднятия воды в капилляре цилиндрической формы показано, что вибрация существенно 

уменьшает время пропитки. Предложенная модель обобщена на случай пропитки пористого 

керна реальной горной породы. 
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